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临界密度下欧拉 －泊松系统的
ｍｏｄｉｆｉｅｄＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓＺＫ极限

席肖玉，张美玲
（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章重点研究在三维情形下等离子体中产生的欧拉－泊松系统的长波长极限，目标是在ＧＭ变换ε１／２

（ｘ１－Ｖｔ）→ｘ１、ε
１／２ｘ２→ｘ２、ε

１／２ｘ３→ｘ３、ε
３／２ｔ→ｔ下，严格推导出修正的 ｍｏｄｉｆｉｅｄＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓＺＫ（ｍＫｄＶＺＫ）

方程，并利用精细的能量方法，给出ｍＫｄＶＺＫ方程与欧拉－泊松系统之间误差的均匀ε估计。

关键词：欧拉泊松方程；长波长极限；ｍＫｄＶＺＫ方程
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ｆｏｒｍε１／２（ｘ１－Ｖｔ）→ｘ１，ε

１／２ｘ２→ｘ２，ε
１／２ｘ３→ｘ３，ε

３／２ｔ→ｔ，ａｓε→０．Ｂｙｅｍｐｌｏｙｉｎｇｄｅｌｉｃａｔｅｅｎｅｒｇｙｍｅｔｈ
ｏｄ，ｗｅｇｉｖｅｕｎｉｆｏｒｍｉｎεｅｓｔｉｍａｔｅｆｏｒｔｈｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍＫｄＶＺＫｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅＥｕｌｅｒＰｏｉｓｓｏｎ
ｓｙｓｔｅｍ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＥｕｌｅｒＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ；ｌｏｎｇｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｌｉｍｉｔ；ｍｏｄｉｆｉｅｄＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓＺＫ（ｍＫｄＶ
ＺＫ）ｅｑｕａｔｉｏｎ

１　引言和模型建立

本文考虑静电等离子体［１］中由热等温、热绝

热流体和冷固定共３种背景物质组成的三维一般
混合物。其中，较冷的绝热物质用标准流体方程

来描述

ｔｎα＋ｄｉｖ（ｎαｕ）＝０， （１）

ｔｕ＋ｕ·ｕ＋Ｔα
ｎα
ｎα
＝－－ｅ１×ｕ，（２）

方程中，（ｘ，ｔ）∈!

３表示时空位置，ｎα和 ｕ＝（ｕ１，
ｕ２，ｕ３）分别表示较冷的绝热物质的密度及速度，
参数Ｔα表示流体种类的温度。

热等温玻尔兹曼种用所谓的等温玻尔兹曼关

系来描述 ｎβ＝Ｎβｅ
／Ｔβ，其中，Ｔβ为等温温度。平

衡量将用大写字母表示，例如玻尔兹曼中的 Ｎβ。
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静电势满足泊松方程
△＝Ｎβｅ

／Ｔβ－ｎα－Ｎδ， （３）
其中，Ｎδ为不固定的背景物质。对于衰减缓慢的
物质，可以考虑一些密度为 Ｎδ的固定背景物质，
这些物质可以用来模拟处理电子声孤子时的非磁

化离子［２］。

许多非线性色散偏微分方程可以从欧拉 －泊
松系统中推导出来，如ＫｄＶ方程、ＫＰⅡ方程和ＺＫ
方程，近几十年来这些方程得到了广泛的研究。

Ｇｕｏ等［３］严格给出了一维离子欧拉 －泊松系统
ＫｄＶ方程的推导。并且 Ｐｕ［４］还考虑了高维情况，
给出欧拉 －泊松方程在不同尺度下的 ＫＰⅡ方程
和三维情况下 ＺＫ方程的严格极限证明。值得一
提的是，Ｉｓａｚａ等［５］给出了柯西方程对 ＫＰⅡ方程
的推导，Ｌｉｎａｒｅｓ等［６］给出了柯西方程对 ＺＫ方程
的推导。关于ＫｄＶ方程、ＫＰⅡ方程和 ＺＫ方程的
其他研究参见文献［７－１０］及其参考文献。

因此，在包含所有已知的色散定律和通常局

限于特定模型的一般处理和非线性方程中，重新

讨论磁化等离子体中静电模式的整个场，相比早

期处理是很有意义的。而对于更复杂的等离子体

组成，比如具有三次非线性的 ｍＫｄＶＺＫ方程，在
临界密度下，孤子特性可以从压缩转换为稀疏。

在文献［１］中已经给出了热等温、热绝热流体
和冷不动背景物质的普通、修正和混合ＫｄＶＺＫ方
程在Ｔα≥０时的形式推导。特别地，Ｐｕ等

［１１］又在

此基础上给出了当Ｔα≥０时ｍＫｄＶ方程的严格推导。
然而，到目前为止，还没有对三维情况下 ｍＫ

ｄＶＺＫ极限严格的数学证明，因此，本文的目的是
严格证明当Ｔα＞０时的极限，至少为其准备良好
的初始数据。

本文组织如下：第２节利用 ＧＭ变换正式推
导了三维欧拉－泊松系统中的 ｍＫｄＶＺＫ方程；第
３节陈述主要定理１。通过引入一些新的微分符
号，推导出余项方程，并给出定理 １的证明。关
键问题是为余数方程提供统一的 ε估计，在这里
需要更精细的估计以及连续性的方法来封闭估

计。在本文中，使用［Ａ，Ｂ］＝ＡＢ－ＢＡ表示 Ａ和
Ｂ的换向子；范数 · Ｘ表示 Ｘ－范数，当 Ｘ＝Ｌ

２

时，· Ｌ２被 · 取代；〈ｆ，ｇ〉＝∫ｆｇｄｘ表示两个

Ｌ２函数的内积。

２　形式的ｍＫｄＶＺＫ推导及主要结果

通过经典的ＧＭ变换
ε１／２（ｘ１－Ｖｔ）→ｘ１，ε

１／２ｘ２→ｘ２，
ε１／２ｘ３→ｘ３，ε

３／２ｔ→ｔ， （４）
从式（１）～式（３）得到参数化系统

εｔｎα－Ｖｘ１ｎα＋·（ｎαｕ）＝０，

εｔｕ－Ｖｘ１ｕ＋ｕ·ｕ＋Ｔα
ｎα
ｎα
＝

　－＋１
ε１／２
ｕ×ｅ１，

εΔ＝Ｎβｅ
／Ｔβ－ｎα－Ｎδ















，

（５）

其中，ｅ１＝（１，０，０）
Ｔ，ε为初始扰动的振幅，假设与

单位相比较小，Ｖ为待确定的波速。考虑以下形式
上的扩展：

ｎα＝Ｎα（１＋ε
１
２ｎ（１）α ＋εｎ

（２）
α ＋ε

３
２ｎ（３）α ＋ε

２ｎ（４）α ＋…），

ｕ１＝ε
１
２ｕ（１）１ ＋εｕ

（２）
１ ＋ε

３
２ｕ（３）１ ＋ε

２ｕ（４）１ ＋…

＝ε
１
２（１）＋ε（２）＋ε

３
２（３）＋ε２（４）＋…

ｕ２＝εｕ
（１）
２ ＋ε

３
２ｕ（２）２ ＋ε

２ｕ（３）２ ＋ε
５
２ｕ（４）２ ＋…

ｕ３＝εｕ
（１）
３ ＋ε

３
２ｕ（２）３ ＋ε

２ｕ（３）３ ＋ε
５
２ｕ（４）３ ＋















…

（６）
将式（６）代入式（５），得到一个 ε的幂级数，其系
数依赖于ｋ≥１的（ｎ（ｋ）α ，ｕ

（ｋ），（ｋ））。
接下来推导关于ｎ（１）α 的 ｍＫｄＶＺＫ方程，从幂

级数可以得到ε阶的以下系数：
（１）在ε０的阶数下，设置 ε０的系数为０，得

到Ｎβ－Ｎα－Ｎδ＝０，这意味着平衡时的整体电荷
均为中性。

（２）在ε
１
２的阶数下，将ε

１
２的系数设为０，得到

Ｖ２＝Ｔα＋
ＮαＴβ
Ｎβ
，为确定（ｎ（１）α ，ｕ

（１），（１）），只需要确

定ｎ（１）α 。
（３）在ε１的阶数下，将ε１的系数设为０，可以

得到

!

（ｎ（１）α ）
２＝０，

其中，
!

＝３Ｖ２－Ｔα－
ＴβＮ

２
α

Ｎ２β
。

２５
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当等离子体处于临界密度时，考虑
!

＝０，即有

３Ｖ２＝Ｔα＋
ＴβＮ

２
α

Ｎ２β
。

（４）对于ε
３
２的系数和ｎ（１）α 的 ｍＫｄＶＺＫ方程，

将ε
３
２的系数设为０，可以得到
Ｖｘ２ｕ

（２）
２ ＋Ｖｘ３ｕ

（２）
３ ＝

　（Ｖ４＋
Ｔ２βＮα
Ｎ２β
）ｘ１（

２
ｘ２ｎ

（１）
α ＋

２
ｘ３ｎ

（１）
α ）。

通过计算，可以推断出ｎ（１）α 满足以下 ｍＫｄＶＺＫ方
程：

ｔｎ
（１）
α ＋

ＴβＮ
３
α

２ＶＮ３β
－３Ｖ＋

Ｔα
２( )Ｖ（ｎ（１）α ）２ｘ１ｎ（１）α ＋Ｔ

２
βＮα
２ＶＮ２β

３ｘ１ｎ
（１）
α ＋

（
Ｖ３
２＋
Ｔ２βＮα
２ＶＮ２β

）ｘ１（
２
ｘ２ｎ

（１）
α ＋

２
ｘ３ｎ

（１）
α ）＝０，

并且（ｎ（１）α ，ｕ
（１）
１ ，

（１））是相对独立的，并不依赖于

（ｎ（ｉ）α ，ｕ
（ｉ）
１ ，

（ｉ））。

对于ｉ≥２，经过上述步骤，通过平衡ε（ｋ＋２）／２（ｋ≥
２）的系数，可以得到

ｕ（ｋ）１ ＝Ｖｎ
（ｋ）
ａ ＋ｈ

（ｋ－１），

（ｋ）＝
ＮａＴｂ
Ｎｂ
ｎ（ｋ）ａ ＋ｇ

（ｋ－１）{ ，

其中，ｈ（ｋ－１）和ｇ（ｋ－１）只依赖于（ｎ（ｉ）α ，ｕ
（ｉ）
１ ，

（ｉ）），１≤
ｉ≤ｋ－１。

进一步得到线性化的ｍＫｄＶＺＫ方程：

ｔｎ
（ｋ）
α ＋

ＴβＮ
３
α

２ＶＮ３β
－３Ｖ＋

Ｔα
２( )Ｖｘ１（（ｎ（１）α ）２ｎ（ｋ）α ）＋

　
Ｔ２βＮα
２ＶＮ２β

３ｘ１ｎ
（ｋ）
α ＋（

Ｖ３
２＋
Ｔ２βＮα
２ＶＮ２β

）ｘ１（
２
ｘ２ｎ

（ｋ）
α ＋

２
ｘ３ｎ

（ｋ）
α ）＝

　Ｇ（ｋ－１），
这里Ｇ（ｋ－１）只跟ｎ（１）α ，ｎ

（２）
α ，…，ｎ

（ｋ－１）
α 有关。

假设之后 ｎ（ｋ）α 的解在任何时间间隔［－" ，
" ］上都是足够光滑的，对于任何"  ＞０。虽然在
连续步骤之间可能存在正则性损失，但本文仍然

可以假设在有限步之内具有光滑性。

３　严格推导证明

为证明ｎ（１）α 在任意有限的时间区间内收敛于

ｍＫｄＶＺＫ方程 ε→０的解，必须使上述过程严格。
设（ｎα，ｕ，）为以下扩展比例系统的解

ｎα＝Ｎα（１＋ε
１
２ｎ（１）α ＋εｎ

（２）
α ＋ε

３
２ｎ（３）α ＋ε

２ｎ（４）α ＋

　ε
５
２ｎ（５）α ＋ε

３
２ｎεＲ），

ｕ１＝ε
１
２ｎ（１）１ ＋εｕ

（２）
１ ＋ε

３
２ｕ（３）１ ＋ε

２ｕ（４）１ ＋ε
５
２ｕ（５）１ ＋ε

３
２ｕε１Ｒ，

＝ε
１
２（１）＋ε（２）＋ε

３
２（３）＋ε２（４）＋ε

５
２（５）＋ε

３
２εＲ，

ｕ２＝εｕ
（１）
２ ＋ε

３
２ｕ（２）２ ＋ε

２ｕ（３）２ ＋ε
５
２ｕ（４）２ ＋ε

３ｕ（５）２ ＋ε
３
２ｕε２Ｒ，

ｕ３＝εｕ
（１）
３ ＋ε

３
２ｕ（２）３ ＋ε

２ｕ（３）３ ＋ε
５
２ｕ（４）３ ＋ε

３ｕ（５）３ ＋ε
３
２ｕε３Ｒ，

（７）
其中，ｕεＲ＝（ｕ１εＲ，ｕ２εＲ，ｕ３εＲ），（ｎεＲ，ｕεＲ，εＲ）是余数。
经过仔细的计算，得到了以下余数系统：

ｔｎεＲ－
Ｖｅ１－ｕ
ε
·ｎεＲ＋

ｎα
ε
·ｕεＲ＋

１

槡ε
ｎεＲ·珘ｕ＋

　１

槡ε
ｕεＲ·珘ｎα＋槡εＲｎ＝０，

ｔｕεＲ－
Ｖｅ１－ｕ
ε
·ｕεＲ＋

１

槡ε
ｕεＲ·珘ｕ＋

　
Ｔα
ε
ｎεＲ－

Ｔα
槡ε
珘ｎα＋εｎ

ε
α

ｎ( )
α

ｎεＲ－
Ｔαｐ

槡εｎα
ｎεＲ－

　
Ｔα槡ε
ｎα
ＲＴ＋槡εＲｕ＝

１
ε

ε
Ｒ＋
１
ε
ｕεＲ×ｅ１，

εΔεＲ＝
Ｎβ
Ｔβ
εＲ－Ｎαｎ

ε
Ｒ＋
槡εＮβ
Ｔ２β
（１）εＲ＋εＲ























 ，

（８）

其中，珘Ａ＝Ａ１α＋ε
１
２Ａ２α＋εＡ

３
α＋ε

３
２Ａ４α＋ε

２Ａ５α，对于 Ａ＝
ｎα，ｕ。

可以假设之后已知的（珘ｎα，珘ｕ，珟）足够平滑，因
此，存在一些Ｃ＞０和一些ｓ≥４，使得

ｓｕｐ
［０，

" ］
‖（珘ｎα，珘ｕ，珟），Ｒｎ，Ｒｕ，ＲＴ‖Ｈｓ≤Ｃ， （９）

其中，
" 为存在时间。

那么，关键是在ε中推导出一致余数（ｎεＲ，ｕεＲ，

εＲ）的估计数。主要定理如下：
定理１　设４≤ｓ′≤ｓ，并且欧拉 －泊松方程式

（１）～式（３）的初始值（ｎα０，ｕ０，０）满足上述的扩
展形式，对于任何０＜

" ０＜" ，存在 ε０＞０和 Ｃ"０＞

０，当０＜ε＜ε０时，方程（８）的解（ｎεＲ，ｕεＲ，εＲ）满足：
当Ｔα＞０时，

ｓｕｐ
［０，

"０］
‖（ｎεＲ，ｕεＲ，εＲ）‖

２
Ｈｓ′≤

　Ｃ
"０
（１＋‖（ｎεＲ０，ｕεＲ０，εＲ０）‖

２
Ｈｓ′）。 （１０）

３５
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在接下来的内容中，采用重新调整的珋ｔ＝ｔ／槡ε，为
简单起见，记ｔ＝珋ｔ。在本节中，将 Ｎα＝２并令所有
其他常数为１。得到新的余项方程：

１

槡ε
ｔｎεＲ－

ｅ１－ｕ
ε
·ｎεＲ＋

ｎα
ε
·ｕεＲ＋

　１

槡ε
ｎεＲ·珘ｕ

１

槡ε
ｕεＲ·珘ｎα＋槡εＲｎ＝０，

１

槡ε
ｔｕεＲ－

ｅ１－ｕ
ε
·ｕεＲ＋

１

槡ε
ｕεＲ·珘ｕ＋

　
Ｔα
ε
ｎεＲ－

Ｔα
槡ε
珘ｎ＋εｎεＲ
ｎ( )
α
ｎεＲ－

Ｔαｐ

槡εｎα
ｎεＲ－

　
Ｔα槡ε
ｎα
ＲＴ＋槡εＲｕ＝－

１
ε

ε
Ｒ＋
１
ε
ｕεＲ×ｅ１，

εΔεＲ＝εＲ－２ｎεＲ＋槡ε
（１）εＲ＋εＲ























。

（１１）

假设新的余项方程式（１１）在时间
" ε上有光滑解，

得到

ｓｕｐ
［０，

" ε］
‖（ｎεＲ，ｕεＲ，εＲ）‖ｓ′≤珘Ｃ， （１２）

其中，珘Ｃ是常数。根据ｎα，ｕ的表达式，有
１／２＜ｎα＜３／２，｜ｕ｜≤１／２， （１３）

为了更好证明定理１，首先证明以下命题。
命题１　设 ｓ′≥４是一个整数，并且（ｎεＲ，ｕεＲ，

εＲ）是式（１１）的解。那么对于任何整数０≤ｋ≤ｓ′，
有

１
２
ｄ
ｄｔ‖

α
ｘｕεＲ‖

２
Ｌ２＋

　 １４
ｄ
ｄｔ∫
１＋槡ε

（１）＋εεＲ
ｎα

｜αｘεＲ｜
２＋

　 １４
ｄ
ｄｔ∫εｎα｜αｘεＲ｜２＋

　 １４
ｄ
ｄｔ∫
Ｔα
ｎ２α
｜αｘｎεＲ｜

２ｄｘ≤

　ＣＣ１（Ｃ１＋ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′）｛１＋

　‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′｝， （１４）

其中，｜α｜＝ｋ≤ｓ′。
接着证明ｕεＲ及εＲ。

引理１　对于ｕεＲ、εＲ，有
１
２
ｄ
ｄｔ‖

α
ｘｕεＲ‖

２
Ｌ２＋

　 １４
ｄ
ｄｔ∫
１＋槡ε

（１）＋εεＲ
ｎα

｜αｘεＲ｜
２＋

　 １４
ｄ
ｄｔ∫εｎα｜αｘεＲ｜２≤

　ＣＣ１（Ｃ１＋ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′）｛１＋

　‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′｝＋Ｆ５６１， （１５）

其中，Ｆ５６１＝
Ｔα
ε
〈（
１
２＋

１
ｎα
）αｘｎεＲ，αｘｕεＲ〉。

证明　对方程组（１１）的第二个方程取αｘ，再

与αｘｕεＲ做内积，得到
１
２槡ε

ｄ
ｄｔ‖

α
ｘｕεＲ‖

２
Ｌ２＝
１
ε
〈ｘ１

α
ｘｕεＲ，αｘｕεＲ〉－

　１
ε
〈αｘ（ｕ·ｕεＲ），αｘｕεＲ〉－

　１

槡ε
〈αｘ（ｕεＲ·珘ｕ），αｘｕεＲ〉－槡ε〈αｘＲｕ，αｘｕεＲ〉－

　Ｔα〈
α
ｘ

ｎεＲ
槡εｎ( )

α

，αｘｕεＲ〉－
１
ε
〈αｘεＲ，αｘｕεＲ〉＋

　Ｔα〈
α
ｘ
ｐ

槡εｎα
ｎε( )Ｒ ，αｘｕεＲ〉＋Ｔα〈αｘ 槡εＲＴｎ( )

α

，αｘｕεＲ〉＋

　１
ε
〈αｘｕεＲ×ｅ１，αｘｕεＲ〉＝：Ｆ１＋…＋Ｆ９，

其中，Ｆ１，Ｆ９＝０，对其他项进行估计得到

∑
４

ｉ＝１
｜Ｆｉ｜＋｜Ｆ７｜＋｜Ｆ８｜＋｜Ｆ９｜≤

　ＣＣ１（１＋槡ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ）‖Ｈｓ′）（１＋‖（ｕεＲ，ｎεＲ）‖
２
Ｈｓ′）。

（１６）
对Ｆ６需要利用余项方程式组（１１）的结构来进行
更加细致的估计。通过对方程组（１１）的第一个方
程取αｘ，并代入Ｆ６的表达式中，得到

Ｆ６＝〈αｘεＲ，
ｅ１－ｕ
εｎα
·αｘｎεＲ〉－〈αｘεＲ，

１

槡εｎα
ｔαｘｎεＲ〉－

〈αｘεＲ，
１
εｎα
［αｘ，ｕ］·ｎεＲ〉－

〈αｘεＲ，
１
εｎα
［αｘ，ｎ］·ｕεＲ〉－

〈αｘεＲ，
１
ｎα
αｘ（
１

槡ε
ｎεＲ·珓ｕ＋

１

槡ε
ｕεＲ·珓ｎα＋槡εＲｎ）〉＝：

Ｆ６１＋…＋Ｆ６５。 （１７）
利用交换子估计和 Ｈｌｄｅｒ不等式可以估计 Ｆ６３－
Ｆ６５，即

｜Ｆ６３＋Ｆ６４＋Ｆ６５｜≤Ｃ
１

槡ε
［‖εＲ‖

２
Ｈｓ′＋

　Ｃ（１＋ε‖ｕεＲ‖
２
Ｈｓ′）‖（ｎεＲ，ｕεＲ）‖

２
Ｈｓ′］。 （１８）

４５
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通过对方程组（１１）的第三个方程取αｘ，有

２αｘｎεＲ＝αｘεＲ－εΔαｘεＲ＋槡εαｘ（
（１）εＲ）＋εαｘＲ。

（１９）
Ｆ６１被分成４个部分：

Ｆ６１＝〈αｘεＲ，
ｅ１－ｕ
２εｎα

·αｘεＲ〉－

ε〈αｘεＲ，
ｅ１－ｕ
２εｎα

·ΔαｘεＲ〉＋

槡ε〈αｘεＲ，
ｅ１－ｕ
２εｎα

·αｘ（
（１）εＲ）〉＋

ε〈αｘεＲ，
ｅ１－ｕ
２εｎα

·αｘＲ〉＝：

Ｆ６１１＋Ｆ６１２＋Ｆ６１３＋Ｆ６１４。 （２０）
经过对分项进行估计，

｜Ｆ６１｜≤Ｃ
１

槡ε
（１＋Ｃ１（槡ε‖εＲ‖Ｈｓ′）＋

　ε‖（ｎεＲ，ｕεＲ）‖
２
Ｈ４）（１＋‖εＲ‖

２
Ｈｓ′＋ε‖εＲ‖

２
Ｈｓ′）。

（２１）
同理，可以得到Ｆ６２的估计。

Ｆ６２≤ －
１
４
ｄ
ｄｔ∫
１＋槡ε

（１）＋εεＲ
槡εｎα

｜αｘεＲ｜
２－

１
４
ｄ
ｄｔ∫槡εｎα｜

α
ｘεＲ｜

２＋

ＣＣ１
１

槡ε
（Ｃ１＋ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖

２
Ｈｓ′）｛１＋

‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′｝。 （２２）

接下来对ｎεＲ进行估计。
引理２　设 ｓ′≥４是一个整数，并且（ｎεＲ，ｕεＲ，

εＲ）是方程组（１１）的解，那么

１
２
ｄ
ｄｔ∫
Ｔα
ｎ２α
｜αｘｎεＲ｜

２ｄｘ≤Ｃ（槡ε＋ε‖（ｕεＲ，

ｎεＲ）‖Ｈｓ′）｛１＋‖（ｎεＲ，ｕεＲ）‖
２
Ｈｓ′｝＋Ｉ３１， （２３）

其中，Ｉ３１＝－Ｔα〈（·
α
ｘｕεＲ），

１

槡εｎα
αｘｎεＲ〉。

证明　对方程组（１１）的第一个方程取αｘ，再

与
Ｔα（２＋ｎα）
２ｎ２α

αｘｎεＲ做内积，并对ｔ积分得到

１
２
ｄ
ｄｔ∫

Ｔα
槡εｎ

２
α

｜αｘｎεＲ｜
２ｄｘ＝１２∫ｔ

Ｔα
槡εｎ

２( )
α

｜αｘｎεＲ｜
２ｄｘ＋

〈αｘ
ｅ１－ｕ
ε
·ｎε( )Ｒ ，Ｔαｎ２α

α
ｘｎεＲ〉－〈αｘ

ｎα
ε
·ｕε( )Ｒ ，

Ｔα
ｎ２α
αｘｎεＲ〉－〈αｘ

１

槡ε
ｎεＲ·珘( )ｕ，Ｔαｎ２ααｘｎεＲ〉－

〈αｘ（
１

槡ε
ｕεＲ·珘ｎα），

Ｔα
ｎ２α
αｘｎεＲ〉－

〈αｘ（槡εＲｎ），
Ｔα
ｎ２α
αｘｎεＲ〉＝Ｉ１＋… ＋Ｉ６。 （２４）

对Ｉ１～Ｉ６分别做估计，

　｜Ｉ１｜≤Ｃ（槡ε＋槡ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ）‖Ｈ３）‖ｎεＲ‖
２
Ｈｋ。

（２５）
利用分部积分将 Ｉ２、Ｉ３展开并利用算子估计

可以得到

｜Ｉ２｜≤Ｃ（１＋槡ε（‖ｕεＲ‖Ｈｓ′＋‖ｎεＲ‖Ｈｓ′））‖ｎεＲ‖
２
Ｈｓ′，

｜Ｉ３２｜≤Ｃ（１＋ε‖ｎεＲ‖Ｈｓ′）（‖ｕεＲ‖Ｈｓ′＋‖ｎεＲ‖Ｈｓ′），

这里Ｉ４～Ｉ６的估计是简单的。
接下来证明命题１。
证明　结合方程式（１５）及式（２３）可以得到

１
２
ｄ
ｄｔ‖

α
ｘｕεＲ‖

２
Ｌ２＋

１
４
ｄ
ｄｔ∫
１＋槡ε

（１）＋εεＲ
ｎα

｜αｘεＲ｜
２＋

１
４
ｄ
ｄｔ∫εｎα｜αｘεＲ｜２＋

１
４
ｄ
ｄｔ∫
Ｔα
ｎ２α
｜αｘｎεＲ｜

２≤

ＣＣ１（Ｃ１＋ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′）｛１＋

‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′｝＋Ｆ５１＋Ｉ３１。 （２６）

利用分部积分并估计，

Ｆ５１＋Ｉ３１≤Ｃ（１＋ε‖ｎεＲ‖Ｈ３）｛‖ｎεＲ‖Ｈｋ＋‖ｕεＲ‖Ｈｋ｝，

（２７）
将式（２７）代入式（２６），证毕。

最后证明定理１。
证明　将式（１４）在［０，ｔ］上进行积分，并对

｜α｜＝ｋ和０≤ｋ≤ｓ′进行求和，可以得到

‖ｕεＲ‖
２
Ｈｓ′＋‖εＲ‖

２
Ｈｓ′＋ε‖

－
εＲ‖

２
Ｈｓ′＋

Ｔα‖ｎ
ε
Ｒ‖

２
Ｈｓ′≤ＣＣε（０）＋

ＣＣ１∫
ｔ

０
（Ｃ１＋ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖

２
Ｈｓ′）｛１＋

‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′｝ｄｒ，

这里

Ｃε（０）＝‖（ｕ
ε
Ｒ，εＲ）（０）‖

２
Ｈｓ′＋

ε‖
－
εＲ（０）‖

２
Ｈｓ′＋Ｔα‖ｎ

ε
Ｒ（０）‖

２
Ｈｓ′。

５５
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从式（１２）可知，存在一些常数 ０＜ε０＜ε１使得

ε‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖
２
Ｈｓ′≤１，对于任意的 ０＜ε＜ε０。

由 Ｃ１＝Ｃ１（槡ε‖ｎεＲ‖Ｈｓ′）可知，当 ０＜ε＜ε０时，
有 Ｃ１≤Ｃ１（１）。而当Ｔα＞０时，可以找到Ｃ３＞１，
使得

‖ｕεＲ‖
２
Ｈｓ′＋‖εＲ‖

２
Ｈｓ′＋‖ｎεＲ‖

２
Ｈｓ′≤

　Ｃ３Ｃε（０）＋Ｃ３∫
ｔ

０
｛１＋‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖

２
Ｈｓ′｝ｄｒ，

对于任意给定的０＜
" ０＜" ，令 Ｃ′０＝ｓｕｐ０＜ε＜１

Ｃε（０）

以及式（１２）中的 珘Ｃ满足 珘Ｃ≥２（１＋ＣＣ′０）ｅ
Ｃ３"０，利

用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式推出
ｓｕｐ
０≤ｔ≤"０

‖ｕεＲ‖
２
Ｈｓ′＋‖εＲ‖

２
Ｈｓ′＋‖ｎεＲ‖

２
Ｈｓ′≤

　（１＋ＣＣ３）ｅ
Ｃ３"０≤珘Ｃ。

根据连续性估计方法可以得到‖（ｕεＲ，ｎεＲ，εＲ）‖Ｈｓ′

与ε无关的一致估计，证毕。
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