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ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＧｉｌｂｅｒｔ方程强解的爆破准则
陈金妹，邓　 ，王光武

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章研究了ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＧｉｌｂｅｒｔ（ＬＬＧ）方程强解的爆破准则，特别强调了这些解何时不存在。同
时，构建了一个全面的模型，并得出多个爆破准则，包括二维和三维空间中的 Ｓｅｒｒｉｎ型、Ｂｅｓｏｖ型、ＢＭＯ型和
ＢｅａｌｅＫａｔｏＭａｊｄａ（ＢＫＭ）型的爆破准则。
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１　背景介绍

著名的 ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ（ＬＬ）方程是由 Ｌａｎｄａｕ
等［１］首次推导出来的，它作为铁磁自旋链的基本

演化方程，是基于现象学基础来探索铁磁材料中磁

化弥散理论的。Ｇｉｌｂｅｒｔ［２］随后推导出了所谓的Ｌａｎ
ｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＧｉｌｂｅｒｔ（ＬＬＧ）方程，其中包含一个耗散
项，其数学表达式如下：

ｔｕ＋αｕ×Δｕ＋βｕ×ｕ×Δｕ＝０， （１）
方程的初始条件如下：

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），｜ｕ０｜＝１。 （２）
令Ω!

ｎ，其中，ｎ＝２，３。方程（１）～方程（２）的
主要变量为磁化场 ｕ：Ω×（０，Ｔ）→!

２。该系统的

关键参数包括正的粘度常数 α＞０和吉尔伯特阻
尼常系数β＞０。这些参数受如下标准约束：｜ｕ｜＝１
ａ．ｅ．ｉｎΩ×（０，Ｔ），该约束反映了饱和磁化的存

在。这里，边界条件
ｕ
ν
＝０中的 ν表示 Ω边界的

外法向量。

ＬＬ方程已经被研究了很多年，该方程对微磁
性磁场的铁磁性磁场性质，从基本发现到当代进

展领域都具有显著贡献，研究该方程及其应用有

着重要的意义。Ｖｉｓｉｎｔｉｎ［３］是这一领域的先驱，他
证明了具有磁致伸缩效应的ＬＬ方程存在弱解，为
该领域奠定了基础。在这一开创性工作的基础

上，Ｓｕｌｅｍ等［４］通过验证Ｒｎ上无耗散ＬＬ方程的全
局弱解和局部光滑解的存在性，在该领域取得了
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重大进展。Ｄｉｎｇ等［５－６］以及其他研究者 ［７－８］对这

些基本发现作出创新和改进；Ｗａｎｇ［９］实质性地证
明了 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ流的弱解全局存在性；Ａｌｏｕｇｅｓ
等［１０］说明了具有 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的 ＬＬＧ方程
弱解的非唯一性；Ｇｕｏ等［１１］通过建立二维ＬＬ方程
与调和映射之间的联系，证明了部分正则弱解的

整体存在唯一性；Ｂｅｊｅｎａｒｕ等［１２］研究了临界 Ｂｅｓｏｖ
空间中小数据的全局适定性；ＤｉＦｒａｔｔａ等［１３］证明

了具有 ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ（ＤＭ）相互作用的
ＬＬＧ流的弱解与唯一强解之间的等价性。

本文为了方便起见，在分析中考虑 α＝β＝１，
这些参数不影响最终的结果。

Ｆａｎ等［１４－１６］提出了三维 ＬＬＧ方程的爆破条
件。此外，Ｗａｎｇ等［１７］提出另外的爆破条件：

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ∫

Ｔ

０
‖ｕ‖

ｐ（６－ｎ）
ｐ－ｎ
Ｌｐ（Ω）ｄｔ＝∞

（２≤ｎ≤３，ｎ＜ｐ＜４），

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ∫

Ｔ

０
‖ｕ‖

４（２ｎ＋４ｐ－ｐｎ－４）
（ｐ－２）（４－ｎ）
Ｌｐ（Ω） ｄｔ＝∞

（２≤ｎ≤３，４≤ｐ＜∞，ｏｒｎ≥４，ｎ＜ｐ＜∞）。
本文给出了 ＬＬＧ方程（１）～方程（２）强解的

爆破条件。接下来将介绍本文的主要结果。

首先，对多重指标微分算子和ＬＬＧ方程（１）～
方程（２）的强解定义作出介绍。

定义１　带α多重指标的微分算子定义如下：

Ｄα ＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｘαｉｉ，｜α｜＝∑

ｎ

ｉ＝１
αｉ，

其中，每个αｉ为非负整数。为了简单起见，用 Ｄ
ｋ

表示在｜α｜＝ｋ情形下的 Ｄα。当 ｋ＝１时，符号可
记为Ｄ。

定义２　令 Ｔ＞０，称函数 ｕ为简化的 ＬＬＧ方
程（１）～方程（２）定义在

!

ｎ×（０，Ｔ）的局部强解，
如果它满足正则性条件：

ｕ∈Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈ２（!ｎ））∩Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ３（!ｎ）），
以及ｕ在

!

ｎ×（０，Ｔ）中几乎处处满足方程（１）～
方程（２）。

方程（１）～方程（２）的４种不同的爆破条件
如下。

定理１　Ω＝!

ｎ，其中，ｎ＝２，３。设ｕ０∈
Ｈｓ（Ω），｜ｕ０｜＝１。假设 ｕ是 ＬＬＧ方程（１）～方程

（２）的局部强解，如果 Ｔ ＜∞是局部强解存在的
最大时间，则成立如下的爆破条件：

（ｉ）若ｋ，ｌ满足２ｋ＋
ｎ
ｌ≤１和ｎ＜ｌ≤∞，则有

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖ｕ‖Ｌｋ（［０，Ｔ］；Ｌｌ（Ω））＝∞； （３）

（ｉｉ）若ｋ，ｌ满足１ｋ＋
ｌ
２≤１和０≤ｌ＜２，则有

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖２ｕ‖Ｌｋ（［０，Ｔ］；Ｂ· －ｌ∞，∞（Ω））

＝∞。 （４）

由定义１可得如下推论。
推论１　假设 Ω＝!ｎ，其中，ｎ＝２，３。假设

ｕ０∈Ｈ
ｓ（Ω），｜ｕ０｜＝１。若 ｕ是 ＬＬＧ方程（１）～

方程（２）的一个局部强解，如果 Ｔ ＜∞是这些局
部强解存在的最大时间，则有以下爆破条件成立：

（ｉ）当ｓ≥ｎ时，

∫
Ｔ

０
‖ｕ（ｔ）‖２

Ｌ∞（Ω）ｄｔ＝∞； （５）

（ｉｉ）对于ｋ≥ｎ－１时，
ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖ｕ‖Ｌｋ（［０，Ｔ］；ＢＭＯ（Ω））＝∞。 （６）

备注１　当 ｎ＝３时，式（３）中的结果与文献
［１８］中讨论的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＧｉｌｂｅｒｔ
（ＮＳＬＬ）系统的爆破准则一致。具体来说，对于 ｎ
＝３和４≤ｐ＜６，该条件与文献［１６］中详细描述的
ＬＬＧ方程的爆破条件一致。另外，通过令ｋ＝２和ｌ
＝∞，可以直接从式（３）中推导出爆破准则（５）。因
为不等式‖２ｕ‖Ｂ· －ｌ∞，∞≤Ｃ‖ｕ‖Ｂ·１－ｌ∞，∞

，可以从式

（４）中推导出额外的爆破准则，特别是当１ｋ＋
ｌ
２≤

１和０≤ｌ＜２时有
ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖ｕ‖Ｌｋ（［０，Ｔ］；Ｂ

·１－ｌ∞，∞（Ω））
＝∞。 （７）

此外，令 ｌ＝１，可以从式（７）中推导出爆破准则

（６），这是因为ＢＭＯ（
!

ｎ）Ｂ
·０
∞，∞（!

ｎ）。

本文安排如下：第２节展示一些后续分析中
所需的引理，第３节建立在

!

２和
!

３中的基本能量

估计，第４节给出二维情况下爆破准则的证明，
第５节证明三维情况下的爆破准则。此外，简化
了爆破准则的详细推导，因为当较低阶的先验估

计建立后，高阶的估计会自动成立。

２　预备知识

本小节介绍几个基本引理和不等式，它们将

为后续的分析奠定基础。

引理 １　［Ｇｒｏｎｗａｌｌ′ｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｆｏｒｍ）］设η（ｔ）是［０，Ｔ］上的非负绝对连续函数，

８５
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对于几乎所有的ｔ都满足微分不等式：
ｄ
ｄｔη（ｔ）≤（ｔ）η（ｔ）＋ψ（ｔ），

其中，（ｔ）和ψ（ｔ）是［０，Ｔ］上的非负可求和函数。
那么，函数η（ｔ）满足：

η（ｔ）≤ｅ∫
ｔ

０
（ｓ）ｄｓ［η（０）＋∫

ｔ

０
ψ（ｓ）ｄｓ］

对所有的０≤ｔ≤Ｔ都成立。

特别地，如果在［０，Ｔ］中有ｄηｄｔ≤ψ并且η（０）＝

０，则在［０，Ｔ］中η≡０。
引理２　［Ｇｒｏｎｗａｌｌ′ｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（ｉｎｔｅｇｒａｌｆｏｒｍ）］

设ξ（ｔ）是［０，Ｔ］上的非负绝对连续函数，对于几
乎所有的ｔ都满足积分不等式：

ξ（ｔ）≤Ｃ１∫
ｔ

０
ξ（ｓ）ｄｓ＋Ｃ２。

对于某些常数 Ｃ１，Ｃ２≥０成立上式。那么，函
数ξ（ｔ）满足：

ξ（ｔ）≤Ｃ２（１＋Ｃ１ｔｅ
Ｃ１ｔ），

对几乎所有的ｔ∈［０，Ｔ］成立上式，则在［０，Ｔ］上
几乎处处都有ξ（ｔ）＝０。

引理３　［ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ］设 Ω
是

!

ｎ或者
!

ｎ中带上边界Ω的有界 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ区域，
对于任意函数ｕ∈Ｗｍ，ｒ（Ω）∩Ｗｋ，ｑ（Ω），其中，１≤ｒ，
ｑ≤∞，任意整数ｊ满足０≤ｋ＜ｊ＜ｍ且任意α满足
０＜α≤１，下面结论成立：
‖ｊｕ‖Ｌｐ（Ω）≤ＣＧ‖ｕ‖

α
Ｗｍ，ｒ（Ω）‖ｕ‖

１－α
Ｗｋ，ｑ（Ω），

其中，
１
ｐ－

ｊ
ｎ＝α

１
ｒ－
ｍ( )ｎ ＋（１－α） １ｑ－

ｋ( )ｎ 且
ＣＧ是一个仅依赖于ｎ、ｍ、ｊ、ｑ、ｒ、ｋ和Ω的常数。

Ｂｅｓｏｖ空间中的重要插值不等式详见文献
［１９］。

引理 ４　［ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｉｎＢｅｓｏｖ
ｓｐａｃｅ］设 １≤ｑ＜ｐ＜∞且 α＞０。对于 β＝

α ｐｑ( )－１且θ＝ｑｐ，有下面不等式成立：

‖ｆ‖Ｌｐ≤Ｃ‖ｆ‖
１－θ
Ｂ
· －α∞，∞
‖ｆ‖θ

Ｂ
·βｑ，ｑ
，

其中，Ｃ是常数。值得注意的是，由于对于 ｎ≥１

而言，齐次 Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ
·β
２，２（!

ｎ）与齐次 Ｓｏｂｏｌｅｖ空

间（Ｈ
·β）（

!

ｎ）是等价的，因此，可以得出

‖ｆ‖Ｌｐ≤Ｃ‖ｆ‖
ｐ
２
Ｈ·!

‖ｆ‖１－ｐ２
Ｂ
· －α∞，∞
，

其中，
!

＝α ｐ２( )－１。

在证明定理１之前，先概述本文所采用的策

略。首先，假设其中一个定理不成立，然后，建立

低阶导数估计，从而得到高阶导数的相应估计。

这些估计表明，当局部强解接近最大时间 Ｔ时，
它仍然是有界的，这意味着它可以超出其最大时

间周期进行解的延拓，这与Ｔ的定义相矛盾。这
一矛盾证实了这些定理的有效性。

３　基本能量估计

在本节中推导方程（１）～方程（２）在
!

２和

!

３中解的基本能量估计，这些估计作为纵向调控

系统性能的基石，且在定义后续部分阐明的爆破

准则中起着至关重要的作用。

引理５　如果初始数据满足ｕ０∈Ｌ
２（Ω），那

么以下能量估计成立：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖ｕ×Δｕ‖２

Ｌ２（Ω）ｄｔ≤ 珘Ｋ，

其中，珘Ｋ＝‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ω）。

证明　首先，将方程（１）乘以 －Δｕ，并且在 Ω
上积分，得到

１
２
ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｌ２（Ω）＋‖ｕ×Δｕ‖

２
Ｌ２（Ω）＝０，

这里使用了

?ｔｕ，－Δｕ?＝－?ｔｕ，－ｕ?＝

　１２
ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｌ２（Ω），－?ｕ×Δｕ，－Δｕ?＝０，

－?ｕ×ｕ×Δｕ，－Δｕ?＝
　?ｕ×Δｕ，ｕ×（－Δｕ）?＝－‖ｕ×Δｕ‖２

Ｌ２（Ω）。

然后，继续计算得到

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖ｕ×Δｕ‖２

Ｌ２（Ω）ｄｔ≤ 珘Ｋ，

其中，珘Ｋ＝‖ｕ０‖
２
Ｌ２（Ω）。

为了方便，方程（１）可以写成
ｔｕ＋ｕ×Δｕ－Δｕ－｜ｕ｜

２ｕ＝０， （８）
其中，使用以下事实：

｜ｕ｜＝１，Δ｜ｕ｜２＝２（ｕ·Δｕ）＋２｜ｕ｜２，
ｕ×ｕ×Δｕ＝（（ｕ·Δｕ）ｕ－（ｕ·ｕ）Δｕ）＝

（
１
２Δ｜ｕ｜

２－｜ｕ｜２）ｕ－Δｕ＝

－｜ｕ｜２ｕ－Δｕ。

４　当ｎ＝２时的爆破准则

在本节中推导二维 ＬＬＧ方程（１）～方程（２）

９５
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的两个爆破准则，这些准则将提供系统解可能在

有限时间内不再存在的条件。

４．１　Ｓｅｒｒｉｎ型爆破准则的证明
基于文献［１８］中的工作，采用从 ＮＳＬＬ系统

推导出的Ｓｅｒｒｉｎ型爆破准则，来分析二维框架下的
ＬＬＧ方程。通过结合两个基本引理和基础能量估
计，构建证明过程，以建立低阶导数的估计，进而

推导出高阶估计。

假设以下条件：

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖ｕ‖Ｌｋ（０，Ｔ；Ｌｌ（Ω））＜∞。 （９）

引理６　设 Ω为!

２。在假设（９）下，以下估
计成立：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖Ｄ２ｕ‖２

Ｌ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖Ｄ３ｕ‖２

Ｌ２（Ω）ｄｔ≤Ｃ，

其中，常数Ｃ仅取决于 珘Ｋ和ＣＧ。
证明　为了证明引理 ６的有效性，将利用

ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式：

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ６（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄ
３ｕ‖

２
３
Ｌ２（

!

２）‖Ｄ
２ｕ‖

１
３
Ｌ２（

!

２）。

首先，对方程（１）关于 Ｄ２求导，乘以 Ｄ２ｕ，并在 Ω
上对ｘ进行积分，得到
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＝

－?Ｄ２（ｕ×Δｕ），Ｄ２ｕ?＋?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ２ｕ?。
然后，对这些项进行估计，得到

?Ｄ２ｔｕ，Ｄ
２ｕ?＝１２

ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２，

?Ｄ２Δｕ，Ｄ２ｕ?＝－?Ｄ２ｕ，Ｄ２ｕ?＝
－‖Ｄ３ｕ‖２

Ｌ２。

由于
２
ｋ＋
２
ｌ≤１和２＜ｌ≤∞，且满足

２ｌ
ｌ－２≤ｋ，得到

以下估计：

－?Ｄ２（ｕ×Δｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 ?Ｄ２（ｕ×ｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 ?Ｄ２ｕ×ｕ＋２Ｄｕ×Ｄｕ＋ｕ×Ｄ２ｕ，Ｄ２ｕ? ＝
　 ?Ｄ２ｕ×ｕ＋２Ｄｕ×Ｄｕ，Ｄ２ｕ?≤
　３‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２‖Ｄｕ‖Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ
２ｌ
ｌ－２≤

　ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋Ｃ（
ε１
３）‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ
２ｌ
ｌ－２≤

　ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１
３）Ｃ

６
ｌ
Ｇ‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２－４ｌ
Ｌ２ ‖Ｄ

３ｕ‖
４
ｌ
Ｌ２≤

　２ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１

Ｃ（
ε２
３）Ｃ

６
ｌ
Ｇ

）（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２

和

?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 －?Ｄ（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 －?Ｄ｜ｕ｜２ｕ＋｜ｕ｜２Ｄｕ，Ｄ３ｕ? ＝
　 －?２ｕ·Ｄｕ·ｕ＋｜ｕ｜２Ｄｕ，Ｄ３ｕ?≤
　２‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２‖Ｄｕ‖Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ
２ｌ
ｌ－２＋

　‖Ｄｕ‖３
Ｌ６‖Ｄ

３ｕ‖Ｌ２≤２ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１
２）‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ
２ｌ
ｌ－２＋

　Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
６
Ｌ６≤２ε１‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１
２）Ｃ

６
ｌ
Ｇ‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２－４ｌ
Ｌ２ ‖Ｄ

３ｕ‖
４
ｌ
Ｌ２＋

　Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
６
Ｌ６≤４ε１‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋

　（Ｃ（
ε１

Ｃ（
ε１
２）Ｃ

６
ｌ
Ｇ

）＋Ｃ（
ε２

Ｃ（ε１）Ｃ
６
ｌ
Ｇ

））

　（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２。

其中，最后一个等式利用了｜ｕ｜＝１和｜ｕ｜２＝
－Δｕ·ｕ≤｜Δｕ｜≤｜Ｄ２ｕ｜。

Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
６
Ｌ６≤Ｃ（ε１）∫Ω｜Ｄｕ｜２｜Ｄ２ｕ｜２ｄｘ≤

　Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ
２ｌ
ｌ－２≤

　Ｃ（ε１）Ｃ
６
ｌ
Ｇ‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２－４ｌ
Ｌ２ ‖Ｄ

３ｕ‖
４
ｌ
Ｌ２≤

　ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋Ｃ（
ε１

Ｃ（ε１）Ｃ
６
ｌ
Ｇ

）

　（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２。

最后，将上述估计结合起来，并选择足够小的 ε１，
可以得到

ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２≤

　珘Ｃ（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２。

　　因此，应用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式以及假设（９）和引
理５，完成了引理６的证明。

引理７　设Ω为!

２。在给出的假设（９）下成
立下面估计：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖Ｄｕ‖２

Ｈ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖Ｄｕ‖２

Ｈ３（Ω）ｄｔ≤Ｃ，

其中，常数Ｃ依赖 珘Ｋ和ＣＧ。
证明　首先，对方程（１）关于 Ｄ３求导，乘以

Ｄ３ｕ，并在 Ω上对 ｘ进行积分，可以得到关于 Ｄ３

求导，乘以Ｄ３ｕ，并在Ω上对ｘ进行积分，可以得到
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

４ｕ‖２
Ｌ２＝

　－?Ｄ３（ｕ×Δｕ），Ｄ３ｕ?＋?Ｄ３（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ?。

０６
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应用以下ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式：

‖Ｄｕ‖Ｌ８（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
４
Ｈ３（

!

２）‖Ｄｕ‖
３
４
Ｌ２（

!

２），

‖Ｄｕ‖Ｌ４（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
６
Ｈ３（

!

２）‖Ｄｕ‖
５
６
Ｌ２（

!

２），

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ４（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
４
Ｈ３（

!

２）‖Ｄｕ‖
３
４
Ｈ１（

!

２），

‖Ｄ３ｕ‖Ｌ４（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
３
４
Ｈ３（

!

２）‖Ｄｕ‖
１
４
Ｈ１（

!

２），

‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
２
３
Ｈ３（

!

２）‖Ｄｕ‖
１
３
Ｌ２（

!

２），

有估计如下：

－?Ｄ３（ｕ×Δｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 ?Ｄ３（ｕ×ｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 ?Ｄ３ｕ×ｕ＋３Ｄ２ｕ×Ｄｕ＋３Ｄｕ×
　Ｄ２ｕ＋ｕ×Ｄ３ｕ，Ｄ３ｕ? ＝
　 ?Ｄ３ｕ×ｕ＋３Ｄ２ｕ×Ｄｕ＋３Ｄｕ×
　Ｄ２ｕ，Ｄ３ｕ? ≤
　４‖Ｄ３ｕ‖Ｌ４‖Ｄｕ‖Ｌ４‖Ｄ

４ｕ‖Ｌ２＋
　３‖Ｄ２ｕ‖Ｌ４‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ４‖Ｄ
４ｕ‖Ｌ２≤

　４Ｃ２Ｇ‖Ｄｕ‖
２３
１２
Ｈ３‖Ｄｕ‖

１３
１２
Ｈ１＋

　４Ｃ２Ｇ‖Ｄｕ‖
３
２
Ｈ３‖Ｄｕ‖

３
２
Ｈ１≤

　２ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋Ｃ（

ε１
４Ｃ２Ｇ
）‖Ｄｕ‖２６

Ｈ１＋

　Ｃ（
ε１
４Ｃ２Ｇ
）‖Ｄｕ‖６

Ｈ１≤２ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋２珘Ｃ（

ε１
４Ｃ２Ｇ
）

和

?Ｄ３（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 －?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ４ｕ? ＝
　 －?Ｄ２｜ｕ｜２ｕ＋２Ｄ｜ｕ｜２Ｄｕ＋
　｜ｕ｜２Ｄ２ｕ，Ｄ４ｕ? ＝
　 －?２Ｄｕ·Ｄｕ·ｕ＋２ｕ·Ｄ２ｕ·ｕ＋
　４ｕ·Ｄｕ·Ｄｕ＋｜ｕ｜２Ｄ２ｕ，Ｄ４ｕ? ≤
　２‖Ｄ２ｕ‖Ｌ４‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ４‖Ｄ
４ｕ‖Ｌ２＋

　２‖Ｄｕ‖Ｌ∞‖Ｄ
３ｕ‖Ｌ２‖Ｄ

４ｕ‖Ｌ２＋
　５‖Ｄｕ‖Ｌ８‖Ｄｕ‖Ｌ８‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ４‖Ｄ
４ｕ‖Ｌ２≤

　２Ｃ２Ｇ‖Ｄｕ‖
３
２
Ｈ３‖Ｄｕ‖

３
２
Ｈ１＋

　２Ｃ２Ｇ‖Ｄｕ‖
５
３
Ｈ３‖Ｄｕ‖

４
３
Ｈ１＋

　５Ｃ３Ｇ‖Ｄｕ‖
７
４
Ｈ３‖Ｄｕ‖

９
４
Ｈ１≤

　３ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋Ｃ（

ε１
２Ｃ２Ｇ
）‖Ｄｕ‖６

Ｈ１＋

　Ｃ（
ε１
２Ｃ２Ｇ
）‖Ｄｕ‖８

Ｈ１＋Ｃ（
ε１
５Ｃ３Ｇ
）‖Ｄｕ‖１８

Ｈ１≤

　３ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋２珘Ｃ（

ε１
２Ｃ２Ｇ
）＋珘Ｃ（

ε１
５Ｃ３Ｇ
）。

将结果代入原等式，得到

１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

４ｕ‖２
Ｌ２≤ε‖Ｄｕ‖

２
Ｈ３＋珘Ｃ，

然后，将‖Ｄｕ‖２
Ｈ２加到不等式的两边以吸收

‖Ｄｕ‖２
Ｈ３，并选择足够小的ε，得到

１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄｕ‖

２
Ｈ３≤‖Ｄｕ‖

２
Ｈ２＋珘Ｃ。

最后，将上述不等式在［０，Ｔ］上进行积分，两边同
时加上‖Ｄｕ‖２

Ｈ１，并利用引理５和引理６，可以得
出如下结论：

‖Ｄｕ‖２
Ｈ２＋∫

Ｔ

０
‖Ｄｕ‖２

Ｈ３ｄｔ≤

　∫
Ｔ

０
‖Ｄｕ‖２

Ｈ２ｄｔ＋ｕ（Ｔ＋１），

其中，ｕ是一个非负常数。
因此，通过应用积分形式的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式

以及引理６，完成了引理７的证明。
４．２　Ｂｅｓｏｖ空间中Ｓｅｒｒｉｎ型爆破准则的证明

基于引理６和引理７的证明，注意到引理７的
有效性依赖于引理６。因此，定理１中公式（４）的
真实性由引理８的真实性来保证。

首先，假设

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖２ｕ‖Ｌｋ（０，Ｔ；Ｂ

· －ｌ∞，∞（Ω））
＜∞。 （１０）

引理８　设 Ω为!

２。在假设（１０）下，以下估
计成立：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖Ｄ２ｕ‖２

Ｌ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖Ｄ３ｕ‖２

Ｌ２（Ω）ｄｔ≤Ｃ，

其中，常数Ｃ仅取决于 珘Ｋ和ＣＧ。
证明　首先，将方程（１）乘以 Ｄ２ｕ，并分别在

Ω上对ｘ进行积分，得到
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＝

　－?Ｄ２（ｕ×Δｕ），Ｄ２ｕ?＋?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ２ｕ?。
然后，利用以下 ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式和
Ｂｅｓｏｖ空间中的插值定理，得到

‖Ｄｕ‖Ｌ６（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖

１
２
Ｌ３（

!

２）‖ｕ‖
１
２
Ｌ∞（

!

２）
，

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ３（
!

２）≤Ｃ‖Ｄ
２ｕ‖

２
３
Ｈ
· ｌ
２（

!

２）‖Ｄ
２ｕ‖

１
３
Ｂ
· －ｌ∞，∞（!

２）
，

‖Ｄ２ｕ‖Ｈ
· ｌ
２（

!

２）≤ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖１－ｌ２

Ｌ２（
!

２）‖Ｄ
３ｕ‖

ｌ
２
Ｌ２（

!

２）
，

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ４（
!

２）≤ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖

１
２
Ｌ２（

!

２）‖Ｄ
３ｕ‖

１
２
Ｌ２（

!

２）
。

现在可以估计非线性项：

－?Ｄ２（ｕ×Δｕ），Ｄ２ｕ?＋?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 ?Ｄ２（ｕ×ｕ），Ｄ２ｕ?－?Ｄ（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ?＝
　｜?Ｄ２ｕ×ｕ＋２Ｄｕ×Ｄｕ，Ｄ２ｕ?－
　?２ｕ·Ｄｕ·ｕ＋｜ｕ｜２Ｄｕ，Ｄ３ｕ?｜≤

１６



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２４卷　

　４‖Ｄ２ｕ‖Ｌ３‖Ｄｕ‖Ｌ６‖Ｄ
３ｕ‖Ｌ２＋

　‖Ｄｕ‖３
Ｌ６‖Ｄ

３ｕ‖Ｌ２≤

　４ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖

３
２
Ｌ３‖ｕ‖

１
２
Ｌ∞‖Ｄ

３ｕ‖Ｌ２＋

　Ｃ３Ｇ‖Ｄ
２ｕ‖

３
２
Ｌ３‖ｕ‖

３
２
Ｌ∞‖Ｄ

３ｕ‖Ｌ２≤

　２ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋Ｃ（
ε１
４ＣＧ
）‖Ｄ２ｕ‖３

Ｌ３＋

　Ｃ（
ε１
Ｃ３Ｇ
）‖Ｄ２ｕ‖３

Ｌ３≤２ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋

　Ｃ３Ｃ２Ｇ（Ｃ（
ε１
４ＣＧ
）＋Ｃ（

ε１
Ｃ３Ｇ
））

　‖Ｄ２ｕ‖２－ｌＬ２‖Ｄ
３ｕ‖ｌＬ２‖Ｄ

２ｕ‖Ｂ·－ｌ∞，∞≤３ε１‖Ｄ
３ｕ‖２Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１

Ｃ３Ｃ２Ｇ（Ｃ（
ε１
４ＣＧ
）＋Ｃ（

ε１
Ｃ３Ｇ
））

）‖Ｄ２ｕ‖２
Ｌ２

　（‖Ｄ２ｕ‖ｋ
Ｂ· －ｌ∞，∞

＋１）。

现在可以估计非线性项｜ｕ｜＝１和１ｋ＋
ｌ
２≤１。

最后，选择足够小的ε１，得到
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２≤

　珘Ｃ（‖Ｄ２ｕ‖ｋ
Ｂ· －ｌ∞，∞

＋１）‖Ｄ２ｕ‖２
Ｌ２。

因此，通过应用微分形式的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式、
引理５以及假设（１０），证明了引理８，从而完成了
在具有负指标的Ｂｅｓｏｖ空间中爆破准则的证明。

５　ｎ＝３时的爆破准则

本节中将对ＬＬＧ方程（１）～方程（２）（在三维
空间中的情况）的两个爆破准则进行证明。

５．１　Ｓｅｒｒｉｎ型爆破准则的证明
该证明紧密遵循二维情况的过程，结合两个

引理来推导三维空间中的 Ｓｅｒｒｉｎ型爆破准则。在

进一步推导之前，作出以下假设。对于满足
２
ｋ＋

３
ｌ≤１和３＜ｌ≤∞条件的ｋ和ｌ，假设

ｌｉｍ
Ｔ→Ｔ
‖ｕ‖Ｌｋ（０，Ｔ；Ｌｌ（Ω））＜∞。 （１１）

引理９　设 Ω为!

３。在假设（１１）下，下面不
等式成立：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖Ｄ２ｕ‖２

Ｌ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖Ｄ３ｕ‖２

Ｌ２（Ω）ｄｔ≤Ｃ，

其中，常数Ｃ仅依赖于 珘Ｋ和ＣＧ。
证明　利用以下 ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式

来推进推导过程。

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ６（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄ
３ｕ‖Ｌ２（

!

３）。

　　对方程（１）关于Ｄ２求导，乘以 Ｄ２ｕ，并在Ω上
对ｘ进行积分，可以得到
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＝

　－?Ｄ２（ｕ×Δｕ），Ｄ２ｕ?＋?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ２ｕ?。

由于条件
２
ｋ＋

３
ｌ≤１和３＜ｌ≤∞满足

２ｌ
ｌ－３≤ｋ，故

可以得到下面的估计：

－?Ｄ２（ｕ×Δｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 ?Ｄ２（ｕ×ｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 ?Ｄ２ｕ×ｕ＋２Ｄｕ×Ｄｕ＋ｕ×Ｄ２ｕ，Ｄ２ｕ?＝
　 ?Ｄ２ｕ×ｕ＋２Ｄｕ×Ｄｕ，Ｄ２ｕ?≤
　３‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２‖Ｄｕ‖Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ
２ｌ
ｌ－２≤

　ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋Ｃ（
ε１
３）‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ
２ｌ
ｌ－２≤

　ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋Ｃ（
ε１
３）Ｃ

６
ｌ
Ｇ‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ

　‖Ｄ２ｕ‖２－６ｌ
Ｌ２ ‖Ｄ

３ｕ‖
６
ｌ
Ｌ２≤２ε１‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１

Ｃ（
ε１
３）Ｃ

６
ｌ
Ｇ

）（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２

和

?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ２ｕ? ＝
　 －?Ｄ（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 －?Ｄ｜ｕ｜２ｕ＋｜ｕ｜２Ｄｕ，Ｄ３ｕ? ＝
　 －?２ｕ·Ｄｕ·ｕ＋｜ｕ｜２Ｄｕ，Ｄ３ｕ?≤
　２‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２‖Ｄｕ‖Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ
２ｌ
ｌ－２＋

　‖Ｄｕ‖３
Ｌ６‖Ｄ

３ｕ‖Ｌ２≤２ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋Ｃ（
ε１
２）

　‖Ｄｕ‖２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ
２ｌ
ｌ－２＋Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖

６
Ｌ６≤

　２ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋

　Ｃ（
ε１
２）‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２－６ｌ
Ｌ２ ‖Ｄ

３ｕ‖
６
ｌ
Ｌ２＋

　Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
６
Ｌ６≤４ε１‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋

　（Ｃ（
ε１
ε１
２

）＋Ｃ（
ε１

Ｃ（ε１）Ｃ
６
ｌ
Ｇ

））

　（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２，

其中，最后一个等式利用了｜ｕ｜＝１和｜Δｕ｜２＝
－Δｕ·ｕ≤｜Δｕ｜≤｜Ｄ２ｕ｜。

Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
６
Ｌ６≤Ｃ（ε１）∫Ω｜Ｄｕ｜２｜Ｄ２ｕ｜２ｄｘ≤

２６
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Ｃ（ε１）‖Ｄｕ‖
２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ
２ｌ
ｌ－２≤

Ｃ（ε１）Ｃ
６
ｌ
Ｇ‖Ｄｕ‖

２
Ｌｌ‖Ｄ

２ｕ‖２－６ｌ
Ｌ２ ‖Ｄ

３ｕ‖
６
ｌ
Ｌ２≤

ε１‖Ｄ
３ｕ‖２

Ｌ２＋

Ｃ（
ε１

Ｃ（ε１）Ｃ
６
ｌ
Ｇ

）（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２。

基于之前的估计并选择足够小的ε１，可以得到
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２≤

　珘Ｃ（‖Ｄｕ‖ｋ
Ｌｌ＋１）‖Ｄ

２ｕ‖２
Ｌ２，

　　因此，由差分形式的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式和假设
（１１）共同完成引理９的证明。

引理１０　设Ω为!

３。由假设（１１），以下结论
成立：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖Ｄｕ‖２

Ｈ２（Ω）＋∫
Ｔ

０
‖Ｄｕ‖２

Ｈ３（Ω）ｄｔ≤Ｃ，

其中，常数Ｃ仅取决于 珘Ｋ和ＣＧ。
证明　首先，对方程（１）关于 Ｄ３求导，乘以

Ｄ３ｕ，并在Ω上对ｘ进行积分，得到
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

３ｕ‖２
Ｌ２＋‖Ｄ

４ｕ‖２
Ｌ２＝

　－?Ｄ３（ｕ×Δｕ），Ｄ３ｕ?＋?Ｄ３（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ?。
利用ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式：

‖Ｄｕ‖Ｌ∞（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
４
Ｈ３（

!

３）‖Ｄｕ‖
３
４
Ｌ２（

!

３），

‖Ｄｕ‖Ｌ３（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
４
Ｈ３（

!

３）‖Ｄｕ‖
３
４
Ｈ１（

!

３），

‖Ｄｕ‖Ｌ６（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
２
Ｈ３（

!

３）‖Ｄｕ‖
１
２
Ｈ１（

!

３），

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ３（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
４
Ｈ３（

!

３）‖Ｄｕ‖
３
４
Ｈ１（

!

３），

‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄｕ‖
１
２
Ｈ３（

!

３）‖Ｄｕ‖
１
２
Ｈ１（

!

３），

可以得到

－?Ｄ３（ｕ×Δｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 ?Ｄ３（ｕ×ｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 ?Ｄ３ｕ×ｕ＋３Ｄ２ｕ×Ｄｕ＋３Ｄｕ×
　Ｄ２ｕ＋ｕ×Ｄ３ｕ，Ｄ３ｕ? ＝
　 ?Ｄ３ｕ×ｕ＋３Ｄ２ｕ×Ｄｕ＋
　３Ｄｕ×Ｄ２ｕ，Ｄ３ｕ? ≤
　４‖Ｄ３ｕ‖Ｌ２‖Ｄｕ‖Ｌ∞‖Ｄ

４ｕ‖Ｌ２＋
　３‖Ｄ２ｕ‖Ｌ３‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ６‖Ｄ
４ｕ‖Ｌ２≤

　７Ｃ２Ｇ‖Ｄｕ‖
７
４
Ｈ３‖Ｄｕ‖

５
４
Ｈ１≤

　ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋Ｃ（

ε１
７Ｃ２Ｇ
）‖Ｄｕ‖１０

Ｈ１≤

　ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋珘Ｃ（

ε１
７Ｃ２Ｇ
）

和

?Ｄ３（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ３ｕ? ＝
　 －?Ｄ２（｜ｕ｜２ｕ），Ｄ４ｕ? ＝
　 －?Ｄ２｜ｕ｜２ｕ＋２Ｄ｜ｕ｜２Ｄｕ＋
　｜ｕ｜２Ｄ２ｕ，Ｄ４ｕ? ＝
　 －?２Ｄｕ·Ｄｕ·ｕ＋２ｕ·Ｄ２ｕ·ｕ＋
　４ｕ·Ｄｕ·Ｄｕ＋｜ｕ｜２Ｄ２ｕ，Ｄ４ｕ? ≤
　２‖Ｄ２ｕ‖Ｌ３‖Ｄ

２ｕ‖Ｌ６‖Ｄ
４ｕ‖Ｌ２＋

　２‖Ｄｕ‖Ｌ∞‖Ｄ
３ｕ‖Ｌ２‖Ｄ

４ｕ‖Ｌ２＋
　５‖Ｄｕ‖２

Ｌ∞‖Ｄ
２ｕ‖Ｌ２‖Ｄ

４ｕ‖Ｌ２≤

　４Ｃ２Ｇ‖Ｄｕ‖
７
４
Ｈ３‖Ｄｕ‖

５
４
Ｈ１＋５Ｃ

３
Ｇ‖Ｄｕ‖

３
２
Ｈ３‖Ｄｕ‖

５
２
Ｈ１≤

　２ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋Ｃ（

ε１
４Ｃ２Ｇ
）‖Ｄｕ‖１０

Ｈ１＋

　Ｃ（
ε１
５Ｃ３Ｇ
）‖Ｄｕ‖１０

Ｈ１≤２ε１‖Ｄｕ‖
２
Ｈ３＋

　珘Ｃ（
ε１
４Ｃ２Ｇ
）＋珘Ｃ（

ε１
５Ｃ３Ｇ
）。

最后，像引理７那样重复上述步骤，选择足够小的
ε１，并对两边关于 ｔ进行积分，完成引理 １０的证
明。因此，在ｎ＝３的情况下建立了式（３）。
５．２　Ｂｅｓｏｖ空间中Ｓｅｒｒｉｎ型爆破准则的证明

注意到ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式和Ｂｅｓｏｖ空
间中的插值不等式：

‖Ｄｕ‖Ｌ６（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖

１
２
Ｌ３（

!

３）‖ｕ‖
１
２
Ｌ∞（

!

３）
，

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ３（
!

３）≤Ｃ‖Ｄ
２ｕ‖

２
３
Ｈ
· ｌ
２（

!

３）‖Ｄ
２ｕ‖

１
３
Ｂ·－ｌ∞，∞（!３）

，

‖Ｄ２ｕ‖Ｈ
· ｌ
２（

!

３）≤ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖１－

ｌ
２

Ｌ２（
!

３）‖Ｄ
３ｕ‖

ｌ
２
Ｌ２（

!

３）
，

‖Ｄ２ｕ‖Ｌ４（
!

３）≤ＣＧ‖Ｄ
２ｕ‖

１
２
Ｌ２（

!

３）‖Ｄ
３ｕ‖

１
２
Ｌ２（

!

３）
，

这些用于证明当 ｎ＝３时，式（４）情况的不等式与
引理８中使用的不等式是相同的。因此，当 ｎ＝３
时，式（４）可以直接得出。
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