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二面体群 Ｄ４的复表示环的自同构群
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摘　要：文章研究八阶二面体群Ｄ４复表示环ｒ（Ｄ４）的自同构群，计算ｒ（Ｄ４）的所有自同构，并证明ｒ（Ｄ４）的自

同构群同构于三次对称群与二阶循环群的直积。
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　　有限群的表示环是代数表示理论中的研究热

点之一。表示环的概念最早由 Ｇｒｅｅｎ［１］提出，因

此，表示环也称 Ｇｒｅｅｎ环或分裂 Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环。
作为一个张量范畴不变量，有限群 Ｇ的表示环描
述了其有限维表示张量积分解为不可分解子表示

直和的情况。在有限维常表示的情形下，由于表

示的完全可约性，有限群 Ｇ的表示环等同于其表

示范畴的 Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环。例如朱婷婷［２］给出广

义二面体群上的常表示及其张量积分解，并谈及

二面体群表示环也叫 Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环。而后，唐

帅［３］更是直接刻画了 ２ｎ阶二面体群 Ｄｎ 的
Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环的生成元与生成关系。此外，曹刘

峰等［４］利用重数定理刻画了二面体群 Ｄ５的表示

环。近期，戴莉兰等［５］也刻画了对称群 Ｓ５的表
示环，给出极小生成元关系式表达，并计算其行

列式以及 Ｃａｓｉｍｉｒ数等环结构不变量。
近年来，研究有限群乃至半单 Ｈｏｐｆ代数表示

环的自同构问题日益增多。如 Ｓｕ等［６］研究了一

类８维非交换非余交换的半单Ｈｏｐｆ代数表示环的
自同构群。也有相当多的工作是对于有限维非半

单Ｈｏｐｆ代数Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环的自同构问题进行研
究。Ｊｉａ等［７］证明了 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ４维 Ｈｏｐｆ代数表示

环的自同构群与 Ｋｌｅｉｎ四元群同构；Ｚｈａｏ等［８］研

究了９维 ＴａｆｔＨｏｐｆ代数表示环的自同构；孙华
等［９］得到了８维 ＲａｄｆｏｒｄＨｏｐｆ代数表示环的自同
构群同构于三次对称群与一个群的半直积；胡承
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超等［１０］给出Ｓｗｅｅｄｌｅｒ４维Ｈｏｐｆ代数Ｄｒｉｎｆｅｌｄ偶的
Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环的所有环自同构表达式，并证明了
该环的自同构群同构于 Ｋｌｅｉｎ群；潘梦雅［１１］刻画

了４维和９维Ｔａｆｔ代数Ｄｒｉｎｆｅｌｄ偶的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ
环的自同构群。对于其他不源于有限群与有限维

Ｈｏｐｆ代数表示的 ｆｕｓｉｏｎ环，其自同构的刻画也有
不少工作［１２－１３］。以上的研究结果表明，对于表示

环的自同构，没有直接的构建方法。但借助表示

环的生成元与生成关系，可将表示环与多项式商

环一一对应起来，从而刻画出表示环的自同构群。

本文研究了整数环上二面体群 Ｄ４复表示环的自
同构群，期望对探讨一般二面体群 Ｄｎ上表示环的
自同构群结构有所帮助。

文章主要分为两部分：第一部分介绍了本文

所需的一些基本概念和结论；第二部分研究了整

数环上８阶二面体群Ｄ４的表示环ｒ（Ｄ４）的自同构
群。首先构造ｒ（Ｄ４）的１１个加法群自同态，并证
明它们都是ｒ（Ｄ４）的环自同构，结合ｒ（Ｄ４）的恒等
变换，构成了ｒ（Ｄ４）的环自同构群的一个１２元子
群Ｓ；然后证明若ｆ是ｒ（Ｄ４）的环自同构，则ｆ是恒
等变换，或是前面构造的１１个自同构之一，从而
证明了 ｒ（Ｄ４）的环自同构群与 Ｓ相等。又 Ｓ与
Ｓ３×!２同构，因此，证得ｒ（Ｄ４）的自同构群同构于
三次对称群与二阶循环群的直积。

１　预备知识

本文中
!

、
"

分别表示整数环和复数域，文中出

现的表示环均为复表示环。

定义１［１４］　群Ｇ的复表示环ｒ（Ｇ）是具有
!

－
基｛［Ｖｉ］｝ｉ∈Ｉ，加法和乘法由下式所确定的环，对于
Ｇ的任意两个复表示Ｍ、Ｎ，
［Ｍ］＋［Ｎ］＝［Ｍ

!

Ｎ］，［Ｍ］［Ｎ］＝［ＭＮ］。
这里｛［Ｖｉ］｝ｉ∈Ｉ是 Ｇ互不等价的不可约复表示，
［Ｍ］表示 Ｇ的任意有限维复表示 Ｍ对应的同构
类。

引理１［１４］　设｛（ρｉ，Ｖｉ）｜ｉ＝１，…，ｓ｝为有限群
Ｇ的一个互不等价的不可约复表示完备集，且 Ｖｉ

Ｖｊ!

ｓ

ｋ＝１
ｎｋｉｊＶｋ，１≤ｉ，ｊ≤ｓ，是 Ｇ的不可约复表示的

张量积直和分解，则

ｎｋｉｊ＝
１
｜Ｇ｜∑

ｓ

ｔ＝１
｜Ｃｔ｜ｉｔｊｔｋｔ，１≤ｉ，ｊ，ｋ≤ｓ，

其中，Ｃｔ（１≤ｔ≤ｓ）表示群 Ｇ的所有共轭类，而

ｉｊ是Ｇ的复特征标表在位置（ｉ，ｊ）的值，这里ｋｔ是
ｋｔ∈"

的复共轭。

８阶二面体群 Ｄ４是由生成元 ｒ与 ｓ生成，并
满足如下的生成关系：

ｒ４＝ｓ２＝（ｒｓ）２＝１，
其互不等价不可约复表示包括：４个１维表示，即
（ρ１，Ｖ１）、（ρ２，Ｖ２）、（ρ３，Ｖ３）和（ρ４，Ｖ４），其中，（ρ１，
Ｖ１）为单位表示，以及一个２维表示（ρ５，Ｖ５）。从
而二面体群 Ｄ４的表示环 ｒ（Ｄ４）有基元［Ｖｉ］，１≤
ｉ≤５。相应地，Ｄ４的复特征标表如表１所示。

表１　Ｄ４的复特征标表

Ｔａｂｌｅ１　ＣｈａｒａｃｔｅｒｔａｂｌｅｏｆＤ４

Ｉｒｒ
"

Ｄ４
!

｛１｝ ｛ｒ，ｒ３｝ ｛ｒ２｝ ｛ｓ，ｒ２ｓ｝ ｛ｒｓ，ｒ３ｓ｝
１ １ １ １ １ １
２ １ １ １ －１ －１
３ １ －１ １ １ －１
４ １ －１ １ －１ １
５ ２ ０ －２ ０ ０

　　引理２　设
!

［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］是变量 ｘ１、ｘ２、ｘ３、
ｘ４的多项式环，二面体群Ｄ４的表示环

ｒ（Ｄ４）!

［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］／Ｉ０，

其中，Ｉ０是由!

［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］中元素 ｘ
２
１－１，ｘ１ｘ２－

ｘ３，ｘ１ｘ３－ｘ２，ｘ１ｘ４－ｘ４，ｘ
２
２－１，ｘ２ｘ３－ｘ１，ｘ２ｘ４－ｘ４，ｘ

２
３

－１，ｘ３ｘ４－ｘ４，ｘ
２
４－ｘ１－ｘ２－ｘ３－１生成的理想。

证明　由Ｄ４的特征标表（表１）及引理１可得
不可约表示张量积 ＶｉＶｊ，ｉ，ｊ＝１，２，３，４，５的直
和分解如下：

Ｖ１ＶｉＶｉＶ１Ｖｉ，ｉ＝１，２，３，４，５；

Ｖ２Ｖ２Ｖ３Ｖ３Ｖ４Ｖ４Ｖ１，

Ｖ２Ｖ３Ｖ３Ｖ２Ｖ４，

Ｖ２Ｖ４Ｖ４Ｖ２Ｖ３，

Ｖ２Ｖ５Ｖ５Ｖ２Ｖ３Ｖ５Ｖ５Ｖ３

　Ｖ４Ｖ５Ｖ５Ｖ４Ｖ５，

Ｖ３Ｖ４Ｖ４Ｖ３Ｖ２

















。

设Ｖ５Ｖ５ｎ
１
５５Ｖ１!

ｎ２５５Ｖ２!

ｎ３５５Ｖ３!

ｎ４５５Ｖ４!

７６
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ｎ５５５Ｖ５，可得

ｎ１５５＝
１
８（１×１×４＋２×１×０＋１×１×４＋

２×１×０＋２×１×０）＝１，

ｎ２５５＝
１
８（１×１×４＋２×１×０＋１×１×４＋

２×（－１）×０＋２×（－１）×０）＝１，

ｎ３５５＝
１
８（１×１×４＋２×（－１）×０＋

１×１×４＋２×１×０＋２×（－１）×０）＝１，

ｎ４５５＝
１
８（１×１×４＋２×（－１）×０＋１×１×

４＋２×（－１）×０＋２×１×０）＝１，

ｎ５５５＝
１
８（１×２×４＋２×０×０＋１×（－２）×

４＋２×０×０＋２×０×０）＝０



























。

即有

Ｖ５Ｖ５Ｖ１!Ｖ２!Ｖ３!Ｖ４。
综上，将多项式生成元 ｘｉ－１对应到基元［Ｖｉ］，

ｉ＝１，２，３，４，５，其中，ｘ０＝１，可得上述引理。
定理１　二面体群Ｄ４的表示环

ｒ（Ｄ４）!

［ｘ，ｙ，ｚ］／Ｉ，
其中，ｘ、ｙ、ｚ分别为 Ｖ２、Ｖ３、Ｖ５在!

［ｘ，ｙ，ｚ］中的同
态像，Ｉ为多项式环中的如下元素生成的理想：
ｘ２－１、ｙ２－１、ｘｚ－ｚ、ｙｚ－ｚ、ｚ２－ｘｙ－ｘ－ｙ－１。

证明　由引理２中
!

［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］所模去的
关系ｘ１ｘ２－ｘ３＝０可知，ｘ３可由 ｘ１、ｘ２表示，记 ｘ＝
ｘ１，ｙ＝ｘ２，ｚ＝ｘ４，故可将 ｒ（Ｄ４）由 ｘ１、ｘ２、ｘ３、ｘ４这４
个生成元所生成的环化简为由 ｘ、ｙ、ｚ这３个生成
元生成的环，即构造环同态

：Ｒ１→Ｒ２，
ｘ１!ｘ，
ｘ２!ｙ，
ｘ３!ｘｙ，
ｘ４!ｚ，

其中，Ｒ１＝!［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］／Ｉ０，Ｒ２＝!［ｘ，ｙ，ｚ］／Ｉ。
作为自由

!

－模Ｒ１与Ｒ２之间的同态，将基元集
一一对应到基元集，可知：Ｒ１→Ｒ２是环同构。因
此，二面体群Ｄ４的表示环：

ｒ（Ｄ４）!

［ｘ，ｙ，ｚ］／（ｘ２－１，ｙ２－１，ｘｚ－ｚ，
ｙｚ－ｚ，ｚ２－ｘｙ－ｘ－ｙ－１）。

定理得证。

注　事实上，对二面体群 Ｄ４表示环的刻画不
仅可从特征标表理论研究得到，还可利用 Ｄｉｃｋｓｏｎ

第一类型多项式给出二面体群表示环结构的详细

描述［３，１５］。

２　二面体群Ｄ４的表示环的自同构群

在定理 １中 ｒ（Ｄ４）的表达形式!

［ｘ，ｙ，ｚ］／
（ｘ２－１，ｙ２－１，ｘｚ－ｚ，ｙｚ－ｚ，ｚ２－ｘｙ－ｘ－ｙ－１）具有
!

－基｛１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ｝。用 Ａｕｔ（ｒ（Ｄ４））记 ｒ（Ｄ４）的
自同构群，设ｉｄ是ｒ（Ｄ４）的恒等变换，σｉ是ｒ（Ｄ４）
如下定义的

!

－线性自同态，其中，ｉ＝１，２，…，１１。
σ１：１!１，ｘ!ｘ，ｙ!ｙ，ｚ!－ｚ，ｘｙ!ｘｙ；
σ２：１!１，ｘ!ｘ，ｙ!ｘｙ，ｚ!ｚ，ｘｙ!ｙ；
σ３：１!１，ｘ!ｘ，ｙ!ｘｙ，ｚ!－ｚ，ｘｙ!ｙ；
σ４：１!１，ｘ!ｙ，ｙ!ｘ，ｚ!ｚ，ｘｙ!ｘｙ；
σ５：１!１，ｘ!ｙ，ｙ!ｘ，ｚ!－ｚ，ｘｙ!ｘｙ；
σ６：１!１，ｘ!ｙ，ｙ!ｘｙ，ｚ!ｚ，ｘｙ!ｘ；
σ７：１!１，ｘ!ｙ，ｙ!ｘｙ，ｚ!－ｚ，ｘｙ!ｘ；
σ８：１!１，ｘ!ｘｙ，ｙ!ｘ，ｚ!ｚ，ｘｙ!ｙ；
σ９：１!１，ｘ!ｘｙ，ｙ!ｘ，ｚ!－ｚ，ｘｙ!ｙ；
σ１０：１!１，ｘ!ｘｙ，ｙ!ｙ，ｚ!ｚ，ｘｙ!ｘ；
σ１１：１!１，ｘ!ｘｙ，ｙ!ｙ，ｚ!－ｚ，ｘｙ!ｘ。
命题１　令Ｓ＝｛ｉｄ，σ１，σ２，σ３，σ４，σ５，σ６，σ７，

σ８，σ９，σ１０，σ１１｝，则Ｓ是１２阶群。
证明　不妨令σ０＝ｉｄ。
（１）σ０是单位元；
（２）σ２１＝σ

２
２＝σ

２
３＝σ

２
４＝σ

２
５＝σ

３
６＝σ

６
７＝σ

３
８＝

σ６９＝σ
２
１０＝σ

２
１１＝ｉｄ＝σ０；

（３）可验证任给σｉ、σｊ，０≤ｉ，ｊ≤１１，σｉσｊ，σｊσｉ∈
Ｓ；

（４）任给σｉ、σｊ、σｋ，０≤ｉ，ｊ，ｋ≤１１，有（σｉσｊ）σｋ＝
σｉ（σｊσｋ）。

引理３　ｉｄ、σ１、σ２、σ３、σ４、σ５、σ６、σ７、σ８、σ９、
σ１０、σ１１都是ｒ（Ｄ４）的自同构。

推论１　Ｓ是Ａｕｔ（ｒ（Ｄ４））的子群。
引理４　设 ｆ是 ｒ（Ｄ４）的自同构，则 ｆ（ｘ）＝

±ｘ，ｆ（ｘ）＝±ｙ或ｆ（ｘ）＝±ｘｙ。
证明　设ｆ是ｒ（Ｄ４）的自同构，由于ｘ

２＝１，故
由环同态的定义可得（ｆ（ｘ））２＝ｆ（ｘ２）＝１。

设ｆ（ｘ）＝ａ１＋ａ２ｘ＋ａ３ｙ＋ａ４ｚ＋ａ５ｘｙ，ａｉ∈!

，

１≤ｉ≤５，则有（ａ１＋ａ２ｘ＋ａ３ｙ＋ａ４ｚ＋ａ５ｘｙ）
２＝１，展

开得到

（ａ２１＋ａ
２
２＋ａ

２
３＋ａ

２
４＋ａ

２
５）＋（ａ

２
４＋２ａ１ａ２＋２ａ３ａ５）ｘ＋

　（ａ２４＋２ａ１ａ３＋２ａ２ａ５）ｙ＋２ａ４（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ５）ｚ＋

８６
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　（ａ２４＋２ａ２ａ３＋２ａ４ａ５）ｘｙ＝１
比较等式两边，可得方程组：

ａ２１＋ａ
２
２＋ａ

２
３＋ａ

２
４＋ａ

２
５＝１，

ａ２４＋２ａ１ａ２＋２ａ３ａ５＝０，

ａ２４＋２ａ１ａ３＋２ａ２ａ５＝０，
２ａ４（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ５）＝０，

ａ２４＋２ａ２ａ３＋２ａ１ａ５＝０













。

计算得到以下８组解：
ａ１＝１，
ａ２＝ａ３＝ａ４＝ａ５＝０{ ；

　
ａ１＝－１，
ａ２＝ａ３＝ａ４＝ａ５＝０{ ；

ａ２＝１，
ａ１＝ａ３＝ａ４＝ａ５＝０{ ；

　
ａ２＝－１，
ａ１＝ａ３＝ａ４＝ａ５＝０{ ；

ａ３＝１，
ａ１＝ａ２＝ａ４＝ａ５＝０{ ；

　
ａ３＝－１，
ａ１＝ａ２＝ａ４＝ａ５＝０{ ；

ａ１＝ａ２＝ａ３＝ａ４＝０，
ａ５＝１{ ；

　
ａ１＝ａ２＝ａ３＝ａ４＝０，
ａ５＝－１{ 。

由于ｘ的像不可能是１或 －１，第一行的两组
解不存在，余下６组解皆符合条件，即 ｆ（ｘ）＝±ｘ，
ｆ（ｘ）＝±ｙ或ｆ（ｘ）＝±ｘｙ。

命题２　设 ｆ是 ｒ（Ｄ４）的自同构，则 ｆ（ｘ）和
ｆ（ｙ）的值有如下２４种可能情形：

（１）ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｙ；
（２）ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝－ｙ；
（３）ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ；
（４）ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝－ｘｙ；
（５）ｆ（ｘ）＝－ｘ，ｆ（ｙ）＝ｙ；
（６）ｆ（ｘ）＝－ｘ，ｆ（ｙ）＝－ｙ；
（７）ｆ（ｘ）＝－ｘ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ；
（８）ｆ（ｘ）＝－ｘ，ｆ（ｙ）＝－ｘｙ；
（９）ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ；
（１０）ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝－ｘ；
（１１）ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ；
（１２）ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝－ｘｙ；
（１３）ｆ（ｘ）＝－ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ；
（１４）ｆ（ｘ）＝－ｙ，ｆ（ｙ）＝－ｘ；
（１５）ｆ（ｘ）＝－ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ；
（１６）ｆ（ｘ）＝－ｙ，ｆ（ｙ）＝－ｘｙ；
（１７）ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ；
（１８）ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝－ｘ；
（１９）ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｙ；
（２０）ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝－ｙ；
（２１）ｆ（ｘ）＝－ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ；

（２２）ｆ（ｘ）＝－ｘｙ，ｆ（ｙ）＝－ｘ；
（２３）ｆ（ｘ）＝－ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｙ；
（２４）ｆ（ｘ）＝－ｘｙ，ｆ（ｙ）＝－ｙ。
证明　设ｆ是ｒ（Ｄ４）的自同构，注意到基元 ｙ

与ｘ在环中的地位完全对称。参照引理 ４的证
明，可知ｆ（ｙ）＝±ｘ，ｆ（ｙ）＝±ｙ或 ｆ（ｙ）＝±ｘｙ。
由于ｆ是双射，故有上述的２４种情形。

定理２　设ｆ是ｒ（Ｄ４）的自同构，则ｆ∈Ｓ。
证明　设ｆ是ｒ（Ｄ４）的自同构，由命题２，逐一

验证这２４种可能情形：
注意到ｘｚ＝ｚ，ｙｚ＝ｚ，由环同态定义知
ｆ（ｘ）ｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ），ｆ（ｙ）ｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ）。 （１）

设

ｆ（ｚ）＝ｃ１＋ｃ２ｘ＋ｃ３ｙ＋ｃ４ｚ＋ｃ５ｘｙ，ｃｉ∈!

，１≤ｉ≤５。
（２）

情形１：ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｙ，则 ｆ（ｘｙ）＝ｘｙ。展
开并比较等式两边可得

ｘ（ｃ１＋ｃ２ｘ＋ｃ３ｙ＋ｃ４ｚ＋ｃ５ｘｙ）＝ｃ１＋ｃ２ｘ＋ｃ３ｙ＋
　　ｃ４ｚ＋ｃ５ｘｙｃ２＝ｃ１，ｃ５＝ｃ３； （３）
ｙ（ｃ１＋ｃ２ｘ＋ｃ３ｙ＋ｃ４ｚ＋ｃ５ｘｙ）＝ｃ１＋ｃ２ｘ＋ｃ３ｙ＋
　　ｃ４ｚ＋ｃ５ｘｙｃ３＝ｃ１，ｃ５＝ｃ２。 （４）

结合公式（３）和公式（４）可知，ｃ５＝ｃ３＝ｃ２＝ｃ１。不
妨令ａ＝ｃ５＝ｃ３＝ｃ２＝ｃ１，ｂ＝ｃ４，则 ｆ（ｚ）＝ａ＋ａｘ＋
ａｙ＋ｂｚ＋ａｘｙ，其中，ａ，ｂ∈!

。此时ｆ在
!

－基｛１，ｘ，
ｙ，ｚ，ｘｙ｝下的矩阵为

１ ０ ０ ａ ０
０ １ ０ ａ ０
０ ０ １ ａ ０
０ ０ ０ ｂ ０
０ ０ ０ ａ















１

，

易求得该矩阵的行列式恒为 ｂ。由 ｆ是双射，可知
ｂ＝±１。

又因为 ｚ２＝ｘｙ＋ｘ＋ｙ＋１，故有（ｆ（ｚ））２＝
ｆ（ｚ２）＝ｆ（ｘｙ）＋ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）＋１。即

（ａ＋ａｘ＋ａｙ＋ｂｚ＋ａｘｙ）２＝ｘｙ＋ｘ＋ｙ＋１，
展开得

４ａ２＋ｂ２＋（４ａ２＋ｂ２）ｘ＋（４ａ２＋ｂ２）ｙ＋８ａｂｚ＋
　（４ａ２＋ｂ２）ｘｙ＝ｘｙ＋ｘ＋ｙ＋１。

比较等式两边得以下方程组

４ａ２＋ｂ２＝１，
８ａｂ＝０{ 。

（５）

解方程组得

９６
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ａ＝０，
ｂ＝±１{ 。

（６）

符合条件，即若 ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｙ，则 ｆ（ｚ）＝±ｚ。
当ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｙ，ｆ（ｚ）＝ｚ时，ｆ＝ｉｄ；当ｆ（ｘ）＝
ｘ，ｆ（ｙ）＝ｙ，ｆ（ｚ）＝－ｚ时，ｆ＝σ１。

对于剩下的２３种情形，都将采用以上方法
进行验证。为叙述方便，先将 ±ｘｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ），
±ｙｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ），±ｘｙｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ）这６个等式得到的
系数ｃｉ∈!

，１≤ｉ≤５之间的关系算出，如表２所示。

表２　ｃｉ的关联性
Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｃｉ

ｘｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ） ｃ２＝ｃ１，ｃ５＝ｃ３，ｃ４＝ｃ４
－ｘｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ） ｃ２＝－ｃ１，ｃ５＝－ｃ３，ｃ４＝－ｃ４
ｙｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ） ｃ３＝ｃ１，ｃ５＝ｃ２，ｃ４＝ｃ４
－ｙｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ） ｃ３＝－ｃ１，ｃ５＝－ｃ２，ｃ４＝－ｃ４
ｘｙｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ） ｃ５＝ｃ１，ｃ３＝ｃ２，ｃ４＝ｃ４
－ｘｙｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ） ｃ５＝－ｃ１，ｃ３＝－ｃ２，ｃ４＝－ｃ４

　　计算并整理知情形２、４、１３、１６、２１及２４不存
在。由式（１）和式（２）结合表２可知，ｃ５＝ｃ３＝－ｃ２＝
－ｃ１，ｃ４＝０。不妨令 ａ＝－ｃ５＝－ｃ３＝ｃ２＝ｃ１，此
时，这６种情形中 ｚ的像皆可设为 ｆ（ｚ）＝ａ＋ａｘ－
ａｙ－ａｘｙ，ａ∈!

。一一验证ｆ在
!

－基｛１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ｝
下矩阵的行列式均恒为０，这与 ｆ是双射矛盾，故
这６种情形不出现。接着讨论情形３。

情形３：ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，则ｆ（ｘｙ）＝ｙ。
由式（１）和表２可得，ｃ５＝ｃ１＝ｃ２＝ｃ３，ｃ４＝ｃ４。

不妨令ａ＝ｃ１＝ｃ２＝ｃ３＝ｃ５，ｂ＝ｃ４，此时，式（２）为
ｆ（ｚ）＝ａ＋ａｘ＋ａｙ＋ｂｚ＋ａｘｙ，ａ，ｂ∈!

。易知 ｆ在
!

－基｛１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ｝下矩阵的行列式为－ｂ，由ｆ是
双射可知ｂ＝±１。注意到ｚ２＝ｘｙ＋ｘ＋ｙ＋１，故有
（ｆ（ｚ））２＝ｆ（ｚ２）＝ｆ（ｘｙ）＋ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）＋１，即

（ａ＋ａｘ＋ａｙ＋ｂｚ＋ａｘｙ）２＝ｙ＋ｘ＋ｘｙ＋１。
展开得

４ａ２＋ｂ２＋（４ａ２＋ｂ２）ｘ＋（４ａ２＋ｂ２）ｙ＋８ａｂｚ＋
　　（４ａ２＋ｂ２）ｘｙ＝ｙ＋ｘ＋ｘｙ＋１。

比较等式两边易得方程组（５），进而得到方程组的
整数解（６），即ｆ（ｚ）＝±ｚ。

当ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，ｆ（ｘｙ）＝ｙ，ｆ（ｚ）＝ｚ，此
时，ｆ＝σ２；

当ｆ（ｘ）＝ｘ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，ｆ（ｘｙ）＝ｙ，ｆ（ｚ）＝－ｚ，
此时，ｆ＝σ３。

同理证得情形９、１１、１７及１９如下：
情形９：ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ，则ｆ（ｘｙ）＝ｘｙ；

情形１１：ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，则ｆ（ｘｙ）＝ｘ；
情形１７：ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，则ｆ（ｘｙ）＝ｘ；
情形１９：ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，则ｆ（ｘｙ）＝ｘ。
利用式（１），查阅表 ２可得 ｃ１＝ｃ２＝ｃ３＝ｃ５，

ｃ４＝ｃ４。同样可令ａ＝ｃ１＝ｃ２＝ｃ３＝ｃ５，ｂ＝ｃ４此时，
式（２）则为ｆ（ｚ）＝ａ＋ａｘ＋ａｙ＋ｂｚ＋ａｘｙ，ａ，ｂ∈!

。

易知ｆ在
!

－基｛１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ｝下矩阵的行列式为 ｂ
或－ｂ，由ｆ是双射可知 ｂ＝±１。注意到 ｚ２＝ｘｙ＋
ｘ＋ｙ＋１，由环同态的定义有（ｆ（ｚ））２＝ｆ（ｚ２）＝
ｆ（ｘｙ）＋ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）＋１。类似情形３的证明可知，
只有方程组的解（６）符合条件，也就是

当ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ，ｆ（ｘｙ）＝ｘｙ，ｆ（ｚ）＝ｚ，此
时，ｆ＝σ４；

当ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ，ｆ（ｘｙ）＝ｘｙ，ｆ（ｚ）＝－ｚ，
此时，ｆ＝σ５；

当ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，ｆ（ｘｙ）＝ｘ，ｆ（ｚ）＝ｚ，此
时，ｆ＝σ６；

当ｆ（ｘ）＝ｙ，ｆ（ｙ）＝ｘｙ，ｆ（ｘｙ）＝ｘ，ｆ（ｚ）＝－ｚ，
此时，ｆ＝σ７；

当ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ，ｆ（ｘｙ）＝ｙ，ｆ（ｚ）＝ｚ，此
时，ｆ＝σ８；

当ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｘ，ｆ（ｘｙ）＝ｙ，ｆ（ｚ）＝－ｚ，
此时，ｆ＝σ９；

当ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｙ，ｆ（ｘｙ）＝ｘ，ｆ（ｚ）＝ｚ，此
时，ｆ＝σ１０；

当ｆ（ｘ）＝ｘｙ，ｆ（ｙ）＝ｙ，ｆ（ｘｙ）＝ｘ，ｆ（ｚ）＝－ｚ，
此时，ｆ＝σ１１。

对于情形５、８、１０、１２、２２及２３，由式（１）及表２
知，ｃ５＝ｃ２＝－ｃ１＝－ｃ３，ｃ４＝０。不妨令 ａ＝－ｃ５＝
ｃ３＝－ｃ２＝ｃ１，此时，这６种情形中ｚ的像皆可设为
ｆ（ｚ）＝ａ－ａｘ＋ａｙ－ａｘｙ，ａ∈!

。一一验证 ｆ在
!

－
基｛１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ｝下矩阵的行列式均恒为０，这与 ｆ
是双射矛盾，故这６种情形不出现。同理，对于情
形６、７、１４、１５、１８及２０，由式（１）结合表２可知，
ｃ５＝ｃ１＝－ｃ２＝－ｃ３，ｃ４＝０。不妨令 ａ＝ｃ１＝ｃ５＝
－ｃ２＝－ｃ３，此时，这６种情形中 ｚ的像皆可设为
ｆ（ｚ）＝ａ－ａｘ－ａｙ＋ａｘｙ，ａ∈!

。经验证这６种情形
也不出现。

综上，证得该引理。

定理３　ｒ（Ｄ４）的自同构群Ａｕｔ（ｒ（Ｄ４））＝Ｓ。
证明　由推论１与定理２立得。
定理４　Ａｕｔ（ｒ（Ｄ４））Ｓ３×!２，其中，Ｓ３是三

次对称群，
!２是二阶循环群。

０７
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证明　令 Ｍ＝｛ｉｄ，σ２，σ４，σ６，σ８，σ１０｝，Ｎ＝
｛ｉｄ，σ１｝。易知Ｎ是Ｓ的子群，且同构于二阶循环
群

!２。由于σ
２
２＝σ

２
４＝σ

２
１０＝σ

３
６＝σ

３
８＝ｉｄ，且 σ２σ４＝

σ１０σ２＝σ４σ１０＝σ８，σ４σ２＝σ２σ１０＝σ１０σ４＝σ６，可
知，Ｍ是 Ｓ的子群，且与三次对称群 Ｓ３同构。同
时，σ１σｉ＝σｉσ１＝σｉ＋１，ｉ＝２，４，６，８，１０，故存在内
直积Ｓ＝Ｍ×Ｎ。至此由定理３立得。

综上所述，一方面，不难看出，Ａｕｔ（ｒ（Ｄ４））中
的每一个同构皆为保持表示维数的映射。Ｓ３中的
每一个置换与ｒ（Ｄ４）的一维不可约表示相关，即保
持ｒ（Ｄ４）的单位表示和二维不可约表示不变，３个
非平凡一维不可约表示可以任意置换，于是得到

ｒ（Ｄ４）上与Ｓ３同构的自同构子群。另一方面，可
直接通过不可约表示的张量积分解式给出这些自

同构。文中为整洁和计算方便，依据ｒ（Ｄ４）不可约
表示的张量积分解式，将ｒ（Ｄ４）同构于多项式商环
来看。自同构需满足的理想关系式本质上就是不

可约张量积分解式，推论２和推论３显然成立。
推论２　Ａｕｔ（ｒ（Ｄ４））中由置换!

－基｛［Ｖｉ］｝
的自同构所组成子群同构于三次对称群Ｓ３。

推论 ３　若二面体群 Ｄｎ（ｎ≥４）表示环
ｒ（Ｄｎ）存 在 自 同 构 群 Ａｕｔ（ｒ（Ｄｎ）），且
Ａｕｔ（ｒ（Ｄｎ））≥４，则 Ａｕｔ（ｒ（Ｄｎ））必有一个同构
于二阶循环群的子群。特别地，当 ｎ≥４为偶数
时，Ａｕｔ（ｒ（Ｄｎ））必有一个同构于克莱因四元群的
子群。

证明　可参见文献［３］中命题３．２的证明。
目前，尚未总结出二面体群 Ｄｎ表示环 ｒ（Ｄｎ）

的自同构群结构的一般公式。但依据本文的思路

方法，可计算出 Ａｕｔ（ｒ（Ｄ５））!２，Ａｕｔ（ｒ（Ｄ６））
!２×!２，Ａｕｔ（ｒ（Ｄ８））!２×!２×!２。阶数越大的
二面体群计算量越大，故本文仅研究了阶数较小

的二面体群 Ｄ４的复表示环的自同构群。由此可
见，只要写出与二面体群表示环同构的相应多项

式商环（参见文献［３］的定理３３），便可根据该商
环中生成理想的关系式来求解对应的二面体群Ｄｎ
表示环的自同构。对于阶数大的二面体群，要求

其表示环的自同构群，在列出自同构需满足的条

件关系式后，不妨借助计算机进行计算，可极大程

度地省去冗长的求解过程。
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