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二面体群 Ｄｎ的表示环的泛阶化

巫文霞
（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章主要利用二面体群Ｄｎ所有不可约复表示的张量积分解公式的递推关系，得到了 Ｄｎ上的复表示

环ｒ（Ｄｎ）的伴随子环，通过研究伴随子环上不可分解的! ＋－子双模，刻画了 ｒ（Ｄｎ）作为 ｆｕｓｉｏｎ环的泛阶化

结构。
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　　Ｆｕｓｉｏｎ范畴与数学物理的众多分支密切相
关，例如共形场论、算子代数、量子群的表示理论

以及拓扑学等［１－４］。Ｅｔｉｎｇｏｆ等［５］对 ｆｕｓｉｏｎ范畴进
行了深入的研究，而关于其结构和分类的研究结

果可以参考文献［６－８］。在研究 ｆｕｓｉｏｎ范畴中，
如何构造和分类是一个有趣且困难的问题［５，９－１０］。

ｆｕｓｉｏｎ范畴的群阶化也称 ｆｕｓｉｏｎ范畴的群扩张，在
ｆｕｓｉｏｎ范畴的构造和分类工作中起着至关重要的
作用，同时也是 Ｅｔｉｎｇｏｆ等［１１］及 Ｇｅｌａｋｉ等［１２］提出

ｆｕｓｉｏｎ范畴的幂零性和可解性概念的基础，可见，
它在 ｆｕｓｉｏｎ范畴研究中有着举足轻重的地位。
Ｅｔｉｎｇｏｆ等有关阶化的 ｆｕｓｉｏｎ范畴理论，进一步推
动了阶化 ｂａｓｅｄ环理论的提出，继而引起广泛讨
论，并获得进一步发展［１２－１５］。虽然研究 ｆｕｓｉｏｎ范

畴的任意群阶化并不是一件易事，但研究ｆｕｓｉｏｎ范
畴在某一具体群下的阶化是可行的［１６－１７］。

掌握了群阶化在研究ｆｕｓｉｏｎ范畴中的作用后，
对各类ｆｕｓｉｏｎ范畴的相关群阶化有很多研究成果，
例如 Ｅｔｉｎｇｏｆ等［１３］对 ｆｕｓｉｏｎ范畴的群阶化进行了
分类，Ｎａｔａｌｅ［１８］建立了ｆｕｓｉｏｎ范畴中单对象的阶数
与其泛阶化群结构之间的关系，Ｄｏｎｇ等［１９］研究了

秩为４的非平凡阶化的自对偶 ｆｕｓｉｏｎ范畴，Ｍｅｉｒ
等［２０］对阶化 ｆｕｓｉｏｎ范畴上的模范畴进行研究，
Ｇｅｌａｋｉ等［２１］研究了某些群型范畴的泛阶化群等。

对于有限群Ｇ，其表示范畴ｒ（Ｇ）是群型的，但对于
一般半单 Ｈｏｐｆ代数的表示范畴，答案是否定
的［２２］。自然地，研究半单Ｈｏｐｆ代数表示范畴的泛
阶化是有趣的问题［２３］。
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在本研究中，将聚焦于对称群的一个子

群———二面体群。数学上，二面体群是正 ｎ边形
（ｎ＞１）的对称群，包括旋转和反射操作，记作 Ｄｎ。
作为有限群中最简单的例子之一，二面体群在群

论、几何学和化学中具有重要意义。研究二面体

群表示范畴的泛阶化可以为理解对称性，丰富代

数结构理论，揭示物理系统性质和促进跨学科研

究提供重要的理论基础和方法工具。有限群表示

环的泛阶化研究也有一些结果，比如Ｇｅｌａｋｉ等［１２］

指出模范畴Ｃ的泛阶化群 Ｕ（Ｃ）典范同构于 Ｃ中
可逆对象群的特征群。Ｅｔｉｎｇｏｆ等［２３］给出了有限

维表示范畴的伴随子范畴结构。本文将利用以

上定理对二面体群表示环泛阶化的具体结构展

开讨论。

１　预备知识

定义１［２３］　设 Ａ是一个环，并且是一个自由

!

－模。
（１）Ａ的

! ＋－基是指一组!

－基Ｂ＝｛ｂｉ｝ｉ∈Ｉ满

足ｂｉｂｊ＝∑ｋ∈Ｉ
ｃｋｉｊｂｋ，其中，ｃ

ｋ
ｉｊ∈! ＋。

（２）
! ＋－环是指一组固定的! ＋－基的环，并

且单位元１是这组基元的非负整数
!

的线性组合。

（３）
! ＋－环称为 ｕｎｉｔａｌ的! ＋－环，如果单位

元１是其中的一个基元。
设Ａ是一个

! ＋－环，Ｉ０Ｉ是出现在单位元１
分解中的基元 ｂｉ下标的集合。设 "

：Ａ→!

是一个

阿贝尔群同态定义如下：

"

（ｂｉ）＝
１，　ｉｆｉ∈Ｉ０，

０，　ｉｆｉＩ０{ 。

定义２［２３］　
! ＋－环（相应的基为｛ｂｉ｝ｉ∈Ｉ）称

为ｂａｓｅｄ环，如果存在一个 Ｉ上的对合 ｉ
!

ｉ使得
由之诱导的映射

ａ＝∑
ｉ∈Ｉ
ａｉｂｉ!ａ ＝∑

ｉ∈Ｉ
ａｉｂｉ，ａｉ∈ !

，

是一个Ａ上的反对合，并且满足：

"

（ｂｉｂｊ）＝
１，　ｉｆｉ＝ｊ，

０，　ｉｆｉ≠ｊ{ 。

定义３［２３］　有限秩的ｂａｓｅｄ环称为ｍｕｌｔｉｆｕｓｉｏｎ
环。有限秩的ｕｎｉｔａｌ的ｂａｓｅｄ环称为ｆｕｓｉｏｎ环。

定义４［２３］　设 Ａ是一个
! ＋－环（ｆｕｓｉｏｎ环）。

称Ａ′是Ａ的
! ＋－子环（ｆｕｓｉｏｎ子环），如果 Ａ′是由

Ａ的基的子集所
!

－张成的子环（在上述反对合
下不变）。

在这一背景下，引入
! ＋－环上! ＋－模的定

义：

定义５［２３］　设Ａ是一个
! ＋－环（相应的! ＋－

基为｛ｂｉ｝ｉ∈Ｉ）。Ａ上的一个! ＋－模是指一个 Ａ－
模Ｍ，Ｍ有一组固定的

!

－基｛ｍｌ｝ｌ∈Ｌ，并且所有的

结构常数（由等式 ｂｉｍｌ＝∑ｋ
ａｋｉｌｍｋ给出）都是非

负整数。

定义６［２３］　若
! ＋－模 Ｍ不同构于其非平凡

直和，则称Ｍ为不可分解模。
定义７［２３］　称Ｎ为Ｍ（相应的基为｛ｍｌ｝ｌ∈Ｌ）

的一个
! ＋－子模，如果Ｎ是由｛ｍｌ｝ｌ∈Ｌ′!－张成的

Ａ－子模，其中，Ｌ′是Ｌ的子集，这时Ｎ相应的基为
｛ｍｌ｝ｌ∈Ｌ′。

定义８［２３］　
! ＋－模 Ｍ是不可约的，如果 Ｍ

的
! ＋－子模只有０和它本身（换句话说，Ｍ的基

的任意真子集所
!

－张成的自由
!

－模不是 Ａ的
子模）。

在此基础上，进一步探讨 ｂａｓｅｄ环上
! ＋－模

的不可约性和不可分解之间的关系，有如下定理：

定理１［２３］　ｂａｓｅｄ环上的
! ＋－模Ｍ是不可约

的，当且仅当它是不可分解的。

设Ａ是一个 ｕｎｉｔａｌ的 ｂａｓｅｄ环（相应的
! ＋－

基为｛ｂｉ｝ｉ∈Ｉ）。下面介绍相关定义和定理：

　　定义９［２３］　设Ａ是一个群。Ａ被 Ｇ分阶是指
Ａ的基被划分为不相交的子集 Ｂ＝∪

ｇ∈Ｇ
Ｂｇ，使得对

ｇ，ｈ∈Ｇ和所有基元素 ｂｉ∈Ｂｇ，ｂｊ∈Ｂｈ，乘积 ｂｉｂｊ
是Ｂｇｈ元素的! ＋－线性组合。此时，称 Ａ是 Ｇ阶
化的，Ａ可分解为Ａ＝

!

ａ∈Ｇ
Ａａ，其中，Ａｇ是Ｂｇ（ｇ∈Ｇ）

!

－张成的空间。
定义 １０［２３］　伴随子环 ＡａｄＡ是包含 ｂｉｂｉ

（ｉ∈Ｉ）的 Ａ的最小 ｂａｓｅｄ子环，即 Ａａｄ是由所有出
现在 ｂｉｂｉ（ｉ∈Ｉ）中的基元所生成的 Ａ的 ｂａｓｅｄ
子环。

关于 ｂａｓｅｄ环 Ａ上任何单侧的 Ａａｄ－子模的
性质：

３７
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定理２［２３］　ｂａｓｅｄ环 Ａ的任何单侧（即左或

右）Ａａｄ－子模ＭＡ自然是一个Ａａｄ－子双模。
特别地，当 ｂａｓｅｄ环 Ａ作为伴随子环 Ａａｄ的

ｂａｓｅｄ双模，有
定理３［２３］　ｂａｓｅｄ环 Ａ作为伴随子环 ＡａｄＡ

的ｂａｓｅｄ双模，若其不可分解 ｂａｓｅｄ子双模的直和
分解记为 Ａ＝

!

ａ∈Ｇ
Ａａ，则指标集 Ｇ上存在一个典范

的群结构，其乘法由下列性质定义：

（１）ａｂ＝ｃ当且仅当 ｘａｘｂ∈Ａｃ，对于所有的
ｘａ∈Ａａ，Ｘｂ∈Ａｂ，ａ，ｂ，ｃ∈Ｇ。

（２）Ｇ的单位元１满足１∈Ｂ１（Ｂ１＝Ｂａｄ），而

ａ∈Ｇ的逆ａ－１满足 Ｂａ－１＝（Ｂａ），其中，（Ｂａ） ＝
Ｂａ ＝｛ｂｉ ｂｉ∈Ｂａ｝。

定理４［２３］　定理３构造的阶化Ａ＝
!

ａ∈Ｇ
Ａａ称为

Ａ的泛阶化。该群 Ｇ被称为 Ａ的泛阶化群，用
Ｕ（Ａ）表示。

下面通过一个具体的例子来加深对泛阶化概

念的认识。

例１　当Ｇ＝?ａ?＝｛ａｋ ｋ＝０，１，…，ｎ－１｝是
一个ｎ阶有限循环群时，ｒ（Ｇ）的不可约复表示定
义为ρｋ（ｇ）＝ｅ

（２ｋπｉ）／ｎ，其泛阶化为ｒ（Ｇ）＝ｒ（Ｇ）ａｄ!
Ａ２，其中，ｒ（Ｇ）ａｄ＝｛ρ０｝，Ａ２是由｛ρｌ"１≤ｌ≤ｎ－１｝

!

－张成的子空间。

２　二面体群Ｄｎ的表示

设正ｎ（ｎ＞２）边形的中心为 Ｏ，用 σ表示绕
中心Ｏ转角为２π／ｎ的旋转，用 "

表示关于某条对

称轴的反射，则正 ｎ边形对称（性）群称为二面体
群，记作Ｄｎ，它是２ｎ阶非交换群，具体定义为

Ｄｎ＝｛σ，""σ
ｎ＝

"

２＝１，
"σ" ＝σ－１｝。

当ｎ为奇数时，二面体群 Ｄｎ有两个一维不可
约表示，即Ｖψ１、Ｖψ２，有（ｎ－１）／２个二维不可约表

示，即Ｖρ１，Ｖρ２，…，Ｖρ（ｎ－１）／２；当 ｎ为偶数时，二面体

群Ｄｎ有 ４个一维不可约表示，分别为 Ｖψ１、Ｖψ２、

Ｖψ３、Ｖψ４，有（ｎ－２）／２个二维不可约表示，分别为

Ｖρ１，Ｖρ２，…，Ｖρ（ｎ－２）／２。这些二面体群Ｄｎ的不可约表

示的定义可见表１及表２。
（１）ｎ＝２ｖ＋１，ｖ≥１。

表１　Ｄ２ｖ＋１（ｖ≥１）特征标表

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｃｏｍｐｌｅｘｃｈａｒａｃｔｅｒｔａｂｌｅｏｆＤ２ｖ＋１（ｖ≥１）

１
" σｋ，１≤ｋ≤ｖ

ψ１ １ １ １
ψ２ １ －１ １

ρｉ，１≤ｉ≤ｖ ２ ０ ２ｃｏｓ（２ｋｉπ／ｎ）

　　（２）ｎ＝２ｖ，ｖ≥２。

表２　Ｄ２ｖ（ｖ≥２）特征标表

Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｃｏｍｐｌｅｘｃｈａｒａｃｔｅｒｔａｂｌｅｏｆＤ２ｖ（ｖ≥２）

１
" σ" σｋ，１≤ｋ≤ｖ

ψ１ １ １ １ １
ψ２ １ －１ －１ １
ψ３ １ １ －１ （－１）ｋ

ψ４ １ －１ １ （－１）ｋ

ρｉ，１≤ｉ≤ｖ－１ ２ ０ ０ ２ｃｏｓ（２ｋｉπ／ｎ）

　　二面体群Ｄｎ在复数域"

上不可约表示的张量

积分解公式的递推关系如下，具体证明见文献

［２４］的定理４．２。
命题１［２５］　当ｎ为奇数时，Ｄｎ的两个一维表

示Ｖψ１及Ｖψ２在张量积运算下构成二阶循环群!２，

其余不可约表示的张量积分解公式如下：

当ｎ＝３时，ＶρＶρＶψ１!Ｖψ２!Ｖρ，ＶρＶψｊ
Ｖρ，其中，ρ为唯一的二维不可约表示，ｊ＝１，２。

当ｎ＞３时，分为３种情形：
（１）ＶρｉＶψｊＶρｉ，其中，ｊ＝１，２；　１≤ｉ≤（ｎ－

１）／２。
（２）当１≤ｉ＜ｊ≤（ｎ－１）／２时，

ＶρｉＶρｊ
Ｖρｊ－ｉ!Ｖρｊ＋ｉ， ｉ＋ｊ＜（ｎ＋１）／２；

Ｖρｊ－ｉ!Ｖρｎ－（ｊ＋ｉ）， ｉ＋ｊ≥（ｎ＋１）／２{ 。

（３）
ＶρｉＶρｉ

　

Ｖψ１!Ｖψ２!Ｖρ２ｉ，　　 １≤ｉ＜（ｎ＋１）／４；

Ｖψ１!Ｖψ２!Ｖρ（ｎ－１）／２，　ｉ＝（ｎ＋１）／４

　且（ｎ＋１）／４为整数；
Ｖψ１!Ｖψ２!Ｖρｎ－２ｉ，　　（ｎ＋１）／４＜ｉ≤（ｎ－１）／２










。

命题２［２５］　当 ｎ为偶数时，Ｄｎ的４个一维表
示 Ｖψ１、Ｖψ２、Ｖψ３及 Ｖψ４在张量积运算下构成克莱因
四元群 Ｋ４，其余不可约表示的张量积分解公式如
下：
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当ｎ＝４时，ＶρＶρＶψ１!Ｖψ２!Ｖψ３!Ｖψ４，Ｖρ
ＶψｊＶρ，其中，ρ为唯一的二维不可约表示，ｊ＝１，
２，３，４。

当ｎ＞４时，分为３种情形：
（１）当１≤ｉ≤（ｎ－２）／２时，

ＶρｉＶψｊ
Ｖρｉ， ｊ＝１，２；

Ｖρ（ｎ－２ｉ）／２， ｊ＝３，４{ 。

（２）当１≤ｉ＜ｊ≤（ｎ－２）／２时，

ＶρｉＶρｊ

Ｖρｊ－ｉ!Ｖρｊ＋ｉ， ｉ＋ｊ＜ｎ／２；

Ｖψ３!Ｖψ４!Ｖρｊ－ｉ，ｉ＋ｊ＝ｎ／２；

Ｖρｊ－ｉ!Ｖρｎ－（ｊ＋ｉ）， ｉ＋ｊ＞ｎ／２{
。

（３）
ＶρｉＶρｉ

　　

Ｖψ１!Ｖψ２!Ｖρ２ｉ， １≤ｉ＜ｎ／４；

Ｖψ１!Ｖψ２!Ｖψ３!Ｖψ４，ｉ＝ｎ／４且ｎ／４为整数；

Ｖψ１!Ｖψ２!Ｖρｎ－２ｉ， ｎ／４＜ｉ≤（ｎ－２）／２{
。

３　Ｄｎ表示环的泛阶化

设Ａ是一个 ｂａｓｅｄ环，可视 Ａ为 Ａａｄ上的一个

! ＋－子双模。因此，可将 Ａ分解为不可分解的
Ａａｄ－子模的直和：Ａ＝!

ａ∈Ｇ
Ａａ，其中，Ｇ为指标集。

这种分解在Ｇ的置换之下是唯一的。
特别地，有限群 Ｇ的复表示环 ｒ（Ｇ）是一个

可交换的 ｆｕｓｉｏｎ环，相应的
! ＋－基为不可约复表

示同构类（对合是取对偶表示）。其泛阶化群

Ｕ（ｒ（Ｇ））Ｇ（ｒ（Ｇ））#

，参见文献［１２］的定理６．２。
除此之外，伴随子环 ｒ（Ｇ）ａｄ的具体结构也由 ｒ（Ｇ／
Ｚ（Ｇ））给出，见文献［２３］的例 ４．１４．６。因此，在
二面体群Ｄｎ的情况，当ｎ为奇数时，Ｕ（ｒ（Ｄｎ））
１，ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝ｒ（Ｄｎ）；当 ｎ为偶数时，Ｕ（ｒ（Ｄｎ））

!２，ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝ｒ（Ｄｎ／｛１，σ
ｎ／２｝）。基于此，下面探讨

Ｄｎ表示环的具体泛阶化结构。
当ｎ为奇数时，ｒ（Ｄｎ）的! ＋－基为 Ｖψ１，Ｖψ２，

Ｖρ１，…，Ｖρ（ｎ－１）／２，根据前面分析可得 ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝
ｒ（Ｄｎ）。因此，ｒ（Ｄｎ）的泛阶化是平凡的。

当ｎ为偶数时，根据 ｎ能否整除４分别讨论
Ｄｎ表示环的泛阶化具体结构。给出如下定理：

定理５　当ｎ≥４且ｎ｜４时，ｒ（Ｄｎ）的泛阶化为
ｒ（Ｄｎ）＝ｒ（Ｄｎ）ａｄ! Ａ２，其中，ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝?Ｖψ１，Ｖψ２，
Ｖψ３，Ｖψ４，Ｖρ２ｉ" １≤ｉ＜ｎ／４?，Ａ２是由｛Ｖρ２ｉ＋１" ０≤
ｉ＜ｎ／４｝

!

－张成的子空间。
证明　当 ｎ≥４且 ｎ｜４时，４个一维不可约表

示Ｖψ１，Ｖψ２，Ｖψ３，Ｖψ４和（ｎ／２）－１个二维不可约表示
Ｖρ１，…，Ｖρ（ｎ／２）－１构成了ｒ（Ｄｎ）的! ＋－基，根据前面
分析可得 ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝?Ｖψ１，Ｖψ２，Ｖψ３，Ｖψ４，Ｖρ２ｉ" １≤
ｉ＜ｎ／４?。

记Ａ２是由｛Ｖρ２ｉ＋１"０≤ｉ＜ｎ／４｝!－张成的子
空间，接下来讨论ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可分解! ＋－子双模
结构。

Ｖρｋ∈ｒ（Ｄｎ）ａｄ，Ｖρｌ∈Ａ２，不妨设 １≤ｋ＜ｌ≤
（ｎ／２）－１。根据命题１可得

ＶρｌＶψｊ
Ｖρｌ， ｊ＝１，２；

Ｖρ（ｎ－２ｌ）／２， ｊ＝３，４{ 。

ＶρｋＶρｌ
Ｖρｌ－ｋ!Ｖρｌ＋ｋ， ｌ＋ｋ＜ｎ／２；

Ｖρｌ－ｋ!Ｖρｎ－（ｌ＋ｋ）， ｌ＋ｋ＞ｎ／２{ 。

注意到 ｋ为偶指标，ｌ为奇指标，结合奇偶
性分析以及定理 ２可知，Ａ２是 ｒ（Ｄｎ）ａｄ的! ＋－
子双模。

下面证明Ａ２是ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可分解的! ＋－子
双模，根据定理１，只需证明 Ａ２是 ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可
约的

! ＋－子双模即可。
给定Ｖρｌ０∈Ａ２，对Ｖρｌ∈Ａ２，当１≤ｌ０＜ｌ０＋ｌ≤

（ｎ／２）－１时，令Ｖρｉ＝Ｖρｌ０＋ｌ∈ｒ（Ｄｎ）ａｄ，则

Ｖρｌ０Ｖρｉ＝Ｖρｌ０Ｖρｌ０＋ｌ

　
ＶρｌＶρ２ｌ０＋ｌ， ｉ＋ｌ０＜ｎ／２；

ＶρｌＶρｎ－（２ｌ０＋ｌ）， ｉ＋ｌ０＞ｎ／２{ 。

上述两种情形中均满足 Ｖρｌ∈ＶρｉＶρｌ０（Ｖρｌ出现在

ＶρｉＶρｌ０的分解中），所以 Ａ２是 ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可约

的
! ＋－子双模。
定理６　当ｎ≥４且ｎ"４时，ｒ（Ｄｎ）的泛阶化为

ｒ（Ｄｎ）＝ｒ（Ｄｎ）ａｄ!Ａ２，其中，
ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝?Ｖψ１，Ｖψ２，Ｖρ２ｉ"１≤ｉ＜ｎ／４?，

Ａ２是由｛Ｖψ３，Ｖψ４，Ｖρ２ｉ＋１"０≤ｉ＜ｎ／４｝!－张成的子
空间。

证明　在该情形下，根据前面分析可得

５７
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ｒ（Ｄｎ）ａｄ＝?Ｖψ１，Ｖψ２，Ｖρ２ｉ"１≤ｉ＜ｎ／４?。接下来，
验证由｛Ｖψ３，Ｖψ４，Ｖρ２ｉ＋１"０≤ｉ＜ｎ／４｝!－张成的子
空间是ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可分解! ＋－子双模，记为Ａ２。

Ｖρｋ∈ｒ（Ｄｎ）ａｄ，Ｖρｌ∈Ａ２，不妨设 １≤ｋ＜ｌ≤
（ｎ／２）－１。根据命题１可得

ＶρｌＶψｓＶρｌ，ｓ＝１，２。

ＶρｋＶρｌ

Ｖρｌ－ｋ!Ｖρｌ＋ｋ， ｌ＋ｋ＜ｎ／２；

Ｖψ３!Ｖψ４!Ｖρｌ－ｋ， ｌ＋ｋ＝ｎ／２；

Ｖρｌ－ｋ!Ｖρｎ－（ｌ＋ｋ）， ｌ＋ｋ＞ｎ／２{
。

其中，ｋ为偶指标，ｌ为奇指标，结合奇偶性分析以
及定理２可知，Ａ２是ｒ（Ｄｎ）ａｄ的! ＋－子双模。

根据定理１，下面证明Ａ２是ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可约
的

! ＋－子双模。
给定Ｖρｌ０∈Ａ２，对Ｖρｌ∈Ａ２，当１≤ｌ０＜ｌ０＋ｌ≤

（ｎ／２）－１时，令Ｖρｉ＝Ｖρｌ０＋ｌ∈ｒ（Ｄｎ）ａｄ，则

Ｖρｌ０Ｖρｉ＝Ｖρｌ０Ｖρｌ０＋ｌ

　　

ＶρｌＶρ２ｌ０＋ｌ， ｉ＋ｌ０＜ｎ／２；

Ｖψ３Ｖψ４Ｖρｌ， ｉ＋ｌ０＝ｎ／２；

ＶρｌＶρｎ－（２ｌ０＋ｌ）， ｉ＋ｌ０＞ｎ／２
{

。

上述３种情形中均满足 Ｖρｌ∈ＶρｉＶρｌ０（Ｖρｌ出现在

ＶρｉＶρｌ０的分解中）。

令Ｖρｉ＝Ｖρ（ｎ／２）－ｌ０∈ｒ（Ｄｎ）ａｄ，则

ＶρｉＶρｌ０＝Ｖρ（ｎ／２）－ｌ０Ｖρｌ０

　　
Ｖψ３!Ｖψ４!Ｖρ（ｎ／２）－２ｌ０， ｌ０＜ｎ／４；

Ｖψ３!Ｖψ４!Ｖρ２ｌ０－（ｎ／２）， ｌ０＞ｎ／４{ 。

上述两种情形中均满足 Ｖψ３，Ｖψ４∈ＶρｉＶρｌ０
（Ｖψ３，Ｖψ４出现在 ＶρｉＶρｌ０的分解中）。综上，Ａ２是

ｒ（Ｄｎ）ａｄ的不可约的! ＋－子双模。
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