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摘　要：在物理工程中，由于材料的材质不同，存在一个材料由两种不同的材质组成，一个材料中不同区域的

结构也会不一样。为此，文章探讨当一个材料中存在两种不同材质时，即求解两相椭圆偏微分方程的特征值问

题。一维时，相当于常微分方程特征值问题；二维时，利用分离变量法把方程组变成一维的特征值问题。根据

边界条件的特性，采用分块区域进行计算得出特征值和特征函数。
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０　引　言

特征值问题在流体力学、量子力学等领域有

着广泛的应用，其数值计算方法一直是很多学者

研究的课题。目前，已经有很多数值方法求解特

征值问题，主要包括有限元法［１－３］、有限差分

法［４－６］、谱方法［７－９］等，特征值问题的研究也越来

越广泛。

椭圆型偏微分方程的特征值问题也受到很大

的关注。苏?［１０］研究了一种带有传输条件的二维

间断系数椭圆特征值问题的数值方法，用有限元
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方法和 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｌｅｒｋｉｎ谱方法对方程进行数值
求解。牟宴铭［１１］提出圆柱体区域上的二阶椭圆特

征值问题基于降维格式的一种有效谱 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法和有限差分法。

在叶其孝等［１２］编写的《反应扩散方程引论》

一书中，就有研究二阶线性自伴椭圆算子的特

征值问题。该书阐述了特征值的简单性质，说

明特征值全是实数，且不同的特征值对应的特

征函数也是正交的；书中还探讨特征值的极值

性质，证明了特征值的极小原理，并讨论了特征

函数的完备性；同时阐明利用特征值的极值性

质可以讨论以下 ３个问题：①不同类型边界条
件下特征值大小的比较；②特征值对方程的系
数及边界条件系数的依赖性；③特征值对区域的
依赖性。

分离变量法是求解偏微分方程最基本和常用

的方法，其理论依据是线性方程的叠加原理和

ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ理论，本质是将偏微分方程的求解
转化为对常微分方程的求解。在《二维亥姆霍兹

（Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ）方程的 ＳｉｎｃＧａｌｅｒｋｉｎ法》［１３］中采用了
分离变量法求解二维亥姆霍兹方程的解析解。

本文在研究二维特征值问题时采用的就是分离

变量法。

本文研究了两相椭圆偏微分方程的特征值问

题，其中相的定义是系统中物理性质及化学性质

均匀的部分。这里的两相是指两个固体的相。

本文的目的是寻找｛
#ｋ，φｋ０｝∞ｋ＝０使得如下等

式成立：

－Δφｓ１ｋ＝#
ｓ１
ｋφ

ｓ１
ｋ，Ω

ｓ１；

－Δφｓ２ｋ＝#
ｓ２
ｋφ

ｓ２
ｋ，Ω

ｓ２；

φｓ１ｋ
ｎ
｜Γ＝０，

φｓ１ｋ｜Γ＝φ
ｓ２
ｋ｜Γ，

φｓ１ｋ｜Ωｓ１＝０，

φｓ２ｋ｜Ωｓ２＝０

















，

（Ⅰ）

其中，Ωｓ１为固体 ｓ１的范围，Ω
ｓ２为固体 ｓ２的范围；

#

ｓ１
ｋ为固体ｓ１的特征值，φ

ｓ１
ｋ为 #

ｓ１
ｋ对应的特征函数；

#

ｓ２
ｋ为固体ｓ２的特征值，φ

ｓ２
ｋ为 #

ｓ２
ｋ对应的特征函数；

ｎ是 Γ的外法向量；Γ为 Ωｓ１和 Ωｓ２的共同边界，

Ωｓ１为Ωｓ１的外边界，Ωｓ２为 Ωｓ２的外边界。其中，

固体ｓ１和固体ｓ２是不同的相。

１　一维特征值问题

先讨论一维的情形，即固体 ｓ２被固体 ｓ１包围

的情形。设固体ｓ１的范围是ｘ∈（－ｂ，－ａ）∪（ａ，

ｂ），固体ｓ２的范围是ｘ∈（－ａ，ａ）。

此时问题（Ⅰ）转为问题（Ⅱ）：

－Δφｓ１ｋ＝#
ｓ１
ｋφ

ｓ１
ｋ，ｘ∈（－ｂ，－ａ）∪（ａ，ｂ）；（１）

－Δφｓ２ｋ＝#
ｓ２
ｋφ

ｓ２
ｋ，ｘ∈（－ａ，ａ）； （２）

φｓ１ｋ
ｎ
｜Γ＝０，Γ：ｘ＝－ａ，ｘ＝ａ； （３）

φｓ１ｋ｜Γ＝φ
ｓ２
ｋ｜Γ，Γ：ｘ＝－ａ，ｘ＝ａ； （４）

φｓ１ｋ｜Ωｓ１＝０，Ω
ｓ１：ｘ＝－ｂ，ｘ＝ｂ。 （５















）

（Ⅱ）

１．１　先求解固体ｓ１的特征值和特征函数
固体ｓ１的取值范围是由两块区域合起来的，

根据边界条件的特点，把固体 ｓ１分成两块区域进
行计算，区域分别为ｘ∈（－ｂ，－ａ）和ｘ∈（ａ，ｂ）。
１．１．１　区域为ｘ∈（－ｂ，－ａ）时

（１）先求出 φｓ１ｋ 的通解。因为 #

ｓ１
ｋ不确定，所

以由问题（Ⅱ）中的式（１）对 #

ｓ１
ｋ分类讨论可得通

解如下：

#

ｓ１
ｋ＜０，φ

ｓ１
ｋ＝Ｃ１ｅ

－
#

ｓ１槡 ｋｘ＋Ｄ１ｅ
－ －

#

ｓ１槡 ｋｘ；

#

ｓ１
ｋ＝０，φ

ｓ１
ｋ＝Ｃ１＋Ｄ１ｘ；

#

ｓ１
ｋ＞０，φ

ｓ１
ｋ＝Ｃ１ｃｏｓ（ #

ｓ１
槡ｋｘ）＋Ｄ１ｓｉｎ（ #

ｓ１
槡ｋｘ

{
）。

（２）根据边界条件确定
#

ｓ１
ｋ。此时固体ｓ１需要

满足的边界条件为问题（Ⅱ）中的式（３）和式（５）。
经过计算

#

ｓ１
ｋ＜０和 #

ｓ１
ｋ＝０这两种情况都无法

得到非零解，下面只考虑
#

ｓ１
ｋ＞０这种情况：

把通解代入边界条件可以得到：

φｓ１′ｋ｜ｘ＝－ａ＝Ｃ１ #

ｓ１
槡ｋｓｉｎ（ #

ｓ１
槡ｋａ）＋

　Ｄ１ #

ｓ１
槡ｋｃｏｓ（ #

ｓ１
槡ｋａ）＝０，

φｓ１ｋ｜ｘ＝－ｂ＝Ｃ１ｃｏｓ（ #

ｓ１
槡ｋｂ）－Ｄ１ｓｉｎ（ #

ｓ１
槡ｋｂ）＝０










。

（６）
因为要求非零解，只需要系数行列式等于０，即可
以求得

９７
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#

ｓ１
槡ｋ＝

π
２＋ｋπ

ｂ－ａ，ｋ＝０，１，２，…

所以

#

ｓ１
ｋ＝

π
２＋ｋπ

ｂ－







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

（３）求特征函数φｓ１ｋ并简化。

把
#

ｓ１
槡ｋ＝

π
２＋ｋπ

ｂ－ａ代入φ
ｓ１
ｋ的通解中，可得：

φｓ１ｋ＝Ｃ１ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｘ
＋Ｄ１ｓｉｎ

π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｘ
＝

Ｃ２１＋Ｄ槡
２
１ｓｉｎ

π
２＋ｋπ

ｂ－ａｘ＋φ






１
，

其中，ｔａｎφ１＝
Ｃ１
Ｄ１
。

（ⅰ）确定φ１。
又因为由式（６）有

Ｃ１＝Ｄ１ｔａｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｂ
， （７）

Ｃ１＝－Ｄ１ｃｏｔ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ａ
， （８）

且 经 过 验 证 Ｄ１ｔａｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｂ
＝ － Ｄ１

ｃｏｔ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ａ
，所以只取其中一个关系即可。

采用式（７），可得ｔａｎφ１＝ｔａｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｂ
，

最终可得φ１＝

π
２＋ｋπ

ｂ－ａｂ＋ｎπ，ｎ∈Ｚ。

取 φ１ ＝

π
２＋ｋπ

ｂ－ａ ｂ简化 φｓ１ｋ，简化后，φ
ｓ１
ｋ ＝

Ｃ２１＋Ｄ槡
２
１ｓｉｎ

π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）
。

（ⅱ）确定φｓ１ｋ的系数 Ｃ２１＋Ｄ槡
２
１。

因为 Ｃ２１＋Ｄ槡
２
１＝

Ｄ２１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

，

所以，φｓ１ｋ＝
Ｄ２１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）
，

Ｄ１为任一常数。

取Ｄ１＝１，φ
ｓ１
ｋ＝

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）
。

１．１．２　区域为ｘ∈（ａ，ｂ）时
当ｘ∈（ａ，ｂ）时，步骤跟当ｘ∈（－ｂ，－ａ）时类

似，省略。

最后可得结果如下：

#

ｓ１
ｋ＝

π
２＋ｋπ

ｂ－







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）
。

至此，固体ｓ１的特征值和特征函数已经求出。
接下来借助固体 ｓ１的数据来求取固体 ｓ２的

特征值和特征函数。

１．２　计算固体ｓ２的特征值和特征函数

先求出 φｓ２ｋ 的通解。因为 #

ｓ２
ｋ不确定，所以

由问题（Ⅱ）中的式（２）对 #

ｓ２
ｋ分类讨论可得通

解如下：

#

ｓ２
ｋ＜０，φ

ｓ２
ｋ＝Ｃ２ｅ

－
#

ｓ２槡 ｋｘ＋Ｄ２ｅ
－ －

#

ｓ２槡 ｋｘ；

#

ｓ２
ｋ＝０，φ

ｓ２
ｋ＝Ｃ２＋Ｄ２ｘ；

#

ｓ２
ｋ＞０，φ

ｓ２
ｋ＝Ｃ２ｃｏｓ（ #

ｓ２
槡ｋｘ）＋Ｄ２ｓｉｎ（ #

ｓ２
槡ｋｘ

{
）。

当
#

ｓ２
ｋ＜０时，无法求出特征值 #

ｓ２
ｋ，故排除；当 #

ｓ２
ｋ＝

０时，把φｓ２ｋ的通解代入问题（Ⅱ）中的式（４），可以
求得

φｓ２ｋ＝－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｘｓｉｎπ２＋ｋ( )π

ａ ，ｋ＝０，１，２，…

０８
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当
#

ｓ２
ｋ＞０时，可得特征值

#

ｓ２
ｋ＝

π
２＋ｋπ







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

其特征函数为

φｓ２ｋ＝ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
－ １

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
，ｋ＝０，１，２，…

其中，取Ｃ２为１。

１．３　总结问题（Ⅱ）的解

１．３．１　固体ｓ１的特征值和特征函数

#

ｓ１
ｋ＝

π
２＋ｋπ

ｂ－







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

φｓ１ｋ＝

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）
，

　ｘ∈（－ｂ，－ａ）；

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）
，

　ｘ∈（ａ，ｂ





















）。

１．３．２　固体ｓ２的特征值和特征函数

有两种结果：当
#

ｓ２
ｋ＝０，ｋ＝０，１，２，…时，特征

函数为

φｓ２ｋ＝－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｘｓｉｎπ２＋ｋ( )π

ａ ，ｋ＝０，１，２，…

当
#

ｓ２
ｋ＝

π
２＋ｋπ







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…时，特征函数为

φｓ２ｋ＝ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
－ １

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
，ｋ＝０，１，２，…

２　二维特征值问题

在一个长方形区域上讨论，长方形区域是

（－ｂ，ｂ）×（－ａ，ａ），讨论固体ｓ２左右两边被固体
ｓ１包围的情形。固体 ｓ１范围为（－ｂ，－ａ）×
（－ａ，ａ）∪（ａ，ｂ）×（－ａ，ａ），固体 ｓ２范围为
（－ａ，ａ）×（－ａ，ａ）。问题（Ⅰ）就转化成

－Δφｓ１ｋ＝#
ｓ１
ｋφ
ｓ１
ｋ，Ω

ｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈

　（－ｂ，－ａ）∪（ａ，ｂ），ｙ∈（－ａ，ａ）｝； （９）

－Δφｓ２ｋ＝#
ｓ２
ｋφ

ｓ２
ｋ，Ω

ｓ２：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈

　（－ａ，ａ），ｙ∈（－ａ，ａ）｝； （１０）

φｓ１ｋ
ｎ
｜Γ＝０，Γ：｛（ｘ，ｙ）│ｘ＝±ａ，ｙ∈

　（－ａ，ａ）｝； （１１）

φｓ１ｋ｜Γ＝φ
ｓ２
ｋ｜Γ，Γ：｛（ｘ，ｙ）│ｘ＝±ａ，

　ｙ∈（－ａ，ａ）｝； （１２）

φｓ１ｋ｜Ωｓ１＝０，Ω
ｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ＝±ｂ，

　ｙ∈（－ａ，ａ）｝∪｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈
　（－ｂ，－ａ）∪（ａ，ｂ），ｙ＝±ａ｝； （１３）

φｓ２ｋ｜Ωｓ２＝０，Ω
ｓ２：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（－ａ，ａ），

　ｙ＝±ａ｝。 （１４





























）

（Ⅲ）

２．１　先求解关于固体ｓ１的方程
２．１．１　方程的通解

采用分离变量法，令 φｓ１ｋ ＝ＸＹ，方程（９）变成

Ｘ″Ｙ＋ＸＹ″＝
#

ｓ１
ｋＸＹ，两边除以ＸＹ，有

Ｘ″
Ｘ＋
Ｙ″
Ｙ＝－#

ｓ１
ｋ，

设 －
#

ｓ１
ｋ＝－α－β，故方程（９）转换为求以下的方

程组：

Ｘ″
Ｘ＝－α， （１５）

Ｙ″
Ｙ＝－β。 （１６{ ）

方程（１５）的通解为

α＜０，Ｘ＝Ｃ３ｅ
－槡 αｘ＋Ｄ３ｅ

－ －槡 αｘ；

α＝０，Ｘ＝Ｃ３＋Ｄ３ｘ；

α＞０，Ｘ＝Ｃ３ｃｏｓ（槡αｘ）＋Ｄ３ｓｉｎ（槡αｘ
{

）。

（１７）

１８
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方程（１６）的通解为

β＜０，Ｙ＝Ｃ４ｅ
－槡 βｙ＋Ｄ４ｅ

－ －槡 βｙ；

β＝０，Ｙ＝Ｃ４＋Ｄ４ｙ；

β＞０，Ｙ＝Ｃ４ｃｏｓ（槡βｙ）＋Ｄ４ｓｉｎ（槡βｙ
{

）。

（１８）

方程（１１）等价于：Ｘ′＝０，Γ：｛（ｘ，ｙ）│ｘ＝±ａ，ｙ∈
（－ａ，ａ）｝。方程（１３）等价于Ｘ（±ｂ）＝Ｙ（±ａ）＝０。
２．１．２　先计算Ｘ

根据边界条件的特点把固体ｓ１的区域分成两

个小区域来计算，两个小区域的范围分别为

区域①为（－ｂ，－ａ）×（－ａ，ａ），区域②为

（ａ，ｂ）×（－ａ，ａ）。
先计算区域①中的 Ｘ。由于 α＜０和 α＝０这

两种情况只有零解，所以排除，只需要考虑 α＞０

这种情况。

区域①需要满足两个条件，即满足下面的方

程组：

Ｘ′＝０，Γ：｛（ｘ，ｙ）│ｘ＝－ａ，ｙ∈（－ａ，ａ）｝；

Ｘ＝０，Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ＝－ｂ，ｙ∈（－ａ，ａ{ ）｝。

把通解代入上述方程组便有

Ｘ′｜ｘ＝－ａ＝槡αＣ３ｓｉｎ（槡αａ）＋槡αＤ３ｃｏｓ（槡αａ）＝０，

Ｘ｜ｘ＝－ｂ＝Ｃ３ｃｏｓ（槡αｂ）－Ｄ３ｓｉｎ（槡αｂ）＝０
{

。

要找Ｃ３及Ｄ３的非零解，只有当系数矩阵的行列
式为０时，才有非零解。

计算可得特征值α＝
π
２＋ｋπ

ｂ－







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

把α的值代入通解（１７）中，有

Ｘ＝Ｃ３ｃｏｓ（槡αｘ）＋Ｄ３ｓｉｎ（槡αｘ）＝

Ｃ３ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｘ
＋Ｄ３ｓｉｎ

π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







ｘ
。

为了方便之后的计算，简化通解Ｘ

Ｘ＝ Ｃ２３＋Ｄ槡
２
３ｓｉｎ

π
２＋ｋπ

ｂ－ａｘ＋φ






３
，ｔａｎφ３＝

Ｃ３
Ｄ３
。

把关系代入最终可得

Ｘ＝
Ｄ２３

ｃｏｓ２Ｓ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）
，

　ｋ＝０，１，２，…
因为Ｄ３为任意常数，取Ｄ３＝１，即可得

Ｘ＝ １

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）
，

　ｋ＝０，１，２，…
同理可得区域②中的Ｘ为

Ｘ＝ １

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）
，

　ｋ＝０，１，２，…
２．１．３　计算Ｙ

在固体ｓ１的区域中，Ｙ应该满足条件：Ｙ（±

ａ）＝０，同理可以算得槡β＝
（ｋ＋１）π
２ａ ，ｋ＝０，１，２，…

Ｙ的计算结果如下：

Ｙ＝ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，ｋ＝０，２，４，…
Ｙ＝ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，ｋ＝１，３，５{ ，…

２．１．４　关于固体ｓ１的特征值和特征函数

特征 值 为
#

ｓ１
ｋ＝α ＋β＝

π
２＋ｋπ

ｂ－







ａ

２

＋

（ｋ＋１）π
２( )ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

当ｋ为奇数时，特征函数为

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（－ｂ，－ａ），ｙ∈（－ａ，ａ）｝；

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（ａ，ｂ），ｙ∈（－ａ，ａ



























）｝。

２８
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当ｋ为偶数时，特征函数为

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（－ｂ，－ａ），ｙ∈（－ａ，ａ）｝；

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（ａ，ｂ），ｙ∈（－ａ，ａ



























）｝。

２．２　计算固体ｓ２的特征值和特征函数

有齐次边界条件，采用分离变量法φｓ２ｋ＝Ｘ１Ｙ１，

方程（１０）变成

Ｘ″１Ｙ１＋Ｘ１Ｙ″１＝#
ｓ２
ｋＸ１Ｙ１。

上式两边除以 Ｘ１Ｙ１，有
Ｘ″１
Ｘ１
＋
Ｙ″１
Ｙ１
＝－

#

ｓ２
ｋ，设 －#

ｓ２
ｋ＝

－α－β，则方程（１０）转换为求如下方程组：

Ｘ″１
Ｘ１
＝－α，

Ｙ″１
Ｙ１
＝－β









 。

可得Ｘ１的通解：

α＜０，Ｘ１＝Ｃ５ｅ
－槡 αｘ＋Ｄ５ｅ

－ －槡 αｘ；

α＝０，Ｘ１＝Ｃ５＋Ｄ５ｘ；

α＞０，Ｘ１＝Ｃ５ｃｏｓ（槡αｘ）＋Ｄ５ｓｉｎ（槡αｘ
{

）。

可得Ｙ１的通解：

β＜０，Ｙ１＝Ｃ６ｅ
－槡 βｙ＋Ｄ６ｅ

－ －槡 βｙ；

β＝０，Ｙ１＝Ｃ６＋Ｄ６ｙ；

β＞０，Ｙ１＝Ｃ６ｃｏｓ（槡βｙ）＋Ｄ６ｓｉｎ（槡βｙ
{

）。

２．２．１　先计算Ｙ１
（１）β＝０和 β＜０这两种情形代入边界条件

只有零解。

（２）当β＞０时，

Ｙ１＝Ｃ６ｃｏｓ（槡βｙ）＋Ｄ６ｓｉｎ（槡βｙ），

把这个通解代入边界条件可得：

Ｃ６ｃｏｓ（槡βａ）－Ｄ６ｓｉｎ（槡βａ）＝０，

Ｃ６ｃｏｓ（槡βａ）＋Ｄ６ｓｉｎ（槡βａ）＝０
{

。

可得槡β＝
（ｋ＋１）π
２ａ ，ｋ＝０，１，２，…

Ｙ１＝ｃｏｓ
（ｋ＋１）π
２ａ( )ｙ，ｋ＝０，２，４，…

Ｙ１＝ｓｉｎ
（ｋ＋１）π
２ａ( )ｙ，ｋ＝１，３，５{ ，…

２．２．２　根据Ｙ１计算Ｘ１
（１）当 α＜０时，无法求出 α，所以排除这种

情况。

（２）当α＝０，ｋ为奇数时，代入边界条件（１２）

可得

φｓ２ｋ｜ｘ＝－ａ＝－
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，

φｓ２ｋ｜ｘ＝ａ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ

















。

ｋ为偶数时，代入边界条件（１２）可得

φｓ２ｋ｜ｘ＝－ａ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，

φｓ２ｋ｜ｘ＝ａ＝－
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ

















。

所以，当ｋ为偶数时，可得

Ｘ１＝－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ａ ｘ，

当ｋ为奇数时，可得

Ｘ１＝

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ａ ｘ。

３８



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２３卷　

（３）当α＞０，ｋ为奇数时，有

（Ｃ５ｃｏｓ槡αａ＋Ｄ５ｓｉｎ槡αａ）ｓｉｎ
（ｋ＋１）π
２ａ( )ｙ＝

　 １

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，

（Ｃ５ｃｏｓ槡αａ－Ｄ５ｓｉｎ槡αａ）ｓｉｎ
（ｋ＋１）π
２ａ( )ｙ＝

　－ １

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ





















。

当ｃｏｓ槡αａ＝０时，即槡α＝

π
２＋ｋπ

ａ ，ｋ＝１，３，５，…此

时，方程有非零的无穷解，其中，Ｃ５任取，在此处取

为１，可得

Ｄ５＝

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
，

所以，

Ｘ１＝ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
＋

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ

当ｋ为偶数时，同样计算可得槡α＝

π
２＋ｋπ

ａ ，

ｋ＝０，２，４，…其中，Ｃ５任取，在此处取为１，可得

Ｄ５＝－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
，

所以，

Ｘ１＝ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
。

２．２．３　总结ｓ２的特征值和特征函数

（１）当 α＝０，β＞０时，#ｓ２ｋ＝
（ｋ＋１）π
２( )ａ

２

，ｋ＝

０，１，２，…

当ｋ为偶数时，

φｓ２ｋ＝－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｘ

ａ ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ；
当ｋ为奇数时，

φｓ２ｋ＝

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｘ

ａ ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ。
（２）当 α＞０，β＞０时，# ｓ２ｋ＝

（ｋ＋１）π
２( )ａ

２

＋

π
２＋ｋπ







ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

当ｋ为偶数时，

φｓ２ｋ＝

ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ

























ｘ

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ；
当ｋ为奇数时，

φｓ２ｋ＝

ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
＋

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ

























ｘ

４８
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ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ。
２．３　总结问题（Ⅲ）的解

２．３．１　固体ｓ１的特征值和特征函数

特征 值 为
#

ｓ１
ｋ＝α ＋β＝

π
２＋ｋπ

ｂ－







ａ

２

＋

（ｋ＋１）π
２( )ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

当ｋ为奇数时，特征函数为

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（－ｂ，－ａ），ｙ∈（－ａ，ａ）｝；

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（ａ，ｂ），ｙ∈（－ａ，ａ



























）｝。

当ｋ为偶数时，特征函数为

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ＋ｂ






）

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（－ｂ，－ａ），ｙ∈（－ａ，ａ）｝；

φｓ１ｋ＝
１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ（ｘ－ｂ






）

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ，
　Ωｓ１：｛（ｘ，ｙ）│ｘ∈（ａ，ｂ），ｙ∈（－ａ，ａ



























）｝。

２．３．２　固体ｓ２的特征值和特征函数

（１）特征值为
#

ｓ２
ｋ＝

（ｋ＋１）π
２( )ａ

２

，ｋ＝０，１，２，…

当ｋ为偶数时，特征函数为

φｓ２ｋ＝－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｘ

ａ ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ；
当ｋ为奇数时，特征函数为

φｓ２ｋ＝

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｘ

ａ ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ。
（２）特征值为

#

ｓ２
ｋ＝

（ｋ＋１）π
２( )ａ

２

＋
π
２＋ｋπ







ａ

２

，

ｋ＝０，１，２，…

当ｋ为偶数时，特征函数为

φｓ２ｋ＝

ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
－

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ

























ｘ

ｃｏｓ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ；
当ｋ为奇数时，特征函数为

φｓ２ｋ＝

ｃｏｓ
π
２＋ｋπ

ａ







ｘ
＋

１

ｃｏｓ２
π
２＋ｋπ

ｂ－ａ







槡
ｂ

ｓｉｎπ２＋ｋ( )π
ｓｉｎ
π
２＋ｋπ

ａ

























ｘ

ｓｉｎ（ｋ＋１）π２ａ( )ｙ。

３　结　语

两相椭圆偏微分方程的特征值问题在流体力

学中具有重要的理论价值，本文主要对两个固体

相之间的特征值问题进行计算，最终找到满足两

个固体特征值问题的特征值和特征函数。
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