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摘　要：已有研究表明，基于高频数据的 ＧＡＲＣＨ模型的拟极大指数似然估计可以提升估计精度，但鲜有研究

就该估计量的性质推导其对应的检验统计量。文章基于高频数据的 ＧＡＲＣＨ拟极大指数似然估计性质，提出

一种 ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验统计量，通过模拟验证了该检验统计量的理论正确性，并选取沪深３００、中证５００和上

证５０等３个指数进行了具体应用。结果显示，在模型充分时，文章提出的检验统计量的分布更近似理论推导

的分布，优于基于低频数据的检验统计量结果，且由于包含高频信息，该统计量能更好地捕捉高频残差自相关

性；而当低频残差自相关性时，即使相关性较弱，该统计量也能识别模型是否充分，对 ＧＡＲＣＨ模型的阶数识别

有一定效果。实证研究也表明，该检验统计量能对高频信息有效利用，具有一定的实用性。
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　　波动率是衡量股票市场风险的一个重要工
具，波动率越大，代表市场风险越大 ［１］。针对波

动率特征，研究者们已经提出了完善的波动率建

模过程，其中主要包括建立模型、模型估计和模型

检验３个部分。
针对金融市场波动率，最经典的时间序列模

型有自回归条件异方差（ＡＲＣＨ）模型和广义自回
归条件异方差（ＧＡＲＣＨ）模型。ＡＲＣＨ是由 Ｅｎ
ｇｌｅ［２］提出，它可以解释数据的异方差特征，但其只
适用于异方差函数短期自相关过程。为了更能反

映实际数据中的长期记忆性质，Ｂｏｌｌｅｒｓｌｅｖ［３］提出
了ＧＡＲＣＨ模型。ＧＡＲＣＨ模型可以刻画波动率的
聚集性和时变性，是一种常用的波动率模型。令

ｙｔ为某资产在第 ｔ天的对数收益率，则纯 ＧＡＲＣＨ
（１，１）模型可以表示如下：

ｙｔ＝σｔεｔ， （１）

σ２ｔ＝ω＋αｙ
２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１， （２）

其中，参数ω＞０，α≥０，β≥０；εｔ是独立同分布，均

值为０的随机变量，且对 ｓ≤ｔ，εｔ与ｙｓ独立；σ
２
ｔ

表示资产在第ｔ天的波动率，该波动率大于０且只
依赖于ｔ天之前的信息。ＧＡＲＣＨ模型提出后，很
多研究者在ＧＡＲＣＨ模型基础上进行改进，以此来
提升模型对数据拟合的估计精度。例如 Ｎｅｌｓｏｎ［４］

提出指数 ＧＡＲＣＨ（ＥＧＡＲＣＨ）模型，该模型中引
入了加权扰动函数，可以对正、负扰动项进行非对

称处理，从而解释数据的杠杆效应。更多 ＧＡＲＣＨ
类模型可见单整的 ＧＡＲＣＨ（ＩＧＡＲＣＨ）模型［５］和

门限ＧＡＲＣＨ（ＴＧＡＲＣＨ）模型 ［６］等。但这些模型

都是基于低频数据（以天、周和月为时间间隔）的

ＧＡＲＣＨ模型研究。
随着科学技术的发展，金融市场的日内交易

数据变得可获得，这也意味着，ＧＡＲＣＨ类模型的

改进可以基于高频数据进行。基于此，Ｖｉｓｓｅｒ［７］提
出基于高频数据的ＧＡＲＣＨ波动率代表模型，一方
面提出了基于日内高频数据的尺度模型，另一方

面，在尺度模型上使用波动率代表来解决模型的

估计问题。结果显示，在高频数据的ＧＡＲＣＨ波动
率代表模型下，使用极大似然估计（ＱＭＬＥ）可以极
大地提升模型的估计精度。

在波动率模型估计方面，比较常见的估计方

法有拟极大似然估计和拟极大指数似然估计，特

别是对于ＧＡＲＣＨ类模型。传统极大似然估计要
求序列服从正态分布，然而金融时间序列通常是

厚尾分布。１９９２年，Ｂｏｌｌｅｒｓｌｅｖ等［８］证明了尽管序

列是厚尾分布，但高斯似然函数依旧适用。这种

利用高斯似然函数的估计方法称为拟极大似然估

计（ＱＭＬＥ）。随后，Ｌｅｅ等［９］完善了 ＱＭＬＥ的渐近
性质。然而，当误差项的四阶矩不存在时，Ｈａｌｌ
等［１０］证明了拟极大似然估计可能不服从渐近正态

分布，且收敛速度会低于槡ｎ。针对该情况，Ｐｅｎｇ
等［１１］提出了３种最小绝对值偏差估计（ＬＡＤ），并
证明了不管四阶矩是否存在，这些估计的收敛速

度都可以维持在槡ｎ。Ｐｅｎｇ等还简单介绍了拟极大
指数似然估计（ＱＭＥＬＥ），但未给出渐近性质推
导。之后，Ｌｉ等［１２］将 ＱＭＥＬＥ应用于 ＡＲＦＩＭＡ
ＧＡＲＣＨ模型，并给出该估计的渐近性质。借鉴
Ｖｉｓｓｅｒ［７］将ＱＭＬＥ应用于高频ＧＡＲＣＨ波动率模型
的想法，黄金山等［１３］使用 ＱＭＥＬＥ求解基于高频
数据的ＧＡＲＣＨ模型参数，削弱了四阶矩存在的条
件。以上基于高频数据的 ＧＡＲＣＨ模型的求解都
需要假定公式（２）中的常数项 ω已知。假设 ω已
知限制了模型的实际应用，因而李莉丽等［１４］提出

两步估计法，将黄金山等的结果推广到了一般的

基于高频数据的 ＧＡＲＣＨ（１，１）波动率模型上。李

５５
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莉丽等通过结合日频 ＧＡＲＣＨ模型的 ＱＭＥＬＥ估
计得到冗余参数的估计，从而得到所有参数的估

计，并充分利用高频信息显著提高了 ＧＡＲＣＨ（１，
１）模型估计精度。

ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验是一种有效的检验工具，
最早可以追溯到 Ｂｏｘ等［１５］的研究，他们利用平方

自相关系数构造检验统计量来检验序列是否白噪

声，是否具有研究的意义。在此之后，Ｌｊｕｎｇ等［１６］

对 ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验统计量进行修正，提出了
ＬｊｕｎｇＢｏｘ（ＬＢ）检验统计量，并通过蒙特卡罗试验
证明了修正后的统计量更接近卡方分布。拟合原

序列数据后，会有一部分残差信息，如果残差为白

噪声，则说明模型提取信息充分，因此，检验模型

残差是否为白噪声，可以用来检验模型的充分性，

如 ＭｃＬｅｏｄ等［１７］就将该检验统计量用于检验模型

充分上。但对于 ＡＲＣＨ、ＧＡＲＣＨ模型，Ｌｉ等［１８］表

明Ｂｏｘ等提出的检验统计量并不适用，因此提出
了带方差项的ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验统计量。这为后
期 ＡＲＣＨ及ＧＡＲＣＨ模型的充分性检验奠定了良
好的基础。Ｌｉｎｇ等［１９］将带方差项的ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ
检验统计量应用于多元 ＡＲＣＨ模型，并运用了不
带平方的残差自相关系数的检验统计量。后来，

由于 ＬＡＤ和 ＱＭＥＬＥ估计方法的出现，带绝对值
的残差自相关系数构造的检验统计量也随之发

展，两者都满足残差四阶矩不存在的更弱条件，实

现了估计和检验的统一。Ｌｉ等［２０］提出了绝对值相

关系数构造的带方差的检验统计量，并证明了该统

计量更稳健。至今仍有不少学者（Ｃｈｅｎ等［２１］，

Ｊｉａｎｇ等［２２］及Ｌｉ等［２３］）将 Ｌｉ等［１８］检验统计量的

构造思想沿用到更多的模型检验上。

综上所述，带绝对值的 ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验是
检验 ＧＡＲＣＨ模型的一种有效工具，而基于高频
数据的 ＧＡＲＣＨ模型的 ＱＭＥＬＥ是提高估计精度
的一种有效估计。但是将两者结合的检验是研究

的空缺。因此，本文将基于高频数据的 ＱＭＥＬＥ估
计性质，提出一种带绝对值的 ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验，
从而实现基于高频数据的估计与检验的统一。

本文总共包含４节，安排如下：第１节，介绍
基于高频数据的 ＧＡＲＣＨ模型和拟极大指数似然
估计性质；第２节，推导基于高频信息的 ｐｏｒｔｍａｎ
ｔｅａｕＱ检验统计量及其分布；第 ３节，展示 ｐｏｒｔ

ｍａｎｔｅａｕＱ检验统计量的模拟结果；第４节，使用３
个股票指数数据对提出的检验统计量进行实证分

析，第５节，总结全文。

１　基于高频数据的拟极大指数似然
估计

　　为引入高频数据，令第ｔ天的日内对数收益率
为Ｙｔ（ｕ），０≤ｕ≤１。将高频数据引入 ＧＡＲＣＨ（１，
１）模型：

Ｙｔ（ｕ）＝σｔＺｔ（ｕ）， （３）

σ２ｔ＝ω＋αｙ
２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１， （４）

其中，σｔ表示第ｔ天的波动率，Ｚｔ（·）为独立同分
布的随机过程，即对任意 ｋ≠ｌ，Ｚｋ（·）与 Ｚｌ（·）
相互独立，且具有相同的分布。记θ＝（ω，α，β）是
模型（３）～（４）的待估参数。参数ｕ表示将日内时
间正则化到０到１的闭区间之间，ｕ＝１表示当天
收盘时刻，则

Ｙｔ（１）＝ｙｔ，Ｚｔ（１）＝εｔ，Ｅ｜Ｚｔ（１）｜＝１。 （５）
等式（５）将日内高频 ＧＡＲＣＨ（１，１）模型与日间
ＧＡＲＣＨ（１，１）联系了起来。

为了估计参数，下面引入波动率代表函数

Ｈ（·）。波动率代表是日内数据的一种统计量，
对任意常数ρ（ρ＞０）和日内过程Ｙｔ（ｕ），其满足

Ｈ（ρＹｔ（ｕ））＝ρＨ（Ｙｔ（ｕ））＞０。
当时间ｔ固定时，σｔ可视为常数，则
Ｈ（Ｙｔ（ｕ））＝Ｈ（σｔＺｔ（ｕ））＝σｔＨ（Ｚｔ（ｕ））。
为得到更好的估计性质，在使用 ＱＭＥＬＥ前，

需要对模型进行一些变形。ＱＭＥＬＥ的相合性要
求模型误差项的绝对值期望为１，当引入高频数
据和波动率代表后，模型误差项Ｈ（Ｚｔ（ｕ））不一
定满足 Ｅ｜Ｈ（Ｚｔ（ｕ））｜＝１的条件。因此，为了保
证估计相合性，可以剔除误差项冗余部分，记为

μＨ，使得误差项剩余部分满足条件，余下部分记
为 εｔ。为使得 Ｅ｜εｔ｜＝１，求得冗余参数 μＨ＝
Ｅ（Ｈ（Ｚｔ（ｕ））），则 εｔ ＝Ｈ（Ｚｔ（ｕ））／μＨ。

为了方便，令ＨｔＨ（Ｙｔ（ｕ）），则高频ＧＡＲＣＨ
（１，１）波动率模型可表示为

Ｈｔ＝σｔμＨεｔ， （６）

σ２ｔ＝ω＋αｙ
２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１。 （７）

令σｔ ＝σｔμＨ，则模型变为

６５
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Ｈｔ＝σｔεｔ， （８）

σ２ｔ ＝ω ＋αｙ
２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１。 （９）

为方便记录，记 θ＝（ω，α，β），θ ＝（ω，α，

β），其中，

ω ＝ωμ２Ｈ，α ＝αμ
２
Ｈ，β ＝β。 （１０）

在模型（８）～（９）下，ＱＭＥＬＥ可被定义为

θ^ ＝ａｒｇｍａｘ
θ
－ ∑

ｎ

ｔ＝１
ｌｏｇ（σｔμＨ）＋

｜Ｈｔ｜
σｔμ

{ }
Ｈ

＝

ａｒｇｍｉｎ
θ
∑
ｎ

ｔ＝１
ｌｏｇ（σｔ）＋

｜Ｈｔ｜
σｔ

＝

ａｒｇｍｉｎ
θ
∑
ｎ

ｔ＝１
ｌｔ ＝ａｒｇｍｉｎ

θ
Ｌｎ。 （１１）

由等式（８）可知，将 σｔ 看作一个整体，则高
频波动率模型的似然函数结构与低频模型一致，

因而可证在一定的正则条件下，θ存在渐近性
质［１４］如下：

槡ｎ（^θ －θ０） →
ｄ
Ｎ（０，Σ），ｎ→∞， （１２）

其中，

Σ ＝４（Ｅε２ｔ －１）Ｇ
－１，

Ｇ ＝Ｅ（１
σ４ｔ
σ２ｔ
θ

σ２ｔ
θ′

）。 （１３）

得到参数θ的估计后，要进一步得到去“”
号的参数估计θ，一种已有思路是通过对冗余参数
μＨ估计后，再进一步得到 θ^０。等式可以将高频波
动率代表模型退化为低频ＧＡＲＣＨ模型，表明低频
模型的参数估计与高频模型的参数估计存在联

系。根据这一想法，李莉丽等［１４］提出的关于μ２Ｈ的
一种估计如下：

μ２Ｈ
!

＝１ｎ∑
ｎ

ｔ＝１

σ２ｔ
!

（θ
!

）

σ２槇ｔ（珘θ）
， （１４）

其中，σ２ｔ
!

是根据模型（８）～（９）和 ＱＭＥＬＥ方法，即

等式（１１）得到的波动率估计，σ２槇ｔ是根据日间模型
（１）～（２）使用ＱＭＥＬＥ方法得到的波动率估计。

根据等式（１０）和（１４）可以得到高频波动率代
表模型的参数估计 θ^如下：

ω^＝ω
!

μ２Ｈ
!

，　α^＝α

!

μ２Ｈ
!

，　β^＝β
!

。 （１５）

记ω
!

、α
!

和β
!

的渐近方差分别为 σ２ω、σ
２
α

和 σ２β，则ω


!

、α
!

和β
!

的渐近性质为

槡ｎ（ω
!

－ω０） →
ｄ
Ｎ（０，

σ２ω
μ４Ｈ
），ｎ→∞，

槡ｎ（α
!

－α０） →
ｄ
Ｎ（０，

σ２α
μ４Ｈ
），ｎ→∞，

槡ｎ（β
!

－β０） →
ｄ
Ｎ（０，

σ２β
μ４Ｈ
），ｎ→∞。

２　ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验

ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验是一个检验 ＧＡＲＣＨ类拟
合模型是否充分的常用工具。该检验的统计量通

常由残差平方自相关函数构成，但 ＱＭＥＬＥ方法放
宽了残差阶矩条件，因此，这里使用残差绝对值自

相关函数。残差估计由波动率估计决定，而从前

文可知，日间模型得到的波动率估计σ槇ｔ，有别于日

内模型即高频数据模型得到的波动率估计σｔ
!

，而

且参数的渐近性质也有差异。因此，在估计更准

确的情况下，高频数据的引入也会使得 ｐｏｒｔｍａｎ
ｔｅａｕＱ检验更精准。为了比较它们的差异，下面
具体介绍这两种ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验。
２．１　传统的ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验

根据日频ＧＡＲＣＨ模型－可知，日频模型的残

差估计为ε槇ｔ＝
ｙｔ

σ槇ｔ
，则样本残差绝对值自相关函数公

式如下：

ｒ槇ｋ ＝
∑
ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜

σ槇ｔ
－１）（

｜ｙｔ－ｋ｜

σ槇ｔ－ｋ
－１）

∑
ｎ

ｔ＝１
（
｜ｙｔ｜

σ槇ｔ
－１）２

，

ｋ＝１，２，３，…
当样本残差绝对值自相关函数的方差存在

时，根据中心极限定理和 ＷａｎｎＷａｌｄ定理［１９］，可

知残差绝对值自相关函数渐近正态。当ｎ→∞时，

取ｒ槇ｋ的最大滞后阶数为 ｍ，记Ｒ槇Ｍ ＝（ｒ槇１，ｒ槇２，…，

ｒ槇ｍ）′，

槡ｎＲ槇Ｍ →
ｄ
Ｎ（０，Ｖ），

其中，Ｖ为Ｒ槇Ｍ的渐近方差。由此可以构建卡方检

７５
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验统计量

槇Ｑ＝ｎＲ槇Ｍ槇Ｖ
－１Ｒ槇Ｍ′～２（ｍ）。

获得卡方检验统计量便可以对模型的充分性

进行检验，而求解该检验统计量的重点在于求解

Ｒ槇Ｍ的渐近方差。当Ｅε
２
ｔ＜∞且 Ｅ｜εｔ｜＝１时，由大

数定律可得

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１
（
｜ｙｔ｜
珟σｔ
－１）２→Ｅ（｜εｔ｜－１）

２＝ｖａｒ（｜εｔ｜）。

也就是说，ｒ槇ｋ的分母乘以
１
ｎ后收敛到常数，因此，若

将ｒ槇ｋ分子分母同乘以
１
ｎ，即得到

ｒ槇ｋ ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜

σ槇ｔ
－１）（

｜ｙｔ－ｋ｜

σ槇ｔ－ｋ
－１）

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１
（
｜ｙｔ｜

σ槇ｔ
－１）２

，

ｋ＝１，２，…，ｍ。 （１６）

等式（１６）分母收敛到常数，所以要考虑Ｒ槇Ｍ的
渐近方差，考虑等式（１６）分子的渐近方差即可。
为方便计算，记

Ｃ槇ｋ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜

σ槇ｔ
－１）（

｜ｙｔ－ｋ｜

σ槇ｔ－ｋ
－１），

ｋ＝１，２，…，ｍ。 （１７）
当等式（１７）中 ｋ＝０时，等式（１７）退化为等式

（１６）的分母，记为Ｃ槇０。

当
｜ｙｔ｜
σｔ
为白噪声过程时，槡ｎＲＭ →

ｄ
Ｎ（０，Ｉｍ），

Ｉｍ表示 ｍ×ｍ的单位阵，则槡ｎＣＭ →
ｄ
Ｎ（０，

ｖａｒ（｜εｔ｜）Ｉｍ），其中，ＣＭ ＝（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ）′。因

此，若要求Ｃ槇Ｍ的渐近分布，可考虑Ｃ槇Ｍ的泰勒一阶
展开式

Ｃ槇Ｍ＝ＣＭ＋
Ｃ
θ
（珘θ－θ），

其中，

Ｃｋ
θ
＝－１ｎ∑

ｎ

ｔ＝ｋ＋１

１
２
｜ｙｔ｜
σｔ
１
σ２ｔ
σ２ｔ
θ
（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ

－１）－

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝ｋ＋１

１
２（
｜ｙｔ｜
σｔ

－１）
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ

１
σ２ｔ－ｋ
σ２ｔ－ｋ
θ
。

（１８）

由于Ｅ（εｔεｔ－ｋ）＝０且Ｅ｜εｔ｜＝１，上式（１８）可简化
为式（１９），并将其记为 Ｘｋ，ｋ＝１，２，…，ｍ，则 Ｘ＝
（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）′。

Ｃｋ
θ≈

－１２ｎ∑
ｎ

ｔ＝ｋ＋１

１
σ２ｔ
σ２ｔ
θ
（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ

－１）Ｘｋ。（１９）

由于槡ｎＣＭ和槡ｎ（珘θ－θ０）渐近分布已知，所以求解

槡ｎＣ槇Ｍ的渐近方差的重点变为求解槡ｎＣＭ和槡ｎ（珘θ－
θ０）的协方差。要求解这两者的协方差，需对

槡ｎ（珘θ－θ０）进行等式变换。在所假设的正则条件下，

　槡ｎ（珘θ－θ０）＝－４槡ｎＧ
－１（１＋ｏｐ（１））

Ｌｎ
θ
， （２０）

其中，似然函数为

Ｌｎ ＝∑
ｎ

ｔ＝１
ｌｏｇ（σｔ）＋

｜ｙｔ｜
σｔ
。 （２１）

由于槡ｎＣＭ 和槡ｎ（珘θ－θ０）都是零均值分布，所以

ｃｏｖ（槡ｎ（珘θ－θ０），槡ｎＣＭ）＝ｎＥ（（珘θ－θ０）ＣＭ′），再根

据等式（２０），协方差可变换为 ｃｏｖ（槡ｎ（珘θ－θ０），

槡ｎＣＭ）≈－４ｎＧ
－１Ｅ（

Ｌｎ
θ
ＣＭ′）。计算可得Ｅ（

Ｌｎ
θ
Ｃｋ）

＝ｖａｒ（｜εｔ｜）Ｘｋ。因此，

ｖａｒ（槡ｎＣ槇Ｍ）≈Ｘｖａｒ（槡ｎ（珘θ－θ０））Ｘ′＋ｖａｒ（槡ｎＣＭ）＋

　２Ｘｃｏｖ（槡ｎ（珘θ－θ０），槡ｎＣＭ）＝（ｖａｒ（｜εｔ｜））
２Ｉｍ－

　４ｖａｒ（｜εｔ｜）ＸＧ
－１Ｘ′。

又由于槡ｎＲ槇Ｍ服从正态分布，所以槡ｎＣ槇Ｍ也服从正态

分布。记ｖａｒ（槡ｎＣ槇Ｍ）＝Ｄ，槇Ｄ为Ｄ在低频数据下的
估计值，则下方统计量服从卡方分布：

Ｑ槇ｃ＝ｎＣ槇Ｍ槇Ｄ
－１Ｃ槇Ｍ′～２（ｍ）。

２．２　基于高频信息的ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验
由于基于低频信息和高频信息得到的参数估

计有差异，基于高频信息得到的波动率估计σｔ
!

与

基于低频信息得到的波动率估计σ槇ｔ也有差异，因
此，基于高频信息的样本残差绝对值自相关函数

同样随之变化，具体公式如下：

ｒｋ
! ＝
∑
ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜
σｔ
!

－１）（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ
!

－１）

∑
ｎ

ｔ＝１
（
｜ｙｔ｜
σｔ
!

－１）２
，

ｋ＝１，２，３，… （２２）

８５
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虽然基于高频信息的样本残差绝对值自相关

函数与低频的有差异，但二者都为样本残差自相

关函数，都代表模型提取充分信息后残差的自相

关情况，所以当模型充分时，基于高频信息的样本

残差绝对值自相关函数ｒｋ
!

满足渐近正态性。因此，

取ｒｋ
!

的最大滞后阶数为ｍ，记ＲＭ
! ＝（ｒ１

!

，ｒ２
!

，…，ｒｍ
!

）′，

Ｖｈ为ＲＭ
!

的渐近方差，

槡ｎＲＭ
!

→
ｄ
Ｎ（０，Ｖｈ），ｎ→∞。

与低频数据下的样本自相关函数处理同理，

先对等式（２２）分子分母同乘以１ｎ，得到变换后的

等式如下：

ｒｋ
! ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜
σｔ
!

－１）（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ
!

－１）

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１
（
｜ｙｔ｜
σｔ
!

－１）２
，

ｋ＝１，２，…，ｍ。 （２３）

同理，等式（２３）的分母收敛，因此，求解ｒｋ
!

的

渐近分布转换成为求解Ｃｋ
!

的渐近分布，其中，Ｃｋ
!

具

体公式如下：

Ｃｋ
!

＝１ｎ∑
ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜
σｔ
!

－１）（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ
!

－１），

ｋ＝１，２，…，ｍ。

记ＣＭ
!

＝（Ｃ１
!

，Ｃ２
!

，…，Ｃｍ
!

）′，则同理，若要求ＣＭ
!

的渐近方差，可以考虑对其进行一阶泰勒展开：

ＣＭ
!

＝ＣＭ＋
Ｃ
θ
（^θ－θ）。

由高频数据下使用的似然函数（１１）可知，其
是先通过求解 θ的估计值进而去求解原参数 θ。
而根据等式（１５）可知，θ与 θ存在以下转换关
系式：

θ^＝Ｔθ
!

，Ｔ＝ｄｉａｇ（１
μ２Ｈ
，
１
μ２Ｈ
，１）。

由此，上方的泰勒展开可以转换为

ＣＭ
!

＝ＣＭ＋
Ｃ
θ
Ｔ（θ

!

－θ）。

已知槡ｎＣ和槡ｎ（θ
!

－θ）的渐近分布，要求

槡ｎＣ
!

的方差，则需求协方差 ｃｏｖ（槡ｎＣ，槡ｎ（θ
!

－

θ））。求计算协方差前，要对槡ｎ（θ
!

－θ）进行
等式变换。

考虑到极大似然估计值在似然函数的一阶偏

导数为０，所以可以尝试对一阶偏导数进行泰勒展
开，得到

０＝
Ｌｎ（θ０

!

）

θ
＝
Ｌｎ（θ０）
θ

＋

２Ｌｎ（θ０）
θθ′

（θ
!

－θ０）＋ｏｐ（１）。

整理，可得

槡ｎ（θ
!

－θ０）＝－４槡ｎＧ
－１（１＋ｏｐ（１））

Ｌｎ
θ
。

进而可求协方差

Ｅ（
Ｌｎ
θ
Ｃｋ）＝Ｅ［∑

ｎ

ｔ＝１

１
２
１
σ２ｔ
σ２ｔ
θ
（１－

｜Ｈｔ｜
σｔ
）×

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝ｋ＋１
（
｜ｙｔ｜
σｔ

－１）（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ

－１）］＝

－Ｅ［１２ｎ∑
ｎ

ｔ＝ｋ＋１

１
σ２ｔ
σ２ｔ
θ
（
｜Ｈｔ｜
σｔ

－１）

（
｜ｙｔ｜
σｔ

－１）（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ

－１）］＝

－１２ｎ∑
ｎ

ｔ＝ｋ＋１

１
σ２ｔ
σ２ｔ
θ
（
｜ｙｔ－ｋ｜
σｔ－ｋ

－１）

Ｅ［（
｜Ｈｔ｜
σｔ

－１）（
｜ｙｔ｜
σｔ

－１）］。

所以，

ｖａｒ（槡ｎＣ
!

）≈Ｘｖａｒ（槡ｎ（θ
!

－θ０））Ｘ′＋ｖａｒ（槡ｎＣＭ）＋

２Ｘｃｏｖ（槡ｎ（θ
!

－θ０），槡ｎＣＭ）＝

ＸＴｖａｒ（槡ｎ（θ
!

－θ０））Ｔ′Ｘ′＋

ｖａｒ（槡ｎＣ）＋２ＸＴｃｏｖ（槡ｎ（θ
!

－θ０），槡ｎＣＭ）＝

４ｖａｒ（｜εｔ｜）ＸＴＧ
－１Ｔ′Ｘ′＋

ｖａｒ（｜εｔ｜）Ｉｍ－８ＸＴＧ
－１Ｅ（

Ｌｎ
θ
Ｃ）。

槡ｎＲＭ
!

服从正态分布，则槡ｎＣＭ
!

也服从正态分

布。记方差ｖａｒ（槡ｎＣＭ
!

）＝Ｄ，Ｄ
!

为Ｄ在低频数据下
的估计值，那么下方统计量服从卡方分布：

Ｑｃ
!

＝ｎＣＭ
!

Ｄ
! －１ＣＭ

!

′～２（ｍ）。

３　模拟分析

本小节通过模拟符合波动率模型的证券高频

９５
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数据来验证理论的正确性。已知要给模型参数 θ
赋值以生成日内对数收益率 Ｙｔ（ｕ），根据模型
（３）～（４）可知，生成 Ｙｔ（ｕ）前，需先生成日内随

机过程 Ｚｔ（ｕ）。借鉴 Ｖｉｓｓｅｒ
［７］可根据以下公式生

成符合假设条件的随机过程 Ｚｔ（ｕ）：

ｄΓｔ（ｕ）＝－δ（Γｔ（ｕ）－μΓ）ｄｕ＋σΓｄＢ
（２）
ｔ （ｕ），

ｄΨｔ（ｕ）＝ｅｘｐ（Γｔ（ｕ））ｄＢ
（１）
ｔ （ｕ），　ｕ∈［０，１］，

ｍ＝Ｅ｜Ψｔ（１）｜，　Ｚｔ（ｕ）＝
Ψｔ（ｕ）
ｍ ， （２４）

其中，Ｂ（１）ｔ （ｕ）和 Ｂ
（２）
ｔ （ｕ）数据由两个不相关的布

朗运动生成。做初始化，令Ｚｔ（０）＝０，Γｔ（０）从正

态分布 Ｎ（μΓ，σ
２
Γ）中随机产生，设

δ＝１２，μΓ＝
１
４，σΓ＝－

１
１６。

对于 ｕ，在中国证券市场每天开放 ２４０ｍｉｎ的背
景下，令 ｄｕ＝１／２４０可以实现模拟市场每分钟的
交易情况。最后为了满足 Ｅ｜Ｚｔ（１）｜＝１的矩条
件，设定等式。在以上设定下，可顺利生成序列

Ｚｔ（ｕ）。接下来，分别设定参数 θ０＝（００１，００８，
０８）′和θ０＝（００３，００６，０９）′两种情况来生成
Ｙｔ（ｕ）。

进一步地，要使用高频模型 －，需先选择波动
率代表对高频序列 Ｙｔ（ｕ）进行处理。这里选取已
实现波动率（ＲＶ）作为波动率代表，并分别选取５
ｍｉｎ、１５ｍｉｎ和３０ｍｉｎ作为采样频率，即分别记 Ｈｔ
＝ＲＶ５、Ｈｔ＝ＲＶ１５和Ｈｔ＝ＲＶ３０。记ｕ１，ｕ２，…，ｕ２４０
为不同时间间隔点，表示开盘每分钟的时间点，同

时初始化Ｙｔ（ｕ０）＝Ｙｔ（０）＝０。以 ＲＶ５为例，波动
率代表的计算公式具体为

Ｈｔ＝ＲＶ５＝ ∑
４８

ｉ＝１
［Ｙｔ（ｕ５ｉ）－Ｙｔ（ｕ５（ｉ－１））］槡

２。

为了以低频数据下的模型效果作为参照，也

取Ｈｔ＝｜Ｙｔ（１）｜＝｜ｙｔ｜作为对比。设原假设分布
的显著性水平为００５，取滞后自相关函数的阶数
ｍ为６，则卡方检验的自由度为６。根据第２节的
估计方法可得参数的估计结果，进而可计算检验

统计量的数值。重复１０００次试验，记录检验统计
量超过原假设卡方检验统计量０９５分位数的比
例，即可得到检验统计量的显著性水平大小。最

终，各波动率代表模型使用 ＱＭＥＬＥ估计后的检验

统计量的显著性水平结果如表１所示。

表１　基于ＱＭＥＬＥ的各波动率代表模型的检验显

著性水平

Ｔａｂｌｅ１　Ｅｍｐｉｒｉｃａｌｓｉｚｅｏｆｅａｃｈｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｂａｓｅｄ

ｏｎＱＭＥＬＥ

参数真值
波动率

代表
ｎ＝１０００ｎ＝１５００ｎ＝２０００

θ０＝（０．０１，０．０８，

０．８）′

｜ｙｔ｜ ０．１５５０ ０．１６３０ ０．１４２０
ＲＶ３０ ０．０４８０ ０．０５８０ ０．０５７０
ＲＶ１５ ０．０４３０ ０．０５００ ０．０５１０
ＲＶ５ ０．０４８０ ０．０４８０ ０．０４７０

θ０＝（０．０３，０．０６，

０．９）′

｜ｙｔ｜ ０．０８００ ０．１１８０ ０．１０４０
ＲＶ３０ ０．０４６０ ０．０４８０ ０．０６１０
ＲＶ１５ ０．０４４０ ０．０５２０ ０．０５４０
ＲＶ５ ０．０４３０ ０．０５１０ ０．０５００

　　从表１可以看出，基于高频数据模型的检验
显著性水平明显更接近００５。检验的显著性水平
越接近００５，说明该检验统计量 ０９５的分位数越
接近卡方分布 ０９５的分位数。检验统计量显著
性水平的大小是一个判断统计量的分布是否符合

本文所假设的卡方分布的标准。基于高频信息的

检验统计量的显著性水平越接近００５，说明在一
定程度上，基于高频数据模型的检验统计量更近

似理论推导的卡方分布。

选取的卡方检验统计量由残差自相关函数构

成，当模型充分时，残差为白噪声过程，则统计量

服从推导的卡方分布。那么相对地，当残差自相

关时，统计量不会服从推导的卡方分布。因此，在

模拟时，可以设定生成的高频随机误差项具有自

相关关系，从而确定所提出的统计量是否能识别

不充分的模型。一般可以设定高频误差项存在自

相关关系如下：

Ｚｔ（ｕ）＝０．１Ｚｔ－１（ｕ）＋ａｔ， （２５）
其中，ａｔ由服从标准正态分布的随机数产生。特
别地，当ｕ＝１时，误差项也存在如下自相关关系：
εｔ＝Ｚｔ（１）＝０１Ｚｔ－１（１）＋ａｔ＝０１εｔ－１＋＋ａｔ。
依据上面公式（２５）生成 Ｚｔ（ｕ）数据，即生成高频
误差项线性自相关的模拟数据。重复１０００次试
验，计算高频残差自相关情况下检验统计量大于

卡方分布 ０９５的分位数的比例，便可得到高频误
差项自相关情况下检验统计量的功效，具体得到

０６
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检验功效结果如表２所示。

表２　基于高频残差线性自相关的各波动率代表
模型的检验功效

Ｔａｂｌｅ２　Ｐｏｗｅｒｏｆｅａｃｈｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｌｉｎｅａｒ
ａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｈｉｇｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｉｄｕａｌｓ

参数真值
波动率

代表
ｎ＝１０００ｎ＝１５００ｎ＝２０００

θ０＝（０．０１，０．０８，

０．８）′

｜ｙｔ｜ ０．１５５０ ０．１５７０ ０．１４８０

ＲＶ３０ １．００００ １．００００ １．００００

ＲＶ１５ １．００００ １．００００ １．００００

ＲＶ５ １．００００ １．００００ １．００００

θ０＝（０．０３，０．０６，

０．９）′

｜ｙｔ｜ ０．０９８０ ０．０８４０ ０．１０８０

ＲＶ３０ １．００００ １．００００ １．００００

ＲＶ１５ １．００００ １．００００ １．００００

ＲＶ５ １．００００ １．００００ １．００００

　　从表２可以明显看出，基于高频数据检验统
计量的功效明显优于基于低频数据的结果，也就

是说，当高频误差项存在线性自相关时，基于高频

数据的 ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验能更好地识别其相关
性。这是符合预想的，因为基于高频数据的检验

统计量包含了高频残差信息，当高频时刻的残差

之间都存在明显的相关性时，基于高频信息的检

验统计量能够更好地捕捉其相关性。

值得说明的是，在这里添加的白噪声选择使

用低频噪声 ａｔ，而不是高频，一方面是为了对比，
另一方面由于引入高频数据的模型是使用波动率

代表降到一维进行求解的，即模型（８）～（９），其中
高频残差也是通过波动率代表处理的。也就是说，

最终的计算是一维层面的，而实际模型使用的是噪

声，是波动率代表降维后的误差 Ｈ（Ｚｔ（ｕ））。根据
波动率代表的性质，以等式（２５）为例，当使用已实
现波动率作为波动率代表时，降维后的高频残差

相关性如下：

Ｈ（Ｚｔ（ｕ））＝Ｈ（０．１Ｚｔ－１（ｕ）＋ａｔ）＝
０．１Ｈ（Ｚｔ－１（ｕ））。 （２６）

从式（２６）可以看出，这里添加的白噪声 ａｔ在
使用波动率代表时，噪声会被消除，因此，在这种

情况下，使用高频信息检验统计量的残差自相关

会增强，这也是基于高频数据检验的优势。不过

这是比较强的假设，若添加的是乘性噪声，则添加

的白噪声不会被消除。添加乘性噪声可使高频残

差满足如下关系：

Ｚｔ（ｕ）＝０．１Ｚｔ－１（ｕ）ａｔ。
当使用波动率代表时，

Ｈ（Ｚｔ（ｕ））＝０．１Ｈ（Ｚｔ－１（ｕ））ａｔ。
对于乘性白噪声也计算了检验统计量的功效

结果。但在这个假设下，计算统计量的过程中，需

要求逆的矩阵接近奇异值，因此，检验统计量的结

果都远大于０９５分位数，从而导致所有检验功效
结果都为１。这使得基于高频数据的结果和基于
低频数据的没有差异。但求逆矩阵接近奇异值也

是一种自相关性表现的情况，所以，这也验证了本

文所提出的检验统计量是具有识别高频残差相关

能力的。

不管是基于加性白噪声还是基于乘性白噪声

的高频误差项自相关假设，都是比较强的假设，而

实际过程可能自相关性是低频的，这可能不利于

基于高频数据的模型，但这是可能存在的情况，所

以，也应当观察这种情形下的检验功效结果。可以

假设低频随机误差项之间存在的线性关系如下：

Ｚｔ（１）＝εｔ＝ｂεｔ－１＋ａｔ＝ｂＺｔ－１（１）＋ａｔ，（２７）
其中，ｂ为自相关系数。在这里，初步设置低频噪
声ｔ时刻与ｔ－１时刻的自相关系数ｂ为０１，而除
了ｕ＝１时刻，其他ｕ高频时刻还由原来的过程产
生。最终得到基于高频信息ＲＶ５波动率代表模型
的检验统计功效与低频模型的结果对比如表３所
示。因为各高频波动率代表模型的差异不大（图

１），所以表３只列举了ＲＶ５的检验功效结果。

表３　基于低频残差线性自相关的波动率代表模
型的检验功效

Ｔａｂｌｅ３　Ｐｏｗｅｒｏｆｅａｃｈｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｌｉｎｅａｒ
ａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｌｏｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｉｄｕａｌｓ

参数真值
波动率

代表
ｎ＝１０００ ｎ＝１５００ ｎ＝２０００

θ０＝（０．０１，

０．０８，０．８）′

｜ｙｔ｜ ０．１５９０ ０．１２９０ ０．１３１０

ＲＶ５ ０．０６００ ０．０６９０ ０．０６５０

θ０＝（０．０３，

０．０６，０．９）′

｜ｙｔ｜ ０．１０００ ０．１０６０ ０．１０１０

ＲＶ５ ０．０６９０ ０．０６４０ ０．０７６０

　　从表３可以看到，基于高频信息检验功效结
果并不优于基于低频信息的，而且基于高频信息

的检验不能很好地识别低频残差自相关性，明显

有一部分原因是高频信息的检验统计量包含更多

噪声信息，但这里的自相关性是低频的。对比检

验显著性水平可以看出，基于高频信息的检验功

１６
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效结果略大于检验显著性水平。另外，基于高频

的检验功效结果不佳可能还与相关性较小有关，

设想如果相关性够强，若随着相关性的增大，统计

量的分布与原假设的分布应当会更有差异，而检

验功效的结果也会逐渐趋向于１。为了验证这一
点，将低频噪声相关系数ｂ分别增大为０２、０３和
０４，重复１０００次试验，观察基于高频信息检验统
计量的功效变化，得到具体结果如图１所示。

图１　基于低频残差线性自相关的高频波动率代表模型的检验功效变化图
Ｆｉｇ．１　Ｐｏｗｅｒｏｆｔｈｅｈｉｇｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｓｂａｓｅｄｏｎｌｉｎｅａｒａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｌｏｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｉｄｕａｌｓ

　　图１（ａ）为设定参数 θ０＝（００１，００８，０８）′
时，图１（ｂ）为设定参数 θ０＝（００３，００６，０９）′
时，当式（２７）中 ｂ分别为０１、０２、０３和０４时，
基于各高频波动率代表 ＲＶ５、ＲＶ１５和 ＲＶ３０的检
验功效变化图。从图１中可以看出，随着自相关
系数增大，各高频波动率代表模型的检验功效变

化明显，且逐渐向１靠拢，符合预期。此外，还可
以看出，随着样本量的增大，检验功效的结果也逐

渐增大，并且各波动率代表特征一致。

设定自相关等式（２７）是因为该等式直观显示
了低频误差项的线性自相关性，但实际过程中，残

差自相关可能更复杂，比如由于ＧＡＲＣＨ模型的阶
数选择错误导致的误差自相关。ＧＡＲＣＨ模型的

阶数由公式确定，由于这是一个低频过程，所以阶

数选择错误导致的自相关性也应当是低频的，这

也是笔者引入低频残差自相关研究的一个原因。

下面将以 ＧＡＲＣＨ（１，２）为例，即以等式（２８）代替
等式（４）生成模拟数据：

σ２ｔ＝ω＋αｙ
２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１＋β２σ

２
ｔ－２， （２８）

其中，为了对比，（ω，α，β）′依旧分别设为（００１，
００８，０８）′和（００３，００６，０９）′，同时，为了比
较检验功效在残差自相关性强弱下的变化，β２分
别设置为０１、０２、０３、０４和０５。生成模拟数
据后，再用 ＧＡＲＣＨ（１，１）模型拟合数据，重复
１０００次试验，最终得到检验统计量的功效结果，
具体如表４所示。

表４　基于ＧＡＲＣＨ（２，１）下的波动率代表模型的检验功效
Ｔａｂｌｅ４　ＰｏｗｅｒｏｆｔｈｅｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｓｂａｓｅｄｏｎＧＡＲＣＨ（２，１）

参数
θ０＝（０．０１，０．０８，０．８，β２）′ θ０＝（０．０３，０．０６，０．９，β２）′

β２ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４ ０．５ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４ ０．５
ｎ＝１０００ ｜ｙｔ｜ ０．１０５ ０．０５２ ０．５１４ ０．９８２ １．０００ ０．０５２ ０．５８３ ０．９８９ １．０００ １．０００

ＲＶ３０ ０．０５５ ０．０４７ ０．２４８ ０．７８９ ０．９８５ ０．０４７ ０．２９４ ０．８２４ ０．９９０ ０．９９８
ＲＶ１５ ０．０５７ ０．０５０ ０．２５８ ０．７９９ ０．９８４ ０．０５０ ０．２９９ ０．８２７ ０．９９２ ０．９９８
ＲＶ５ ０．０５９ ０．０４９ ０．２５９ ０．８０１ ０．９８５ ０．０５１ ０．３０１ ０．８２６ ０．９９３ ０．９９８

ｎ＝１５００ ｜ｙｔ｜ ０．１２５ ０．０５３ ０．７２３ １．０００ １．０００ ０．０４３ ０．８０１ １．０００ １．０００ １．０００
ＲＶ３０ ０．０４５ ０．０４３ ０．４２７ ０．９５０ １．０００ ０．０４２ ０．５０１ ０．９８０ １．０００ １．０００
ＲＶ１５ ０．０４３ ０．０４７ ０．４３３ ０．９５０ １．０００ ０．０４１ ０．５１１ ０．９８１ １．０００ １．０００
ＲＶ５ ０．０４１ ０．０４８ ０．４３１ ０．９５２ １．０００ ０．０４１ ０．５０９ ０．９７８ １．０００ １．０００

ｎ＝２０００ ｜ｙｔ｜ ０．１０８ ０．０７０ ０．８７９ １．０００ １．０００ ０．０５４ ０．９１２ １．０００ １．０００ １．０００
ＲＶ３０ ０．０５３ ０．０６５ ０．６１１ ０．９９７ １．０００ ０．０５０ ０．６４５ ０．９９７ １．０００ １．０００
ＲＶ１５ ０．０５０ ０．０６８ ０．６２５ ０．９９７ １．０００ ０．０５１ ０．６５４ ０．９９７ １．０００ １．０００
ＲＶ５ ０．０５２ ０．０６５ ０．６２６ ０．９９７ １．０００ ０．０５２ ０．６５７ ０．９９７ １．０００ １．０００
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　　从表４可以看出，当低频残差相关性较小时，
各波动率代表模型都不能很好地辨别 ＧＡＲＣＨ（１，
１）模型和 ＧＡＲＣＨ（１，２）模型，但当 β２比较显著
时，特别是样本量较大的时候，可以很好地识别。

此外，虽然基于低频数据检验统计量的功效结果

较大，但当β２≤０１时，它也不能很好地识别模型
阶数。因此，总体来说，受噪声影响，当低频残差

自相关性较小时，检验统计量都有一定的误判率。

此外，尽管在低频残差自相关情形下，基于高频信

息的检验统计量并不占优势，但当低频残差相关

性较大时，在一定的样本量规模下，本文所提出的

检验统计量是可以判别 ＧＡＲＣＨ模型阶数选择错
误问题的，具有实用性。

４　实证分析

本节研究所提出的检验在实际数据的实践情

况。研究数据分别为２０１４年９月２日至２０１５年
１２月３１日沪深３００指数（ＣＳＩ３００）、２０１４年１月７
日至２０１５年１０月１３日中证５００指数（ＣＳＩ５００）
以及２０１１年８月２４日至２０１５年１０月１３日上证
５０指数（ＳＳＥ５０）的每日１ｍｉｎ间隔价格数据，记
第ｔ天的１ｍｉｎ间隔价格数据为 Ｐｔ（ｕ），每天２４０
个观测值，分别包含３２５、４２９、１０００个交易日。而
Ｐｔ（１）表示第 ｔ天的收盘价格，３个指数每天收盘
价格见图２。

图２　各指数收盘价格曲线图

Ｆｉｇ．２　Ｃｌｏｓｉｎｇｐｒｉｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆｖａｒｉｏｕｓｉｎｄｉｃｅｓ

　　从图２可以看出，３个指数的收盘价格序列都
不平稳，但可通过取对数收益率对其进行平稳化

处理。同样，对高频数据也采用对数收益率公

式［７］，具体对数收益率计算公式如下：

３６
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　Ｙｔ（ｕ）＝［ｌｏｇＰｔ（ｕ）－ｌｏｇＰｔ－１（ｕ）］×１００。 （２９）
以收盘价格为例，取 ｕ＝１，使用公式（２９）后，

可以得到３个指数的日间收盘价对数收益率，结
果如图３所示。

图３　各指数日间对数收益率曲线图

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｔｒａｄａｙｌｏｇｒｅｔｕｒｎｃｕｒｖｅｓｏｆｖａｒｉｏｕｓｉｎｄｉｃｅｓ

　　从图３可以看出，使用对数收益率公式后，平
稳化效果明显。３个指数的日间对数收益率都在
０附近震荡，符合平稳序列特征，但从中也可以看
出，３个指数的对数收益率在不同时间段波动存在
明显差异，有异方差特征，可以使用ＧＡＲＣＨ（１，１）
模型尝试对数据进行拟合。

在进行模型估计前，需采用波动率代表对高

频数据进行降维，与模拟一致，选择已实现波动

率，并分别选取５ｍｉｎ、１５ｍｉｎ和３０ｍｉｎ的抽样频
率，得到波动率代表 Ｈｔ，分别记为 ＲＶ５、ＲＶ１５和
ＲＶ３０。同时，选取波动率代表Ｈｔ＝｜ｙｔ｜作为日间
模型，与之进行对比。经过处理后，便可采用文

中的 ＱＭＥＬＥ估计方法得到估计参数结果，见
表５。

表５　各指数各波动率代表模型估计结果表
Ｔａｂｌｅ５　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｏｆｅａｃｈｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｏｆｖａｒｉｏｕｓ

ｉｎｄｉｃｅｓ

指数 波动率代表 ω^ α^ β^
ＣＳＩ３００ ｜ｙｔ｜ ０．０６７１ ０．０５４３ ０．８８２１

ＲＶ３０ ０．０９１４ ０．１２４９ ０．７６５０
ＲＶ１５ ０．１０４３ ０．１２４６ ０．７５８６
ＲＶ５ ０．０６９９ ０．１２６５ ０．７７４２

ＣＳＩ５００ ｜ｙｔ｜ ０．０８１９ ０．０９６３ ０．８１８８
ＲＶ３０ ０．１２１３ ０．１８９６ ０．６７５７
ＲＶ１５ ０．１１１１ ０．１７５３ ０．７００２
ＲＶ５ ０．０５８９ ０．１７１５ ０．７３８９

ＳＳＥ５０ ｜ｙｔ｜ ０．０２１３ ０．０３３５ ０．９２３５
ＲＶ３０ ０．０１４６ ０．０８０７ ０．８５２９
ＲＶ１５ ０．０１８７ ０．０７９６ ０．８５１０
ＲＶ５ ０．０１３５ ０．０７９２ ０．８５６４

４６
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　　以沪深３００指数为例，选取日间波动率代表
｜ｙｔ｜进行建模估计，得到的模型结果为
ｙｔ＝σｔεｔ，σ

２
ｔ＝００６７１＋００５４３ｙ

２
ｔ－１＋０８８２１σ

２
ｔ－１。

而选取日内波动率代表，以ＲＶ５为例，进行建模估
计，得到的模型结果为

ｙｔ＝σｔεｔ，σ
２
ｔ＝００６９９＋０１２６５ｙ

２
ｔ－１＋０７７４２σ

２
ｔ－１。

对得到的波动率估计值进行可视化，可得到

具体的波动率估计曲线，见图４。
由于基于高频数据的各日间波动率代表之间

的结果相近，波动率估计曲线会互相重合，所以图

４选取基于日间波动率代表 ＲＶ５的估计结果与基
于日内波动率代表的结果进行对比。从图４可以
看出，基于高频数据的波动率代表模型可以捕捉

更多波动信息，估计结果更为准确。

图４　各指数选取日内波动率和日间波动率代表下波动率估计效果图
Ｆｉｇ．４　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｔｒａｄａｙａｎｄｄａｉｌｙｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙｍｏｄｅｌｓｆｏｒｖａｒｉｏｕｓｉｎｄｉｃｅｓ

　　得到估计结果后，便可计算检验统计量的值，
同样取残差自相关函数最大滞后阶数 ｍ＝６，具体
结果见表６。

表６　各指数各波动率代表
Ｔａｂｌｅ６　Ｔｅｓｔｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｅａｃｈｉｎｄｅｘａｎｄｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｐｒｏｘｙ

指数 Ｑ槇ｃ（｜ｙｔ｜） Ｑｃ
!

（ＲＶ３０）Ｑｃ
!

（ＲＶ１５）Ｑｃ
!

（ＲＶ５）

ＣＳＩ３００ ３．３１８９ ２．８９９９ ２．７０３４ ２．５７３１
ＣＳＩ５００ １０．７１２８ ５．７００６ ４．８５５６ ６．０５２６
ＳＳＥ５０ １．０８６０ １．０４３５ ０．８７７１ ０．７６６１

　　从表６可以看出，若取显著性水平为００５，
则基于高频数据构建的模型和基于低频数据

构建的模型的检验统计量结果都小于临界值

２
０９５（６）＝１２５９１６，都接受了原假设，即认为
模型选择正确。此外，基于高频数据的检验统

计量结果都比基于低频数据的小，也就是说，在

估计效果更好的情况下，检验统计量更倾向于

接受原假设，这是符合预期的。假设原假设为

真，那么估计结果越接近真值，其检验统计量也

应当越远离临界值。因为原假设中检验统计量

为卡方分布，所以越远离临界值对应越小的检

验统计量结果。下面通过对比不同滞后阶数的

残差自相关图进行进一步验证，具体见图５。
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图５　各指数选取日间波动率和日内波动率代表下的残差自相关图

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｉｄｕａｌａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｆｏｒｅａｃｈｉｎｄｅｘｂａｓｅｄｏｎｉｎｔｒａｄａｙａｎｄｄａｉｌｙｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ

　　同样，此处选择基于 ＲＶ５为日间波动率代表
的残差自相关函数与日内波动率代表进行对比，

从图５可以看出，３个指数使用高频数据构建模
型的残差自相关性对比基于低频数据都有所减

小，也就是说，基于高频数据的模型确实更好地提

取了有用信息，这也预示了基于高频数据的检验

统计量结果应当会更小，验证了前面的检验统计

量结果。特别地，结合模拟中基于高频数据检验
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统计量的检验显著性水平更接近００５这一结论
可知，基于高频信息的检验犯第一类错误的概率

更小，所以当模型选择正确时，基于高频的检验统

计量更小，即检验对接受原假设的倾向性更明显

是非常合理的。这也说明所推导的检验统计量是

一个有效的模型诊断工具，能反映有用信息的提

取效果，具有实际意义。

５　结　语

本文根据基于高频信息的波动率代表

ＧＡＲＣＨ模型的 ＱＭＥＬＥ估计性质，推导出对应的
ｐｏｒｔｍａｎｔｅａｕＱ检验统计量，并通过模拟得到了该
检验统计量的显著性水平和功效。从模拟结果可

以看出，基于高频信息检验统计量的显著性水平

结果优于基于低频信息的检验统计量结果，也就

是说，所推导的检验统计量的 ０９５分位数更接近
理论的卡方分布 ０９５分位数。另外，从检验功效
结果可以看出，当高频残差存在相关性时，对比基

于低频信息的检验统计量，基于高频信息检验统

计量在识别上更具有优势。而当低频残差存在相

关性时，当相关性较大时，基于高频信息的检验统

计量也可以识别其相关性，这说明所提出的检验

统计量对 ＧＡＲＣＨ模型的阶数选择有一定的识别
作用。最后，以沪深３００、中证５００和上证５０等３
个指数为例进行实证分析发现，当日内波动率代

表和日间波动率代表模型的检验结果都为接受原

假设时，基于日间波动率代表模型的检验统计量

结果更小。对应基于日间数据的估计效果更好这

一结果，表明该检验统计量确实能显示信息的有

效提取效果，具有实用性。
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