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数据缺失情形下的空间平均值及其估计
黄晓韵

（广州大学 经济与统计学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：自空间平均被创立以来，无论是在科研还是在实践中都得到了广泛的应用，并取得了一定的成果。空

间平均中权重系数的估计问题一直是众多学者研究分析的课题。在缺失数据的情况下，空间平均是关于两个

随机变量Ｒ＝∑ｉ
βｉｓｉｒｉ以及Ｓ＝∑ｉ

βｉｓｉ的比率。文章假设在权重βｉ已知的情况下，利用“Ｄｅｌｔａ方法”推导了

用于估计真实空间平均的估计量ｒ的平方偏差、方差和均方误差的近似公式，分析了估计量ｒ的偏差以及方差

来源，并给出最小化偏差的空间平均估计权重，最后将所得结果运用于全球氨氧化古菌相对丰度数据。
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　　目前，空间平均在气候科学等领域中得到了
广泛的应用，例如空间平均值已被用于计算全球

或者区域的平均温度或平均降水［１－２］。空间平均

值作为描述空间分布的指标之一，是通过赋予空

间区域上的点观测不同的权重计算出来的［３］。在

对空间平均值进行计算时，如何确定权重就显得

非常重要。在计算过程中，通常会根据调查研究

目的来选择不同的空间平均值计算权重［１，４］。一

般而言，权重的选择不仅对空间平均值点估计的

计算起着重要作用，对了解偏差、方差等也有着不

可忽视的重要作用［５－７］。

在空间统计学中，如何求出最优空间平均值



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２３卷　

是一个很有意义的问题。在寻找最优空间平均值

过程中，其关键问题是确定空间平均的计算权重，

并根据所得到的权重对观测值进行平均，使得空

间平均值的某些统计量达到最小。１９９７年，Ｋａ
ｇａｎ［１］广泛地分析了如何利用离散观测值来估计
空间或时间平均值的问题以及最小化 ＭＳＥ的最
优空间平均问题，Ｋａｇａｎ考虑并选择权重 βｉ使得

线性加权平均∑ｉ
βｉｒｉ有最小的均方误差。

在实际应用中，受到设备故障、数据输入错误

等因素的影响，原始数据中可能会存在缺失值，此

时，空间平均值的计算通常只能受限于非缺失数

据集。数据的缺失不仅增加了空间平均值的计算

难度，也增加了其统计分析的复杂性。缺失数据

插补作为解决数据缺失的一种方法，能够在一定

程度上解决数据缺失所带来的数据信息丢失、估

计值偏差大等问题。也就是说，倘若数据中出现

缺失值，可以利用辅助信息为缺失值寻找一个替

代值来补全数据。而Ｋａｇａｎ［１］认为，当一组数据从
一个时间段变化到另一个时间段时，若对每个时

间段的数据分别计算空间平均最优权重系数，便

可仅仅通过非缺失数据求得每个时间段的最优空

间平均值。后续研究中，有学者讨论了该方法替

代最优插值法的可行性［８－１０］。

由于不同时期非缺失数据观察值通常是不同

的，所以先前关于缺失数据情况下计算空间平均

值最优平均问题的讨论主要集中于如何对每个时

期的观测提出不同的最优平均方法，进而计算不

同时间段的最优空间平均权重［１０］。２０１８年，针对
空间域上非缺失观察值会随着时间的变化而变化

以及存在缺失数据的情况，Ｓｅｓｈａｄｒｉ［１１］找到了一组
可用于不同时期的固定权重βｉ，并且利用 Ｄｅｌｔａ方
法推导出空间平均值的偏差和方差的近似估计，

同时检验了所得到估计的准确性。在参考文献

［１１］中，作者主要考虑的是数据的缺失独立于所
有观测变量的情况，这是一个相对严格的假设。

在实际运用中，造成数据缺失的原因有很多，例如

在医疗诊断中，病人由于收入的限制而选择不进

行某项检查及病人检查数据的获取需要时间等。

也就是说，数据的缺失往往会受到其他观测变量

的影响。为了对缺失数据下的空间平均计算进行

更加系统的理论分析，本文在假设数据条件缺失

概率已知的情况下，利用Ｄｅｌｔａ方法推导出空间平
均值的偏差和方差的近似估计，并在最小化空间

平均偏差的情况下，得到一组能应用于所有时期

的固定空间平均估计权重 βｉ，结果发现，如果观测
值ｒｉ的期望越接近真实空间平均值，那么在该位
置的观测将被赋予更高的权重。

本文第１节在假设权重 βｉ已知的情况下，推
导了描述空间平均估计量ｒ的平方偏差、方差的近
似公式；第２节讨论了如何为最小化空间平均的
偏差确定权重 βｉ；第３节在观测值以条件概率 πｉ
缺失的前提下，将第２节所得结论应用于全球氨
氧化古菌相对丰度数据中，以求出其空间平均相

对丰度所对应的权重。

１　空间平均统计量

考虑某个空间区域上的点观测 ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ），

对每个观测值ｒｉ都赋予固定的权重βｉ且∑ｎ

ｉ
βｉ＝

１。对于数据中存在缺失的情况，可以利用随机变
量ｓｉ表示数据是否存在缺失，若 ｓｉ＝０，那么说明
位于位置ｉ处的点观测 ｒｉ缺失；若 ｓｉ＝１，则位置 ｉ
处的点观测 ｒｉ不缺失，并对数据是否缺失做进一
步的假设，从而观测值 ｒｉ缺失与否不会影响另一
点的观测值是否缺失，即 ｓｉ和 ｓｊ相互独立。假设
数据缺失机制是随机的，令Ｐｒ（ｓｉ＝１）＝α，给定随
机变量ｘｉ，则条件缺失概率为

π（ｘｉ）＝Ｅ（ｓｉ｜ｘｉ）＝Ｐｒ（ｓｉ＝１｜ｘｉ）， （１）
空间平均统计量为

ｒ≡ ＲＳ＝
∑ｎ

ｉ
βｉπｉｒｉ

∑ｎ

ｉ
βｉπｉ

， （２）

其中，πｉ＝π（ｘｉ），该统计量用于估计真实的空间
平均值υ。在公式（２）中，空间平均统计量 ｒ的分
子以及分母都是随机变量。通常来说，υ和 ｒ都是
关于时间的函数。

１．１　通过“Ｄｅｌｔａ方法”近似均方误差
首先，将空间统计量表示成关于变量 Ｒ、Ｓ的

函数形式ｒ＝ｆ（Ｒ，Ｓ）＝ＲＳ。假设函数 ｆ（Ｒ，Ｓ）是光

滑的且有限矩存在，那么，ｆ（Ｒ，Ｓ）在（ＥＲ，ＥＳ）处的

０７
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二阶泰勒展开式如下：

ｆ（Ｒ，Ｓ）≈ｆ（ＥＲ，ＥＳ）＋（Ｒ－ＥＲ）ｆＲ
＋（Ｓ－ＥＳ）ｆ

Ｓ
＋

１
２（Ｒ－ＥＲ）

２２ｆ
Ｒ２
＋１２（Ｓ－ＥＳ）

２２ｆ
Ｓ２
＋

（Ｒ－ＥＲ）（Ｓ－ＥＳ）
２ｆ
ＲＳ

。

（ＥＲ，ＥＳ）处的ｆ（Ｒ，Ｓ）关于 Ｒ和 Ｓ的偏导数分别

为
ｆ
Ｒ
＝１ＥＳ，

ｆ
Ｓ
＝－ ＥＲ
（ＥＳ）２

，
２ｆ
Ｒ２
＝０，

２ｆ
Ｓ２
＝ ２ＥＲ
（ＥＳ）３

，

２ｆ
ＲＳ

＝－ １
（ＥＳ）２

，两边同时取期望得

Ｅｆ（Ｒ，Ｓ）≈ＥＲＥＳ＋
ＥＲ
（ＥＳ）３

Ｅ（Ｓ－ＥＳ）２－

１
（ＥＳ）２

Ｅ（Ｒ－ＥＲ）（Ｓ－ＥＳ）。 （３）

真实的空间平均值用 υ表示，那么估计 υ的均方
误差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅｄＥｒｒｏｒ，ＭＳＥ）为

ＭＳＥ＝Ｅ（ｆ（Ｒ，Ｓ）－υ）２＝Ｅ（ｆ（Ｒ，Ｓ）－
Ｅｆ（Ｒ，Ｓ））２＋Ｅ（Ｅｆ（Ｒ，Ｓ）－υ）２。

令方差为Ｖｒ＝Ｅ（（ｆ（Ｒ，Ｓ）－Ｅｆ（Ｒ，Ｓ））
２以及

偏差的平方为Ｂｒ＝Ｅ（Ｅｆ（Ｒ，Ｓ）－υ）
２，那么估计真

实空间平均值的ＭＳＥ可以表示为
ＭＳＥ＝Ｖｒ＋Ｂｒ。

１．１．１　不含缺失数据的情况

因为∑ｎ

ｉ
βｉ＝１且πｉ＝１，所以Ｓ＝∑ｉ

βｉ＝１，

此时，与Ｓ有关的一些项不再存在，包括 Ｓ，Ｅ（Ｓ－
ＥＳ）２以及Ｅ（Ｒ－ＥＲ）（Ｓ－ＥＳ），那么空间平均被
简化为

Ｒ＝∑
ｎ

ｉ
βｉｒｉ，

对应的方差以及平方差分别被简化为如下形式：

Ｖｒ＝ＥＲ
２－（ＥＲ）２，

Ｂｒ＝Ｅ（ＥＲ－ｖ）
２。

１．１．２　含有缺失数据的情况
回到一般的情况，即个别的观测值以 πｉ的条

件概率缺失。当１－ａ１时，有Ｅｆ（Ｒ，Ｓ）ＥＲＥＳ，因

为Ｅｆ（Ｒ，Ｓ）中的其他项相对于ＥＲＥＳ而言比较小，所

以Ｖｒ＝Ｅ（ｆ（Ｒ，Ｓ）－
ＥＲ
ＥＳ）

２。为了避免在 Ｖｒ中出现

Ｒ和Ｓ的高阶矩，故利用 ｆ（Ｒ，Ｓ）的一阶近似，得
方差

Ｖｒ＝Ｅ（Ｒ－ＥＲ）
ｆ
Ｒ
＋（Ｓ－ＥＳ）ｆ

{ }Ｓ
２

。 （４）

将前面列出的偏导数带入式（４）中，得到

Ｖｒ＝
１

（ＥＳ）２
Ｅ（Ｒ－ＥＲ）２＋（ＥＲ）

２

（ＥＳ）４
Ｅ（Ｓ－ＥＳ）２－

２ ＥＲ
（ＥＳ）３

Ｅ（Ｒ－ＥＲ）（Ｓ－ＥＳ），

或者可以表示成如下形式：

Ｖｒ＝
σ２Ｒ
μ２Ｓ
＋
μ２Ｒ
μ４Ｓ
σ２Ｓ－２

μＲ
μ３Ｓ
σ２ＲＳ， （５）

其中，μ和 σ２表示下标变量的均值和标准差（或
协方差）。同样的，偏差可以表示成如下形式：

Ｂｒ＝Ｅ（Ｅｆ（Ｒ，Ｓ）－ｖ）
２＝

Ｅ μＲ
μＳ
－( )ｖ＋ μＲμ３Ｓσ２Ｓ－

σ２ＲＳ
μ２( )( )
Ｓ

２

。 （６）

１．２　偏差和方差的渐近表示
１．２．１　不含缺失数据的情况

对于数据完整的情况，有πｉ＝１且Ｓ＝∑ｎ

ｉ
βｉ＝

１，那么空间平均估计量简化为Ｒ＝∑ｉ
βｉｒｉ，其对

应的方差为

Ｖｒ＝∑ｉ
β２ｉσ

２
ｒｉ＋２∑

ｉ＜ｊ
βｉβｊＣｏｖ（ｒｉ，ｒｊ），

其中，σ２ｒｉ＝Ｅｒ
２
ｉ－（Ｅｒｉ）

２，Ｃｏｖ（ｒｉ，ｒｊ）＝Ｅｒｉｒｊ－
ＥｒｉＥｒｊ。若用 Ｓｒ表示观测值的协方差矩阵以及

β＝（β１，…，βｎ）
Ｔ表示权重向量，那么方差可以表

示如下：

Ｖｒ＝β
ＴＳｒβ。

空间平均估计量的偏差可以用时间序列的平

均进行表示：

Ｂｒ＝
１
Ｎ∑ｔ（∑ｉβｉ（Ｅｒｉ（ｔ）－ｖ（ｔ）））

２，

令 Ｄ１ ＝
１
Ｎ∑ｔ

ｄ１（ｔ）ｄ１（ｔ）
Ｔ，ｄ１（ｔ）＝（Ｅｒ１（ｔ）－

ｖ（ｔ），Ｅｒ２（ｔ）－ｖ（ｔ），…，Ｅｒｎ（ｔ）－ｖ（ｔ））
Ｔ，其中，Ｄ１

为ｎ×ｎ的矩阵，Ｎ是时间ｔ的总周期数。那么，偏
差可以表示为

Ｂｒ＝β
ＴＤ１β。

１．２．２　含有缺失数据的情况
在使用式（５）和式（６）时，需要计算 Ｒ、Ｓ的一

１７
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阶矩和二阶矩，下面逐一给出其具体形式。对于

一般情况，个别的观测值以 πｉ的条件概率缺失。
此时，Ｒ的方差为

σ２Ｒ≡Ｅ（Ｒ－ＥＲ）
２＝ＥＲ２－（ＥＲ）２。 （７）

公式（７）的第一项可以展开成

ＥＲ２ ＝Ｅ∑
ｉ
β２ｉπ

２
ｉｒ
２
ｉ＋２Ｅ∑

ｉ＜ｊ
βｉβｊπｉπｊｒｉｒｊ。

由于 πｉ和 ｒｉ相互独立，πｉ和 πｊ相互独立，那么

Ｅπ２ｉ＝Ｅ（πｉ－α）
２＋α２＝σ２π＋α

２，Ｅπｉ＝α，有

ＥＲ２＝σ２π∑
ｉ
β２ｉＥｒ

２
ｉ＋α

２∑
ｉ
β２ｉＥｒ

２
ｉ＋２α

２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊＥｒｉｒｊ。

将公式（７）的第二项展开并代入条件缺失概率的
期望

（ＥＲ）２ ＝α２∑
Ｉ
β２ｉ（Ｅｒｉ）

２＋２α２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊＥｒｉＥｒｊ。

σ２Ｒ可推导成如下形式：

σ２Ｒ ＝σ
２
π∑

ｉ
β２ｉＥｒ

２
ｉ＋α

２∑
ｉ
β２ｉσ

２
ｒｉ＋

２α２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊＣｏｖ（ｒｉ，ｒｊ）， （８）

其中，σ２ｒｉ＝Ｅｒ
２
ｉ－（Ｅｒｉ）

２，Ｃｏｖ（ｒｉ，ｒｊ）＝Ｅｒｉｒｊ－

ＥｒｉＥｒｊ。
下面计算Ｓ的方差。由于

ＥＳ２ ＝σ２π∑
ｉ
β２ｉ＋α

２∑
ｉ
β２ｉ＋２α

２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊ，

（ＥＳ）２ ＝α２∑
Ｉ
β２ｉ＋２α

２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊ，

故σ２Ｓ可推导成如下形式：

σ２Ｓ ＝σ
２
π∑

ｉ
β２ｉ。 （９）

注意到，σ２Ｓ与观测值的条件缺失概率方差有

关，条件缺失概率的方差越大，σ２Ｓ就越大。同理，
Ｒ和Ｓ之间的协方差是

σ２ＲＳ ＝σ
２
π∑

ｉ
β２ｉＥｒｉ。 （１０）

为了更好地说明空间平均值的偏差以及方差

来源，接下来将利用观测值 ｒｉ与真值 ｖｉ的关系对

σ２Ｒ、σ
２
Ｓ做进一步的推导。观测值 ｒｉ与该点的真值

ｖｉ的关系为
ｒｉ＝ｖｉ＋εｉ，

其中，εｉ是随机误差项。假设，Ｅεｉ＝０且 εｉ与 ｖｉ
相互独立，那么

Ｅｒ２ｉ＝Ｅｖ
２
ｉ＋Ｅε

２
ｉ＋２Ｅｖｉεｉ＝Ｅｖ

２
ｉ＋σ

２
ε，

其中，σ２ε是εｉ的方差，σ
２
ε对于不同的位置而言是

常数，因为测量不同位置的数据时，所用的仪器都

相同，所以认为 σ２ε是恒定的。假设 ｖｉ和 εｉ相互
独立且随机误差项相互独立，即 Ｅεｉεｊ＝ＥεｉＥεｊ＝
０。因此，ｒｉ的期望和协方差可以分别表示为Ｅｒｉ＝
Ｅｖｉ以及Ｃｏｖ（ｒｉ，ｒｊ）＝Ｃｏｖ（ｖｉ，ｖｊ）。将 ｒｉ的期望和

协方差带入Ｒ的方差σ２Ｒ中，得到

σ２Ｒ ＝σ
２
π∑

ｉ
β２ｉＥｖ

２
ｉ＋α

２∑
ｉ
β２ｉσ

２
ｖｉ＋

２α２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊＣｏｖ（ｖｉ，ｖｊ）＋σ

２
πσ

２
ε∑
ｉ
β２ｉ＋

α２σ２ε∑
ｉ
β２ｉ。 （１１）

σ２Ｒ的第一项与 Ｅｖ
２
ｉ有关，第二项以及第三项

分别是由ｖｉ的方差以及协方差所带来的，而最后
两项则是由随机误差的方差引起的。同样的，Ｒ
和Ｓ的协方差可以表示成如下形式：

σ２ＲＳ ＝σ
２
π∑

ｉ
β２ｉＥｖｉ， （１２）

σ２ＲＳ与其采样位点真实值的期望值有关。易得，Ｒ
的期望以及 Ｓ的期望分别为 μＲ＝α∑ｉβｉＥｖｉ和 μＳ
＝α，将σ２Ｓ和σ

２
ＲＳ代入Ｂｒ，得到

Ｂｒ (＝Ｅ ∑
ｉ
βｉＥｖｉ( )－ｖ＋

σ２π
α( )２ μｖ∑

ｉ
β２ｉ－∑

ｉ
β２ｉＥｖ( ) )ｉ

２

， （１３）

其中，μｖ≡∑ｉβｉＥｖｉ。从公式（１３）中可以看出，计
算空间平均值的偏差来源是有限样本的抽样误差

以及由缺失数据所带来的误差，并且缺失数据所

带来的误差与
１
α２
成比例关系。

至于方差，其推导式如下：

Ｖｒ＝
σ２π
α２∑ｉβ

２
ｉＥｖ

２
ｉ＋∑

ｉ
β２ｉσ

２
ｖｉ＋

２∑
ｉ＜ｊ
βｉβｊＣｏｖ（ｖｉ，ｖｊ）＋σ

２
ε∑
ｉ
β２ｉ＋

σ２εσ
２
π

α２ ∑ｉβ
２
ｉ＋
μ２ｖσ

２
π

α２∑ｉβ
２
ｉ－

２
μｖσ

２
π

α２∑ｉβ
２
ｉＥｖｉ。 （１４）

注意到，方差公式的前五项是由随机变量 Ｒ引起
的，第六项是由Ｓ的方差引起的，最后一项是由 Ｒ
和Ｓ的协方差引起的，这说明空间平均值的方差
主要是由 Ｒ和 Ｓ的方差以及它们的协方差带来

２７
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的。进一步的，公式（１４）表示成如下形式：

Ｖｒ＝∑
ｉ
β２ｉσ

２
ｖｉ＋２∑

ｉ＜ｊ
βｉβｊＣｏｖ（ｖｉ，ｖｊ）＋σ

２
ε∑
ｉ
β２ｉ＋

σ２π
α２∑ｉβ

２
ｉ（σ

２
ｖｉ＋σ

２
ε）＋

σ２π
α２∑

ｉ

β２ｉ（Ｅｖｉ－μｖ）
２，

由于σ２ｖｉ＋σ
２
ε＝σ

２
ｒｉ，故

Ｖｒ＝∑
ｉ，ｊ
βｉβｊＣｏｖ（ｒｉ，ｒｊ）＋

σ２π
α２∑ｉβ

２
ｉσ
２
ｒｉ＋

σ２π
α２∑ｉβ

２
ｉ（Ｅｒｉ－μｒ）

２， （１５）

其中，μｒ＝∑ｉ
βｉＥｒｉ。令Ｓｒ为观测值 ｒｉ的协方差

矩阵，Ｓｄｒ、Ｆｒ是第 ｉ个对角元素分别为 σ
２
ｒｉ、（Ｅｒｉ－

μｒ）
２的对角矩阵，那么方差可以表示成如下形式：

Ｖｒ＝β
ＴＣβ

其中，β＝（β１，β２，…，βｎ）
Ｔ，Ｃ＝Ｓｒ＋

σ２π
α２
（Ｓｄｒ＋Ｆｒ）。

令数据缺失机制为完全随机缺失情况下，空间平

均值方差为Ｖ′ｒ，那么

　Ｖ′ｒ＝∑
ｉ，ｊ
β′ｉβ′ｊＣｏｖ（ｒ′ｉ，ｒ′ｊ）＋

α（１－α）
α２ ∑ｉβ′

２
ｉσ

２
ｒ′ｉ＋

α（１－α）
α２ ∑

ｉ
β′２ｉ（Ｅｒ′ｉ－μｒ′）

２。

与Ｓｅｓｈａｄｒｉ所讨论的方差 Ｖ′ｒ相比，在数据缺失机

制为随机缺失的情况下，如果σ２π＜α（１－α），那么
空间平均的方差Ｖｒ会更小。

本文在这一节中给出了个别观测值以条件概

率πｉ缺失的情况下，估计真实空间平均估计量 ｒ
的平方偏差、方差和均方误差的近似公式，并简单

分析了估计量ｒ的偏差以及方差来源。根据最优
平均理论，此时需要通过最小化估计量的偏差、方

差以及均方误差，算出空间平均最优权重。之前

已有研究［１－２］讨论了不存在数据缺失的情况下，

如何通过最小化空间平均估计量的偏差、方差来

求得最优估计。也有相关研究［１１］考虑了观测值以

α的概率缺失的情况，并通过最小化偏差、方差或
ＭＥＳ给出了空间平均值所对应的最优权重。目
前，对于观测值以条件概率 πｉ缺失的情形，空间
平均最优权重的估计问题讨论得还比较少。接下

来，笔者将通过最小化估计量的偏差计算空间平

均的估计权重。

２　最优平均

推导出空间平均估计量的偏差以及方差的近

似公式后，接下来将考虑如何确定，最小化偏差的

权重βｉ，也就是最优平均问题。本文的不同之处
在于，将问题扩展到每个观测值以 πｉ的条件概率
缺失。

以下将从偏差的两个贡献来考虑如何求得最

小化偏差的权重βｉ。首先，当数据不存在缺失时，
偏差的贡献来源于有限样本的抽样，此时，偏差为

Ｂｒ＝β
ＴＤ１β。因为受到条件∑ｉβｉ＝１的约束，权重

βｉ必须满足 ｕ
Ｔβ＝１以及 β≥０的条件，其中，ｕ＝

（１，１，…，１）Ｔ。为了最小化偏差，引入函数
ｇｂ，１（!，β）＝β

ＴＤ１β＋２!（１－ｕ
Ｔβ）＋２ρＴβ，

该函数需要在稳定点处达到最小。为了使不等式

约束条件β≥０成立，求得的解还需要满足互补松
弛条件ρｉβｉ＝０。对向量β求导，得

Ｄ１β＝!ｕ－ρ。
当数据不存在缺失时，观测值 ｒｉ的期望越接近真
实空间平均值，则该点在计算空间平均值时的权

重就越大。

回到缺失数据的情况，考虑偏差的第一个贡

献很小的极限情况，即 μｒ为近似真实空间平均值
的期望Ｅｖ。在实际应用中，将利用观测值对真实空
间平均值做近似。在此情况下，偏差可以表示为

Ｂｒ＝
σ２π
α( )２ (

２

∑
ｉ
β２ｉ（Ｅｖ－Ｅｒｉ )） ２

。

令Ｄ２是ｎ×ｎ阶的对角矩阵，其中，Ｄ２，ｉｉ＝Ｅ（ｒｉ－
ｖ）。为了最小化偏差，引入函数
ｇｂ，２（!，β）＝β

ＴＤ２ββ
ＴＤ２β＋４!（１－ｕ

Ｔβ）。
对β求导并令其等于０，得

Ｄ２ββ
ＴＤ２β＝!ｕ

当ｎ＝３时，
Ｄ２２，１１β

３
１＋Ｄ２，１１Ｄ２，２２β１β

２
２＋Ｄ２，１１Ｄ２，３３β１β

２
３

Ｄ２，１１Ｄ２，２２β
２
１β２＋Ｄ

２
２，２２β

３
２＋Ｄ２，２２Ｄ２，３３β２β

２
３

Ｄ２，１１Ｄ２，３３β
２
１β３＋Ｄ２，２２Ｄ２，３３β

２
２β３＋Ｄ

２
２，２２β









３３

＝










!

!

!

，

其中，Ｄ２，ｉｉ表示ｎ×ｎ矩阵主对角线上的第 ｉ个元
素。将每一个线性方程减去前一个线性方程，得

到以下方程：

３７
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（Ｄ２，１１β
２
１ ＋Ｄ２，２２β

２
２ ＋Ｄ２，３３β

２
３）（Ｄ２，１１β１ －

Ｄ２，２２β２）＝０，
（Ｄ２，１１β

２
１ ＋Ｄ２，２２β

２
２ ＋Ｄ２，３３β

２
３）（Ｄ２，２２β２ －

Ｄ２，３３β３）＝０。
考虑Ｄ２，１１＜０以及 Ｄ２，２２、Ｄ２，３３＞０的情况，令 Ｄ２，２２
β２－Ｄ２，３３β３＝０或者

β２
β３
＝
Ｄ２，３３
Ｄ２，２２
，

另外，因为Ｄ２，１１β
２
１＋Ｄ２，２２β

２
２＋Ｄ２，３３β

２
３＝０，所以有

β１
β２
＝（－

Ｄ２，２２
Ｄ２，１１
（１＋

Ｄ２，２２
Ｄ２，３３
））

１
２，

根据条件∑ｉβｉ＝１，便可求出β１，β２和β３。
对于一般的情况，

Ｄ２，１１β１∑ｎ

ｋ＝１
Ｄ２，ｋｋβ

２
ｋ

…

…

Ｄ２，ｎｎβｎ∑ｎ

ｋ＝１
Ｄ２，ｋｋβ

２















ｋ

＝

!

…

…













!

。

同样的，将每一个线性方程减去前一个线性方程，

得到以下方程：

（Ｄ２，１１β１－Ｄ２，２２β２）∑ｎ

ｋ＝１
Ｄ２，ｋｋβ

２
ｋ

…

（Ｄ２，ｎ－１，ｎ－１βｎ－１－Ｄ２，ｎｎβｎ）∑ｎ

ｋ＝１
Ｄ２，ｋｋβ

２











ｋ

＝
０
…









０

。

在计算上述ｎ－１个方程时，首先根据 Ｄ２，ｉｉ＜０以
及 Ｄ２，ｉｉ＞０将 ｎ－２个方程分成两组，再由
Ｄ２，ｊ－１，ｊ－１βｊ－１－Ｄ２，ｊｊβｊ＝０，ｊ＝２，３，…，ｎ得出 ｎ－２
个βｊ－１与βｊ的比例关系，最后利用∑

ｎ
ｋ＝１Ｄ２，ｋｋβ

２
ｋ＝０

以及∑ｉβｉ＝１便可解出βｉ，其中，ｉ＝１，２，…，ｎ。注
意到，位置ｉ处观测值ｒｉ的期望越接近真实空间平
均值，意味着该观测值的权重βｉ越大。

总的来说，无论是在非数据缺失情形下还是

数据缺失情形下，在位置ｉ处的观测值ｒｉ的期望越
接近真实空间平均值，那么在计算空间平均时，该

位置的观测值就有着越大的空间平均估计权重。

３　实　证

本文选取全球氨氧化古菌相对丰度空间平均

计算问题作为空间平均值参数估计的应用案例进

行研究。为确保样本的代表性，本文选用２００９—
２０１２年太平洋、大西洋、印度洋、地中海、红海等区

域的氨氧化古菌相对丰度来计算全球平均值，并

将其视为真实的相对丰度空间平均值，数据来源

于海洋基因图谱数据库 ｈｔｔｐｓ：／／ｔａｒａｏｃｅａｎｓ．ｍｉｏ．
ｏｓｕｐｙｔｈｅａｓ．ｆｒ／ｏｃｅａｎｇｅｎｅａｔｌａｓ／。

一般来说，氨氧化古菌难以在富营养化的表

层海水和中层海水中生存，环境复杂的深海为氨

氧化古菌提供了广阔的生存空间，所以推测可能

存在部分具有特定结构的氨氧化古菌能够适应从

陆地向深海扩展的环境变化［１２］。因此，受到氨氧

化古菌对不同海水深度的适应性影响，在采集不

同海水深度的样品时，可能会出现多个氨氧化古

菌物种相对丰度缺失的问题。作为影响氨氧化古

菌相对丰度数据中是否缺失的重要因素，本文将

选用海水深度来预测氨氧化古菌相对丰度的缺失

概率。当相对丰度数据被观测时，ｓｉ＝１；当相对丰
度数据缺失时，ｓｉ＝０。为了估计相对丰度的缺失
率，本文基于海水深度 ｘｉ对相对丰度的缺失概率
建立如下Ｌｏｇｉｓｔｉｃ回归模型：

π（ｘｉ）＝
ｅθ０＋θ１ｘｉ
１＋ｅθ０＋θ１ｘｉ

， （１６）

其中，θ０和θ１是未知的回归参数。根据公式（１６）
以及本文提出的方法，计算空间平均值的估计参

数，结果如表１及表２。

表１　数据缺失情况下的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型计算结果
Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｌｏｇｉｓｔｉｃｍｏｄｅｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｗｉｔｈｍｉｓｓｉｎｇ

ｄａｔａ

参数 估计值 标准差 Ｚ值 Ｐ值
θ０ －０．９０３１ ０．０４８０ －１８．８０ ＜２ｅ－１６
θ１ ０．００４２ ０．０００２ ２１．４８ ＜２ｅ－１６

表２　空间平均的估计权重
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｗｅｉｇｈｔｓｏｆｔｈｅｓｐａｔｉａｌａｖｅｒａｇｅｐｒｅｃｉｐｉ

ｔａｔｉｏｎ

区域 估计权重

北冰洋 ０．１５２１
北太平洋 ０．０９５９
北大西洋 ０．０８０６
地中海 ０．０４３７
红海 ０．０９６０
印度洋 ０．１６１３
南太平洋 ０．０９５９
南大西洋 ０．１５１４
南极洋 ０．１２３０
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　第５期 黄晓韵：数据缺失情形下的空间平均值及其估计 　　　

　　由表１可知，参数θ１的估计值为０００４２，对应
的Ｐ值远远小于显著性水平００５，说明深度对不
同氨氧化古菌物种相对丰度的缺失有显著的正效

应。从表２可以看到，氨氧化古菌相对丰度空间
平均的估计权重中，印度洋所对应的估计权重最

大，结合第２节得到的理论结果，说明印度洋观测
值的期望最接近真实的空间平均值；而地中海的

估计权重最小，说明地中海观测值的期望与真实

空间平均值的差异最大。
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