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关于一类广义丛代数的探讨
李菁菁，陈家辉

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：丛代数是代数学中的一个重要研究对象。它是一类以丛变量为生成元，并且满足某种突变规则的有

理函数域中的一个交换子代数。关于秩为２的丛代数
!

（ｂ，ｃ）已经有了一些研究成果。特别地，当 ｂｃ≤４时，

!

（ｂ，ｃ）是有限型丛代数和仿射型丛代数两种类型。现如今，丛代数在泊松几何、表示论、量子群等研究领域中

起重要作用。文章研究一类特殊广义丛代数的代数结构，主要通过定义ｓｎ（ｎ≥１）来建立此类广义丛代数的乘

法公式，并由此证明所有的丛单项式ｘｐｍｘ
ｑ
ｍ＋１（ｍ∈!

）和ｓｎ（ｎ≥１）组成的集合是此类广义丛代数的一组整基。
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　　在代数学的现代研究中，丛代数是一个研究
热点。丛代数是２００２年左右由 Ｆｏｍｉｎ等［１］引入

的，它是为了研究代数群的全正性和量子群的典

范基建立的一类新的交换代数。丛代数有许多组

合结构，它是由一个初始给定的丛通过某种递归

方式得到新的丛变量生成的有理函数域的交换子

代数。递归规律是由给定的可斜对称化的整数矩

阵和突变决定的。

随着数学研究的发展，人们在数学的不同分

支中发现了许多丛代数结构，这说明丛代数与其

他分支有着某种联系。因此，丛代数逐渐得到各

学科学者的广泛关注并成为国际上一个热门且重

要的研究理论。现阶段，丛代数与一些数学理论

知识相结合产生了许多研究成果。例如文献［２］
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表明丛代数在泊松几何上有直接的联系，文中引

入一个与丛代数结构兼容的泊松丛，并在此丛上

引入相容的环面作用，研究这个环面作用的一般

轨道并的泊松性质和拓扑性质；文献［３］证明了一
些 ＡＤＥ型丛代数与箭图表示理论有着某种特
殊的联系。除此之外，丛代数理论在代数表示

论［４－６］和离散动力系统［７－８］中也有相关的应用研

究。丛代数和这些分支之间有着千丝万缕的联

系，同时，这些知识的融入为接下来深入研究丛代

数提供了一类新的思路。

广义丛代数的概念是２０１４年左右由 Ｃｈｅｋｈｏｖ
等［９］引入的，它产生于具有轨道折叠点的黎曼曲

面的Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ空间。丛代数和广义丛代数的主
要区别在于丛变量的交换关系。丛代数中的许多

重要性质也被成功推广到广义丛代数中［９－１１］。

众所周知，秩为２的丛代数
!

（ｂ，ｃ）是丛代数
理论研究中的一种重要类型，它包含了有限型丛

代数（ｂｃ≤３）和仿射型丛代数（ｂｃ＝４）。丛代数中
的乘法公式对丛代数理论的研究有着重要作用，

那么，一个自然的问题是广义丛代数中能否建立乘

法公式。本文探究了一类特殊的广义丛代数
!

（２，
２）的基本结构，建立它的乘法公式并证明了丛单项
式ｘｐｍｘ

ｑ
ｍ＋１和元素ｓｎ共同构成了它的一组整基。
本文的组织结构如下：第一节回顾了丛代数

和广义丛代数的定义及重要性质，第二节是关于

广义丛代数
!

（２，２）的乘法公式的推导与证明过
程，第三节证明｛ｘｎ１ｍｘ

ｎ２
ｍ＋１，ｓｎ｜ｍ∈!

，ｎ１，ｎ２∈!≥０，

ｎ≥１｝是广义丛代数!

（２，２）的整基。

１　预备知识

在本节的简要介绍中，首先回顾丛代数的定

义［１２］。

定义１　域
"

＝
"

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）中的一个带
标记种子为一个二元组（Ｘ，Ｂ），其中，

（１）Ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）为域"

的一个自由生成子

集，即ｘ１，…，ｘｎ是"

代数无关的且
"

中包含ｘ１，…，
ｘｎ的最小域为"

；

（２）Ｂ∈Ｍｎ（!）为可斜对称化矩阵。
称Ｘ为种子（Ｘ，Ｂ）的丛，Ｂ为种子（Ｘ，Ｂ）的交换
矩阵，元素ｘ１，…，ｘｎ为丛变量。

定义２　设（Ｘ，Ｂ）为
"

中的一个带标记的种

子，ｋ＝１，２，…，ｎ，其中，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｍｎ（!），沿方向
ｋ的种子突变μｋ将（Ｘ，Ｂ）变为二元组

μｋ（Ｘ，Ｂ）：＝（Ｘ′，Ｂ′），
其中，（１）矩阵Ｂ′＝μｋ（Ｂ），即Ｂ′为矩阵Ｂ沿 ｋ方
向的突变；

（２）Ｘ′＝（ｘ′１，…，ｘ′ｎ）由如下的交换关系给出

ｘ′ｉ＝
∏
ｂｉｋ＞０
ｘｂｉｋｉ ＋∏

ｂｉｋ＜０
ｘ－ｂｉｋｉ

ｘｋ
， ｉ＝ｋ，

ｘｉ， ｉ≠ｋ
{

。

和Ｂ′定义如下：
ｂ′ｉｊ＝
－ｂｉｊ， ｉ＝ｋ或ｊ＝ｋ；

ｂｉｊ＋［ｂｉｋ］＋［ｂｋｊ］＋－［－ｂｉｋ］＋［－ｂｋｊ］＋，其他情形{ ，

其中，［ａ］＋＝ｍａｘ｛ａ，０｝。
注意到每个ｋ（１≤ｋ≤ｎ），种子突变μｋ是一个

对合，即

μｋ（μｋ（Ｘ，Ｂ））＝（Ｘ，Ｂ）。
种子（Ｘ′，Ｂ′）被认为突变等价于（Ｘ，Ｂ），如果

（Ｘ′，Ｂ′）可以通过种子突变序列从（Ｘ，Ｂ）获得，即
存在１≤ｋ１，…，ｋｔ≤ｎ，有

（Ｘ′，Ｂ′）＝μｋｔμｋｔ－１…μｋ１（Ｘ，Ｂ）。
记Ｔｎ是ｎ－正则树，当 ｎ＞１时，它是平面上

一个具有无穷多顶点的连通图，每个顶点都有 ｎ
条边与之相连接，这ｎ条边可用［１，ｎ］中的整数标
记，其中，［１，ｎ］＝｛１，２，…，ｎ｝。

设（Ｘ，Ｂ）是域
"

中的一个带标记的种子，令

（Ｘ，Ｂ）的一个丛模式 ｔ
!∑ｔ

使得 ｔ０是其根。对

于每一个顶点ｔ∈Ｔｎ，记
Ｘｔ＝（ｘ１；ｔ，…，ｘｎ；ｔ），Ｂｔ＝（ｂｉｊ；ｔ）。

称所有丛变量
#

：＝｛ｘｉ；ｔ｜ｉ∈［１，ｎ］，ｔ∈Ｔｎ｝生
成的

"

的
!

－子代数为丛模式

ｔ
!∑ｔ

对应的丛代数，记为
!

：＝
! ∑ｔ

( )
０
。

注意这里的种子（Ｘ，Ｂ）的丛模式ｔ
!∑ｔ

是指

赋予Ｔｎ的每一个顶点ｔ一个带标记的种子∑ｔ
＝

（Ｘｔ，Ｂｔ），

其中，（１）ｔ→
ｋ
ｔ′为 ｎ－正则树中的一条边，则

μｋ（∑ｔ
）＝∑ｔ′

；

（２）存在顶点ｔ０∈Ｔｎ，使得∑ｔ０
＝（Ｘ，Ｂ）。

８６
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接下来用一个例子来理解丛代数。

例１　设 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２｝和交换矩阵 Ｂ＝
０ １( )－２ ０

共同构成域
"

中的一个初始丛，则有

…
μ１
（｛ｘ１，ｘ０｝，－Ｂ）

μ２
（｛ｘ１，ｘ２｝，Ｂ）

μ１
…

μｔ

（｛ｘｉ，ｘｊ｝，Ｂｔ）…，

其中，ｊ＝
ｉ－１，ｔ＝１，
ｉ＋１，ｔ＝２{ ；

Ｂｔ＝
－Ｂ，ｔ＝１，
Ｂ， ｔ＝２{ 。

并且丛变量ｘｎ（ｎ∈!

）满足交换关系：

ｘｎ－１ｘｎ＋１＝
ｘｎ＋１，　ｎ为奇数，

ｘ２ｎ＋１，　ｎ为偶数{ 。

通过直接的计算可得到：

ｘ３＝
ｘ２２＋１
ｘ１
，ｘ４＝

ｘ１＋ｘ
２
２＋１

ｘ１ｘ２
，ｘ５＝

ｘ２２＋２ｘ１＋ｘ
２
１＋１

ｘ２２ｘ１
，

ｘ６＝ｘ０＝
１＋ｘ１
ｘ２
，ｘ７＝ｘ１，ｘ８＝ｘ２。

显而易见，丛变量｛ｘｎ｜ｎ∈!

｝的序列周期是６，因
此，只有６个不同的丛变量，这６个丛变量生成的
!

－子代数称为一个丛代数。
定理１［１］（洛朗现象）　对于任意的丛变量

ｘ′ｉ，都有
ｘ′ｉ∈!

［ｘ±１，…，ｘ
±
ｎ］，

即在丛代数中，任何丛变量都可以用任意给定的

丛表示为
!

上的洛朗多项式。

接下来介绍广义丛代数的定义［９，１３］。

定义３　一个广义种子在
"

＝
"

（ｘ１，…，ｘｍ）是
一个三元组（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ），其中，

（１）集合 珘Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｍ｝是"

上的一组超越

基，称为扩展丛；Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘｎ｝称为丛，其元素称
为丛变量；并且集合｛ｘｉ｜ｉ∈［ｎ＋１，ｍ］｝被称为冻
结向量。

（２）矩阵珟Ｂ和Ｂ分别称为扩展交换矩阵和交
换矩阵。

（３）ρ＝｛ρｉ｜ｉ∈［１，ｎ］｝是一组字符串，其中，
对于每个ｉ∈［１，ｎ］，用 ρｉ：＝｛ρｉ，０，…，ρｉ，ｄｉ｝表示第
ｉ个字符串，其中，ρｉ，０＝ρｉ，ｄｉ＝１，ｄｉ为 ｇｃｄ｛ｂｉｊ｜１≤ｊ
≤ｎ｝的一个因子，而 ρｉ，ｊ是!

［ｘｉ｜ｉ∈［ｎ＋１，ｍ］］中
的单项式，其中，１≤ｊ≤ｄｉ。

种子突变定义如下：

定义４　对于１≤ｋ≤ｎ，沿方向 ｋ的广义种子

（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）的突变是另一个广义种子μｋ（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）：＝

（珘Ｘ′，ρ′，珟Ｂ′），其中，

（１）集合 珘Ｘ′：＝（珘Ｘ＼｛ｘｋ｝）∪｛ｘ′ｋ｝，其中，新变
量ｘ′ｋ∈"

且有下面等式给出

ｘ′ｋ：＝μｋ（ｘｋ）＝

ｘ－１ｋ ∑
ｄｋ

ｒ＝０
ｐｋ，ｒ∏

ｍ

ｊ＝１
ｘ?［ｒβｊｋ］＋」＋?［－（ｄｋ－ｒ）βｊｋ］＋」( )ｊ ， （１）

称式（１）为交换关系。珟Ｂ＝（ｂｉｊ）为 ｍ×ｎ整数矩
阵，Ｂ是珟Ｂ的ｎ×ｎ可斜对称子矩阵，其中，矩阵 Ｂ
称为珟Ｂ的主部分；?ｘ」表示小于等于 ｘ的最大整
数。

（２）ρ′：＝μｋ（ρ）＝｛ρ′ｋ，ρｌ｜ｌ∈［１，ｎ］－｛ｋ｝｝，其
中，ρ′ｋ＝（ρ′ｋ，０，…，ρ′ｋ，ｄｋ）。对于０≤ｒ≤ｄｋ有

ρ′ｉ，ｒ＝
ρｉ，ｄｉ－ｒ， 当ｉ＝ｋ，

ρｉ，ｒ， 其他情形{ 。

（３）矩阵珟Ｂ′：＝μｋ（珟Ｂ）＝（ｂ′ｉｊ）的元素由下面等
式给出

ｂ′ｉｊ＝

　
－ｂｉｊ， 当ｉ＝ｋ或ｊ＝ｋ，

ｂｉｊ＋（［ｂｋｊ］＋ｂｉｋ＋ｂｋｊ［－ｂｉｋ］＋）， 其他情形{ 。

注意到每个ｋ（１≤ｋ≤ｎ），种子突变μｋ是一个
对合，即

μｋ（μｋ（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ））＝（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）。
广义种子（珘Ｘ′，ρ′，珟Ｂ′）被认为突变等价于（珘Ｘ，ρ，
珟Ｂ），如果（珘Ｘ′，ρ′，珟Ｂ′）可以通过种子突变序列从
（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）获得，即存在 １≤ｋ１，…，ｋｔ≤ｎ，有

（珘Ｘ′，ρ′，珟Ｂ′）＝μｋｔμｋｔ－１…μｋ１（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）。
设（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）是初始广义种子，称由（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）突变
等价于 （珘Ｘ′，ρ′，珟Ｂ′）的所有丛变量生成的"

的

!

－子代数为广义丛代数，记为
!

（珘Ｘ，ρ，珟Ｂ）。接下
来用一个例子来理解广义丛代数（参考文献

［１４］）。
例２　设 珘Ｘ＝Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２｝和矩阵 珟Ｂ＝Ｂ＝
０ １( )－２ ０

共同构成域
"

中的一个初始丛。令（ｄ１，

ｄ２）＝（２，１）和 ρ＝｛ρ１，ρ２｝，其中，对于任意 ｈ∈!

都有ρ１＝｛１，ｈ，１｝且ρ２＝｛１，１｝。这个三元组（Ｘ，
ρ，Ｂ）是一个广义种子，则有

…
μ１
（｛ｘ１，ｘ０｝，ρ，－Ｂ）

μ２
（｛ｘ１，ｘ２｝，ρ，Ｂ）

μ１

…
μｔ
（｛ｘｉ，ｘｊ｝，ρ，Ｂｔ）…，

９６



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２３卷　

这里，ｊ＝
ｉ－１，ｔ＝１，
ｉ＋１，ｔ＝２{ ；

Ｂｔ＝
－Ｂ，ｔ＝１，
Ｂ，ｔ＝２{ ，

其中，丛变量ｘｎ（ｎ∈!

）满足交换关系：

ｘｎ－１ｘｎ＋１＝
ｘｎ＋１， ｎ为奇数，

ｘ２ｎ＋ｈｘｎ＋１， ｎ为偶数{ 。

通过计算可得到：

ｘ３＝
ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１

，ｘ４＝
ｈｘ２＋ｘ１＋ｘ

２
２＋１

ｘ１ｘ２
，

ｘ５＝
ｘ２２＋ｈｘ２＋ｈｘ１ｘ２＋２ｘ１＋ｘ

２
１＋１

ｘ２２ｘ１
，

ｘ６＝ｘ０＝
１＋ｘ１
ｘ２
，ｘ７＝ｘ１，ｘ８＝ｘ２。

显而易见，丛变量｛ｘｎ｜ｎ∈!

｝的序列周期是

６，因此，只有６个不同的丛变量，这６个丛变量生
成

!

－子代数
"

（ｘ１，ｘ２）的广义丛代数。
定理２［９］（洛朗现象）　对于任意的丛向量

ｘ′ｉ都有
ｘ′ｉ∈!

［ｘ±１，…，ｘ
±
ｎ］，

即在广义丛代数中洛朗现象依然成立。

注１　作为文献［１］中建立的 Ｌａｕｒｅｎｔ现象的
一个特例，

!

（２，２）包含在Ｌａｕｒｅｎｔ多项式环
!

［ｘ±１，
ｘ±２］。特别地，所有的 ｘｎ和 ｓｍ都可以表示为 ｘ１
和 ｘ２的整系数 Ｌａｕｒｅｎｔ多项式。根据文献［３，
１５］通过几何方法给出了 Ｌａｕｒｅｎｔ多项式的具体
计算过程。

注２　本文统一给出以下记号：ｓ－ｎ＝０（ｎ＞０）。

２　广义丛代数
!

～
（２，２）乘法公式

设
"

＝
"

（ｘ１，ｘ２）是两个自由变量 ｘ１和 ｘ２的

有理函数域。取定初始种子（Ｘ，ρ，Ｂ），令ρ＝｛ρ１，

ρ２｝，Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２｝，Ｂ＝
０ ２( )－２ ０

，其中，ρ１＝ρ２＝

｛１，ｈ，１｝，这里ｈ∈!

，容易得到以下交换关系式：

ｘｎ－１ｘｎ＋１＝ｘ
２
ｎ＋ｈｘｎ＋１， （２）

根据定义１，
!

～
（２，２）是由 ｘｎ∈"

（ｎ∈!

）生成的广

义丛代数。元素 ｘｎ称为丛变量，关系式（２）称为

交换关系式。集合（ｘｎ，ｘｎ＋１）（ｎ∈!

）称为丛，形

如ｘｐｍｘ
ｑ
ｍ＋１（ｐ，ｑ∈!≥０，ｍ∈!

）称为丛单项式。

本文的主要研究对象是广义丛代数
!

～
（２，２），

而
!

～
（２，２）包含元素ｓ０，ｓ１，…，其定义如下：
ｓ０＝１，ｓ１＝ｘ０ｘ３－（ｘ１＋ｈ）（ｘ２＋ｈ），
ｓｍ＝ｓ１ｓｍ－１－ｓｍ－２（ｍ≥２）。

下面介绍本节的主要结果：

定理３　在广义丛代数
!

～
（２，２）中

（１）对任意ｍ∈!

，ｎ≥３，有

ｘｎｓｍ ＝∑
ｍ

ｉ＝０
ｘｎ－ｍ＋２ｉ＋ｈ∑

ｍ－１

ｉ＝１
（ｍ－ｉ）ｓｉ＋ｍｈ；

（２）对任意ｍ∈!

，ｎ≥３，有

ｘｍｘｍ＋ｎ ＝ｘ?ｍ＋ｎ２」ｘ「ｍ＋ｎ２?＋ｈ∑
?
ｎ－２
２」

ｊ＝０
∑
「
ｎ
２?

ｉ＝１
ｘｍ＋ｉ＋ｊ＋ｈ

２Δｎ＋

∑
ｉ≥１
ｓｎ－２ｉ。

这里

Δｎ ＝

∑
?
ｎ－３
２」

ｉ＝０

（ｎ－２－２ｉ）２
４ ｓ２ｉ＋１＋

　∑
?
ｎ－３
２」

ｉ＝０

（ｎ－２－２ｉ）（ｎ－２ｉ）
４ ｓ２ｉ，当ｎ≡０（ｍｏｄ２），

∑
?
ｎ－３
２」

ｉ＝０

（ｎ－１－２ｉ）２
４ ｓ２ｉ＋

　∑
?
ｎ－３
２－１」

ｉ＝０

（ｎ－３－２ｉ）（ｎ－１－２ｉ）
４ ｓ２ｉ＋１，其他情形

















 。

「ｘ?表示大于等于 ｘ的最小整数，?ｘ」表示小
于等于ｘ的最大整数。

为了证明定理３，需要以下引理：

设σ是!

～
（２，２）到

!

～
（２，２）的映射，定义

σ（ｘｎ）＝ｘｎ＋１，ｘｎ∈!

～
（２，２）。显然 σ是!

～
（２，２）

上的一个代数同构。

引理１　对于任意的ｎ∈!≥０，都有σ（ｓｎ）＝ｓｎ
成立。

证明　因为

　　σ（ｓ１）＝σ（ｘ０ｘ３－（ｘ１＋ｈ）（ｘ２＋ｈ））＝ｘ１ｘ４－（ｘ２＋ｈ）（ｘ３＋ｈ）＝

ｘ１
ｘ２３＋ｈｘ３＋１
ｘ２

－（ｘ２＋ｈ）（ｘ３＋ｈ）＝
ｘ１ｘ

２
３＋ｈｘ１ｘ３＋ｘ１－ｘ２（ｘ２＋ｈ）（ｘ３＋ｈ）

ｘ２
＝

ｘ３（ｘ
２
２＋ｈｘ２＋１）＋ｈ（ｘ

２
２＋ｈｘ２＋１）＋ｘ１－ｘ２（ｘ２＋ｈ）（ｘ３＋ｈ）

ｘ２
＝
ｘ１＋ｘ３＋ｈ
ｘ２

，

０７
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ｓ１＝ｘ０ｘ３－（ｘ１＋ｈ）（ｘ２＋ｈ）＝
ｘ２１＋ｈｘ１＋１
ｘ２

ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１

－（ｘ１＋ｈ）（ｘ２＋ｈ）＝

ｘ２１＋ｈｘ１＋１
ｘ２

ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１

－（ｘ１ｘ２＋ｈｘ１＋ｈｘ２＋ｈ
２）＝

（ｘ２１ｘ
２
２＋ｘ

２
１＋ｘ

２
２＋１）＋（ｈｘ

２
１ｘ２＋ｈｘ１ｘ

２
２＋ｈ

２ｘ１ｘ２＋ｈｘ１＋ｈｘ２）
ｘ１ｘ２

－（ｘ１ｘ２＋ｈｘ１＋ｈｘ２＋ｈ
２）＝

（ｘ２１ｘ
２
２＋ｘ

２
１＋ｘ

２
２＋１）－ｘ

２
１ｘ
２
２

ｘ１ｘ２
＋
（ｈｘ２１ｘ２＋ｈｘ１ｘ

２
２＋ｈ

２ｘ１ｘ２＋ｈｘ１＋ｈｘ２）－ｘ１ｘ２（ｈｘ１＋ｈｘ２＋ｈ
２）

ｘ１ｘ２
＝

ｘ２１＋ｘ
２
２＋１

ｘ１ｘ２
＋
ｘ１＋ｘ２
ｘ１ｘ２

ｈ＝
ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１ｘ２

＋
ｘ２１＋ｈｘ１
ｘ１ｘ２

＝
ｘ１ｘ３
ｘ１ｘ２
＋
ｘ１＋ｈ
ｘ２
＝
ｘ１＋ｘ３＋ｈ
ｘ２

。

故σ（ｓ１）＝ｓ１。
当ｍ＝１时，由上式可知 σ（ｓ１）＝ｓ１成立；假

设当ｍ≤ｎ－１时，有等式 σ（ｓｍ）＝ｓｍ成立，则当
ｍ＝ｎ时，有

σ（ｓｎ）＝σ（ｓ１ｓｎ－１－ｓｎ－２）＝σ（ｓ１）σ（ｓｎ－１）－
σ（ｓｎ－２）＝ｓ１ｓｎ－１－ｓｎ－２＝ｓｎ。

证毕。

引理２　对于任意的ｎ∈!

，都有ｘｎ＋１＝ｘｎｓ１－
ｘｎ－１－ｈ成立。

证明　根据引理１，可以得到

ｓ１＝σ
ｎ－２（ｓ１）＝σ

ｎ－２ ｘ１＋ｘ３＋ｈ
ｘ( )
２

＝
ｘｎ－１＋ｘｎ＋１＋ｈ

ｘｎ
，

故ｘｎ＋１＝ｘｎｓ１－ｘｎ－１－ｈ。证毕。
下面证明定理３。
（１）当ｍ＝１时，由引理２可知

ｘｎｓ１＝ｘｎ＋１＋ｘｎ－１＋ｈ。
当ｍ≤ｋ－１时，假设等式成立。现在证明当

ｍ＝ｋ时，
ｘｎｓｋ ＝ｘｎ（ｓｋ－１ｓ１－ｓｋ－２）

(
＝

∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋１＋２ｉ＋ｈ∑

ｋ－２

ｉ＝１
（ｋ－１－ｉ）ｓｉ＋（ｋ－１） )ｈ ｓ１

(
－

∑
ｋ－２

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２＋２ｉ＋ｈ∑

ｋ－３

ｉ＝１
（ｋ－２－ｉ）ｓｉ＋（ｋ－２） )

(
ｈ ＝

ｓ１∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋１＋２ｉ－∑

ｋ－２

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２＋２ )ｉ ＋

(ｈ ｓ１∑
ｋ－２

ｉ＝１
（ｋ－１－ｉ）ｓｉ－∑

ｋ－３

ｉ＝１
（ｋ－２－ｉ）ｓ)ｉ ＋

（（ｋ－１）ｈｓ１－（ｋ－２）ｈ）＝Δ′＋ｈΔ″＋
（（ｋ－１）ｈｓ１－（ｋ－２）ｈ），

　　这里的Δ′＝ｓ１∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋１＋２ｉ－∑

ｋ－２

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２＋２ｉ，Δ″＝

ｓ１∑
ｋ－２

ｉ＝１
（ｋ－１－ｉ）ｓｉ－∑

ｋ－３

ｉ＝１
（ｋ－２－ｉ）ｓｉ。

接下来分别计算Δ′及Δ″。

Δ′＝ｓ１∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋１＋２ｉ－∑

ｋ－２

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２＋２ｉ＝

ｓ１（ｘｎ－ｋ＋１＋ｘｎ－ｋ＋３＋… ＋ｘｎ＋ｋ－３＋ｘｎ＋ｋ－１）－
（ｘｎ－ｋ＋２＋ｘｎ－ｋ＋４＋… ＋ｘｎ＋ｋ－４＋ｘｎ＋ｋ－２）＝
（ｘｎ－ｋ＋２＋ｘｎ－ｋ＋ｈ）＋（ｘｎ－ｋ＋４＋ｘｎ－ｋ＋２＋ｈ）＋
… ＋（ｘｎ＋ｋ－２＋ｘｎ＋ｋ－４＋ｈ）＋（ｘｎ＋ｋ＋ｘｎ＋ｋ－２＋ｈ）－
（ｘｎ－ｋ＋２＋ｘｎ－ｋ＋４＋… ＋ｘｎ＋ｋ－４＋ｘｎ＋ｋ－２）＝
ｘｎ－ｋ＋ｈ＋ｘｎ－ｋ＋２＋ｈ＋… ＋ｘｎ＋ｋ－２＋ｈ＋ｘｎ＋ｋ ＝

∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２ｉ＋ｋｈ。

Δ″＝ｓ１∑
ｋ－２

ｉ＝１
（ｋ－１－ｉ）ｓｉ－∑

ｋ－３

ｉ＝１
（ｋ－２－ｉ）ｓｉ＝

ｓ１［（ｋ－２）ｓ１＋（ｋ－３）ｓ２＋… ＋２ｓｋ－３＋ｓｋ－２］－
［（ｋ－３）ｓ１＋（ｋ－４）ｓ２＋… ＋２ｓｋ－４＋ｓｋ－３］＝
（ｋ－２）（ｓ２＋１）＋（ｋ－３）（ｓ３＋ｓ１）＋… ＋
２（ｓｋ－２＋ｓｋ－４）＋（ｓｋ－１＋ｓｋ－３）－［（ｋ－３）ｓ１＋
（ｋ－４）ｓ２＋…＋２ｓｋ－４＋ｓｋ－３］＝（ｋ－２）（ｓ２＋１）＋
（ｋ－３）ｓ３＋… ＋２ｓｋ－２＋ｓｋ－１。

Δ′＋ｈΔ″＋［（ｋ－１）ｈｓ１－（ｋ－２）ｈ］＝

　 ∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２ｉ( )＋ｋｈ＋ｈ［（ｋ－２）（ｓ２＋１）＋

　（ｋ－３）ｓ３＋… ＋２ｓｋ－２＋ｓｋ－１］＋

　［（ｋ－１）ｈｓ１－（ｋ－２）ｈ］＝ ∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２ｉ( )＋ｋｈ＋

　ｈ［（ｋ－１）ｓ１＋（ｋ－２）ｓ２＋（ｋ－３）ｓ３＋… ＋

　２ｓｋ－２＋ｓｋ－１］＝∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２ｉ＋ｈ∑

ｋ－１

ｉ＝１
（ｋ－ｉ）ｓｉ＋ｋｈ。

故ｘｎｓｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝０
ｘｎ－ｋ＋２ｉ＋ｈ∑

ｋ－１

ｉ＝１
（ｋ－ｉ）ｓｉ＋ｋｈ。证

毕。

（２）证明以下等式

１７
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ｘ１ｘ１＋ｎ ＝ｘ?１＋ｎ２」ｘ「１＋ｎ２?＋ｈ∑
?
ｎ－２
２」

ｊ＝０
∑
「
ｎ
２?

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ

２Δｎ＋

∑
ｉ≥１
ｓｎ－２ｉ。 （３）

当ｎ＝３时，有
ｘ１ｘ４ ＝ｘ１（ｘ３ｓ１－ｘ２－ｈ）＝ｓ１（ｘ

２
２＋ｈｘ２＋１）－

ｘ１ｘ２－ｈｘ１ ＝ｘ２（ｘ３＋ｘ１＋ｈ）＋
ｈ（ｘ３＋ｘ１＋ｈ）＋ｓ１－ｘ１ｘ２－ｈｘ１ ＝
ｘ２ｘ３＋ｈ（ｘ３＋ｘ２＋ｈ）＋ｓ１ ＝

ｘ?１＋３２」ｘ「１＋３２?＋ｈ∑
?
３－２
２」

ｊ＝０
∑
「
３
２?

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋

ｈ２Δ３＋∑
ｉ≥１
ｓ３－２ｉ。

当ｎ≤ｋ－１时，假设等式（３）成立。现在证明
当ｎ＝ｋ时，有
ｘ１ｘ１＋ｋ ＝ｘ１（ｘｋｓ１－ｘｋ－１－ｈ）＝

ｘ１（ｘ１＋（ｋ－１）ｓ１－ｘ１＋（ｋ－２）－ｈ）＝

ｓ(１ ｘ?１＋ｋ－１２」ｘ「１＋ｋ－１２?＋ｈ∑
?
ｋ－１－２
２ 」

ｊ＝０
∑
「
ｋ－１
２?

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋

ｈ２Δｋ－１＋∑
ｉ≥１
ｓｋ－１－２ )ｉ (－ ｘ?１＋ｋ－２２」ｘ「１＋ｋ－２２?＋

ｈ∑
?
ｋ－２－２
２ 」

ｊ＝０
∑
「
ｋ－２
２?

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ

２Δｋ－２＋∑
ｉ≥１
ｓｋ－２－２ )ｉ －

ｈｘ１ (＝ ｓ１ｘ?１＋ｋ－１２」ｘ「１＋ｋ－１２?－ｘ?１＋ｋ－２２」ｘ「１＋ｋ－２２ )?

(

＋

ｈ∑
?
ｋ－１－２
２ 」

ｊ＝０
∑
「
ｋ－１
２?

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

?
ｋ－２－２
２ 」

ｊ＝０
∑
「
ｋ－２
２?

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋

（ｈ２ｓ１Δｋ－１－ｈ
２Δｋ－２） (＋ ∑

ｉ≥１
ｓ１ｓｋ－１－２ｉ－

∑
ｉ≥１
ｓｋ－２－２ )ｉ －ｈｘ１。

（Ｉ）当ｋ＝２ｔ时

(
，

ｓ１ｘ?１＋２ｔ－１２」ｘ「１＋２ｔ－１２?－ｘ?１＋２ｔ－２２」ｘ「１＋２ｔ－２２ )? ＋

(　 ｈ∑
?
２ｔ－１－２
２ 」

ｊ＝０
∑
「
２ｔ－１
２ ?

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

?
２ｔ－２－２
２ 」

ｊ＝０
∑
「
２ｔ－２
２ ?

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋

　（ｈ２ｓ１Δ２ｔ－１－ｈ
２Δ２ｔ－２）＋

(　 ∑
ｉ≥１
ｓ１ｓ２ｔ－１－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－２－２ )ｉ －ｈｘ１ ＝

　（ｓ１ｘｔｘｔ＋１－ｘｔｘｔ） (＋ ｈ∑
ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－

　ｈ∑
ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ－１

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋（ｈ２ｓ１Δ２ｔ－１－ｈ

２Δ２ｔ－２）＋

(　 ｓ１∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－１－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－２－２ )ｉ －ｈｘ１ ＝

　１＋２＋３＋４－ｈｘ１。
这 里 的 １ ＝ ｓ１ｘｔｘｔ＋１ － ｘｔｘｔ，２ ＝

ｈ∑
ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ－１

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ，３ ＝ｈ

２ｓ１Δ２ｔ－１ －

ｈ２Δ２ｔ－２，４ ＝ｓ１∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－１－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－２－２ｉ。

接下来分别计算１、２、３及４。

（ｉ）１＝ｘｔ（ｘｔ＋２＋ｘｔ＋ｈ）－ｘｔｘｔ＝（ｘｔ＋１ｘｔ＋１＋
ｈｘｔ＋１＋１）＋ｈｘｔ＝ｘｔ＋１ｘｔ＋１＋ｈ（ｘｔ＋１＋ｘｔ）＋１。

（ｉｉ）２ ＝ｈ∑
ｔ－２

ｊ＝
(

０
∑
ｔ

ｉ＝１
（ｘ２＋ｉ＋ｊ＋ｘｉ＋ｊ＋ｈ）－

∑
ｔ－１

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＝ ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝
(

０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ２＋ｉ＋ｊ ＋ｔｈ＋ｘ１ )＋ｊ ＝

ｈ∑
ｔ－２

ｊ＝
(

０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ２＋ｉ＋ｊ ＋ ｘ１ )＋ｊ ＋ （ｔ － １）ｔｈ２ ＝

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝
(

１
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ ＋ ｘ)ｊ ＋ （ｔ － １）ｔｈ２ ＝

(ｈ ∑
ｔ－１

ｊ＝１
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ ＋ ∑

ｔ－１

ｊ＝１
ｘ)ｊ ＋ （ｔ－ １）ｔｈ２ ＝

(ｈ ∑
ｔ－１

ｊ＝１
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ ＋ ∑

ｔ－１

ｉ＝１
ｘ)ｉ ＋ （ｔ－ １）ｔｈ２ ＝

(ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝１
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ (＋ ∑

ｔ

ｉ＝１
ｘｉ＋１＋ｘ１－ｘｔ－ｘｔ＋ ) )１ ＋（ｔ－

１）ｔｈ２ ＝ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋（ｔ－１）ｔｈ

２＋ｈ（ｘ１－ｘｔ－

ｘｔ＋１）。

（ｉｉｉ）３＝ｈ
２ｓ１Δ２ｔ－１－ｈ

２Δ２ｔ－２＝ｈ
２ｓ(１ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－

１－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ －

ｈ (２ ∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑

ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－

ｉ）ｓ２ )ｉ ＝ｈ (２ ∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２（ｓ２ｉ－１＋ｓ２ｉ＋１）＋∑

ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－

２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）（ｓ２ｉ＋ｓ２ｉ＋２ )） －ｈ (２ ∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－

ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ )ｉ ＝ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－

１－ｉ）２ｓ２ｉ－１－∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）２ｓ２ｉ＋ )１ ＋ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－

ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ｉ＋ )２ ＝ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－

１－ｉ）２ｓ２ｉ－１－∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）２ｓ２ｉ＋ )１ ＋ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－

２７
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ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ｉ＋ )２ ＝ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－

１－ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ｉ＋ )２ ＝

ｈ (２ ∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－

ｉ）ｓ２ｉ＋２＋ｔ（ｔ－１）ｓ０－ｔ（ｔ－１ )） ＝ｈ (２ ∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－

ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ )ｉ －ｔ（ｔ－１）ｈ２。

（ｉｖ）４＝ｓ１∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－１－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－２－２ｉ＝∑

ｔ－１

ｉ＝１
ｓ２ｔ－２ｉ

(
＝

∑
ｔ－１

ｉ＝１
ｓ２ｔ－２ｉ＋ )１ －１ (＝ ∑

ｔ－１

ｉ＝１
ｓ２ｔ－２ｉ＋ｓ)０ －１＝

∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ－１。

由（ｉ）～（ｉｖ）可知，
１＋２＋３＋４－ｈｘ１＝（ｘｔ＋１ｘｔ＋１＋ｈ（ｘｔ＋１＋

ｘｔ）＋１） (＋ ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋（ｔ－１）ｔｈ

２＋ｈ（ｘ１－

ｘｔ－ｘｔ＋１ )） (＋ ｈ (２ ∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－

１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ )ｉ －（ｔ－１）ｔｈ )２ (＋ ∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ－ )１ －

ｈｘ１ ＝ｘｔ＋１ｘｔ＋１ ＋ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－

ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ )ｉ ＋∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ。

（ＩＩ）当ｋ＝２ｔ＋１时

(
，

ｓ１ｘ?１＋２ｔ＋１－１２ 」ｘ「１＋２ｔ＋１－１２ ? －ｘ?１＋２ｔ＋１－２２ 」ｘ「１＋２ｔ＋１－２２ )?

(

＋

ｈ∑
?
２ｔ＋１－１－２

２ 」

ｊ＝０
∑
「
２ｔ＋１－１
２ ?

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

?
２ｔ＋１－２－２

２ 」

ｊ＝０
∑
「
２ｔ＋１－２
２ ?

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋

（ｈ２ｓ１Δ２ｔ＋１－１ － ｈ
２Δ２ｔ＋１－２） (＋ ｓ１∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ＋１－１－２ｉ －

∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ＋１－２－２ )ｉ － ｈｘ１ ＝ （ｓ１ｘｔ＋１ｘｔ＋１ －ｘｔｘｔ＋１）

(
＋

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋（ｈ２ｓ１Δ２ｔ －

ｈ２Δ２ｔ－１） (＋ ｓ１∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－１－２ )ｉ －ｈｘ１＝～１＋


～

２＋
～

３＋
～

４－ｈｘ１。

这 里 的 
～

１ ＝ ｓ１ｘｔ＋１ｘｔ＋１ － ｘｔｘｔ＋１，
～

２ ＝

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ，

～

３ ＝ｈ
２ｓ１Δ２ｔ －

ｈ２Δ２ｔ－１，
～

４ ＝ｓ１∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－１－２ｉ。

接下来分别计算
～

１、
～

２、
～

３及
～

４。

（ｉ）
～

１＝ｓ１ｘｔ＋１ｘｔ＋１－ｘｔｘｔ＋１＝（ｘｔ＋２＋ｘｔ＋ｈ）ｘｔ＋１－
ｘｔｘｔ＋１＝ｘｔ＋２ｘｔ＋１＋ｈｘｔ＋１。

（ｉｉ）
～

２ ＝ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｓ１ｘ１＋ｉ＋ｊ－ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＝

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
（ｘ２＋ｉ＋ｊ ＋ｘｉ＋ｊ ＋ｈ） －ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ ＝

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝
(

０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ２＋ｉ＋ｊ＋∑

ｔ

ｉ＝１
ｘｉ＋ｊ )＋ｔｈ －ｈ∑

ｔ－２

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＝

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝
(

０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ２＋ｉ＋ｊ＋∑

ｔ

ｉ＝１
ｘｉ＋ｊ ) (＋ｔｈ －ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ－

∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ )ｔ＋ｉ ＝ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝
(

０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ２＋ｉ＋ｊ－∑

ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋∑

ｔ

ｉ＝１
ｘｉ＋ｊ＋

)ｔｈ ＋ｈ∑
ｔ

ｉ＝１
ｘｔ＋ｉ＝ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝
(

０
ｘ２＋ｔ＋ｊ－ｘ２＋ｊ＋∑

ｔ

ｉ＝１
ｘ )ｉ＋ｊ ＋

ｈ∑
ｔ

ｉ＝１
ｘｔ＋ｉ＋ｔ

２ｈ２ ＝ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝
(

０
ｘ２＋ｔ＋ｊ－ｘ２＋ｊ＋∑

ｔ

ｉ＝１
ｘ )ｉ＋ｊ ＋

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
ｘ１＋ｔ＋ｊ＋ｔ

２ｈ２＝ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝
(

０
－ｘ２＋ｊ＋∑

ｔ＋２

ｉ＝１
ｘ )ｉ＋ｊ ＋ｔ

２ｈ２＝

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝
(

０
－ｘ２＋ｊ＋∑

ｔ＋１

ｉ＝０
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋ｔ２ｈ２ ＝ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝
(

０
－ｘ２＋ｊ＋

ｘ１＋ｊ＋∑
ｔ＋１

ｉ＝１
ｘ１ )＋ｉ＋ｊ ＋ｔ２ｈ２ ＝ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ＋１

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｔ

２ｈ２＋

ｈ（ｘ１－ｘｔ＋１）。

（ｉｉｉ）
～

３ ＝ｈ
２ｓ１Δ２ｔ －ｈ

２Δ２ｔ－１ ＝ｈ
２（ｓ１Δ２ｔ －

Δ２ｔ－１）＝ｈ (２ ∑
ｔ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－

ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ －ｈ２ｔ２。

上式的详细计算如下：

ｓ１Δ２ｔ－Δ２ｔ－１ (＝∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ１ｓ２ｉ＋１＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－

１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ１ｓ２ )ｉ (－ ∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－

２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ (＝ ∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２（ｓ２ｉ＋２＋

ｓ２ｉ）＋∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）（ｓ２ｉ＋１ ＋ｓ２ｉ－１ )）

(
－

∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－

ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ ＝∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋２＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－

３７



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２３卷　

ｉ）（ｓ２ｉ＋１＋ｓ２ｉ－１）－∑
ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－１－ｉ）ｓ２ｉ＋１ ＝

∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋２＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋１

(
＋

∑
ｔ－２

ｉ＝１
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ－１－∑

ｔ－３

ｉ＝０
（ｔ－２－ｉ）（ｔ－

１－ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ ＝∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋２＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－

ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋１ ＝∑
ｔ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｉ）２ｓ２ｉ－ｔ

２＋∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－

ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋１。

（ｉｖ）
～

４＝ｓ１∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ－∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－１－２ｉ＝∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ＋１－２ｉ。

　　由（ｉ）～（ｉｖ）可知，


～

１＋
～

２＋
～

３＋
～

４－ｈｘ１＝（ｘｔ＋２ｘｔ＋１＋ｈｘｔ＋１）

(
＋

ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ＋１

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ ＋ ｔ

２ｈ２ (＋ ｈ ｘ１ － ｘｔ＋ ) )１

(
＋

ｈ (２ ∑
ｔ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ －

ｔ２ｈ )２ ＋∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ＋１－２ｉ－ｈｘ１＝ｘｔ＋２ｘｔ＋１＋ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ＋１

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋

ｈ (２ ∑
ｔ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ ＋

∑
ｉ≥１
ｓ２ｔ＋１－２ｉ。

即当ｎ＝ｋ时，
ｘ１ｘ１＋ｋ ＝

　
ｘｔ＋１ｘｔ＋１＋ｈ∑

ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ (２ ∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ )ｉ ＋∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ－２ｉ，ｋ＝２ｔ

ｘｔ＋２ｘｔ＋１＋ｈ∑
ｔ－１

ｊ＝０
∑
ｔ＋１

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ (２ ∑

ｔ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋ )１ ＋∑

ｉ≥１
ｓ２ｔ＋１－２ｉ，ｋ＝２ｔ＋

{ １
＝

　ｘ?１＋ｋ２」ｘ「１＋ｋ２?＋ｈ∑
?
ｋ－２
２」

ｊ＝０
∑
「
ｋ
２?

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ

２Δｋ＋∑
ｉ≥１
ｓｋ－２ｉ。

　　这里Δｋ ＝
∑
ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）２ｓ２ｉ＋１＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ， ｋ＝２ｔ，

∑
ｔ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｉ）２ｓ２ｉ＋∑

ｔ－２

ｉ＝０
（ｔ－１－ｉ）（ｔ－ｉ）ｓ２ｉ＋１， ｋ＝２ｔ＋１{ 。

证毕。

由（Ｉ）～（ＩＩ）可知，等式（３）成立。结合引理２
可得，

σｍ－１（ｘ１ｘ１＋ｎ）＝σ
ｍ－ (１ ｘ?１＋ｎ２」ｘ「１＋ｎ２?＋

　ｈ∑
?
ｎ－２
２」

ｊ＝０
∑
「
ｎ
２?

ｉ＝１
ｘ１＋ｉ＋ｊ＋ｈ

２Δｎ＋∑
ｉ≥１
ｓｎ－２ )ｉ 。

故 ｘｍｘｍ＋ｎ ＝ｘ?ｍ＋ｎ２」ｘ「ｍ＋ｎ２? ＋ｈ∑
?
ｎ－２
２」

ｊ＝０
∑
「
ｎ
２?

ｉ＝１
ｘｍ＋ｉ＋ｊ＋

ｈ２Δｎ＋∑
ｉ≥１
ｓｎ－２ｉ。证毕。

注３　令ｈ＝０，可得以下等式：

（１）ｘｎｓｍ ＝∑
ｍ

ｉ＝０
ｘｎ－ｍ＋２ｉ；

（２）ｘｍｘｍ＋ｎ ＝ｘ?ｍ＋ｎ２」ｘ「ｍ＋ｎ２?＋∑
ｉ≥１
ｓｎ－２ｉ，（ｎ≥３）。

注４　ＳｈｅｒｍａｎＺｅｌｅｖｉｎｓｋｙ已经给出了｛ｘｍ，ｚｎ｜
ｍ∈!

，ｎ≥１｝的乘法关系式［１６］，这里的 ｚｎ满足第
一Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的定义关系。而本文的 ｓｎ满

足第二Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的定义关系。如果利用
第一和第二Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式之间的联系，理论上
可以推出定理３。但本文是用了一个独立的方法
得到了｛ｘｍ，ｓｎ｜ｍ∈!

，ｎ≥１｝的乘法公式。

３　广义丛代数
!

～
（２，２）的一组整基

本节将证明｛ｘｎ１ｍｘ
ｎ２
ｍ＋１，ｓｎ ｍ∈!

，ｎ１，ｎ２∈!≥０，

ｎ≥１｝是广义丛代数!

～
（２，２）的整基。在证明整基

问题之前，需要准备以下结论：

引理 ３　 （１）对 任 意 ｎ≥ ０，有 ｓｎ ＝
Ｎ（ｎ，ｎ）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｎ１ｘ
ｎ
２

；

（２）（ａ）对 任 意 ｎ≥ ３，有 ｘｎ ＝
Ｎ（ｎ－２，ｎ－３）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｎ－２１ ｘ
ｎ－３
２

；

（ｂ）对任意ｎ≤０，有ｘｎ＝
Ｎ（－ｎ，－ｎ＋１）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘ－ｎ１ ｘ
－ｎ＋１
２

，

４７
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这里，Ｎα是一个常数项为零的二元多项式，其中，

α＝（ａ１，ａ２）∈!

２
≥０。

证明　
（１）当ｎ＝０，１时，由引理２可知

ｓ０＝１＝
Ｎ（０，０）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘ０１ｘ
０
２

，

ｓ１＝
ｘ１＋ｘ３＋ｈ
ｘ２

＝
ｘ１＋
ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１

＋ｈ

ｘ２
＝

Ｎ（１，１）（ｘ１，ｘ２）＋１
ｘ１ｘ２

。

当ｎ≤ｋ时，假设等式成立。现在证明当ｎ＝ｋ＋１时，

　ｓｋ＋１＝ｓｋｓ１－ｓｋ－１＝
Ｎ（ｋ，ｋ）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ１ｘ
ｋ
２

Ｎ（１，１）（ｘ１，ｘ２）＋１
ｘ１１ｘ

１
２

－
Ｎ（ｋ－１，ｋ－１）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ－１１ ｘ
ｋ－１
２

＝

（Ｎ（ｋ，ｋ）（ｘ１，ｘ２）＋１）（Ｎ（１，１）（ｘ１，ｘ２）＋１）－ｘ
２
１ｘ
２
２（Ｎ（ｋ－１，ｋ－１）（ｘ１，ｘ２）＋１）

ｘｋ＋１１ ｘ
ｋ＋１
２

＝
Ｎ（ｋ＋１，ｋ＋１）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ＋１１ ｘ
ｋ＋１
２

。

　　故引理３（１）成立。证毕。
（２）将分两部分ｎ≥３和ｎ≤０进行证明：
（ａ）当ｎ＝３时，由式（２）可知，

ｘ３＝
ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１

＝
ｘ２２＋ｈｘ２＋１
ｘ１１ｘ

０
２

＝
Ｎ（１，０）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘ１１ｘ
０
２

。

当ｎ≤ｋ时，假设等式成立。现在证明当ｎ＝ｋ＋１时，

　　ｘｋ＋１＝ｘｋｓ１－ｘｋ－１－ｈ＝
Ｎ（ｋ－２，ｋ－３）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ－２１ ｘ
ｋ－３
２

Ｎ（１，１）（ｘ１，ｘ２）＋１
ｘ１ｘ２

－
Ｎ（ｋ－３，ｋ－４）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ－３１ ｘ
ｋ－４
２

－ｈ＝

　　
（Ｎ（ｋ－２，ｋ－３）（ｘ１，ｘ２）＋１）（Ｎ（１，１）（ｘ１，ｘ２）＋１）－ｘ

２
１ｘ
２
２（Ｎ（ｋ－３，ｋ－４）（ｘ１，ｘ２）＋１）－ｈｘ

ｋ－１
１ ｘ

ｋ－２
２

ｘｋ－１１ ｘ
ｋ－２
２

＝

　　
Ｎ（ｋ－１，ｋ－２）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ－１１ ｘ
ｋ－２
２

。

　　（ｂ）当ｎ＝０时，由式（２）可知，

ｘ０＝
ｘ２１＋ｈｘ１＋１
ｘ２

＝
ｘ２１＋ｈｘ１＋１
ｘ０１ｘ

１
２

＝
Ｎ（０，１）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘ０１ｘ
１
２

，

假设当ｎ≥－ｋ时，等式成立。当 ｎ＝－ｋ－１时，
有

ｘ－ｋ－１＝ｘ－ｋｓ１－ｘ－ｋ＋１－ｈ＝
Ｎ（ｋ，ｋ＋１）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘｋ１ｘ
ｋ＋１
２

·
Ｎ（１，１）（ｘ１，ｘ２）＋１

ｘ１ｘ２
－

Ｎ（ｋ－１，ｋ）（ｘ１，ｘ２）＋１
ｘｋ－１１ ｘ

ｋ
２

－ｈ＝

Ｎ（ｋ＋１，ｋ＋２）（ｘ１，ｘ２）＋１
ｘｋ＋１１ ｘ

ｋ＋２
２

。

由（ａ）及（ｂ）可知，引理３（２）成立。证毕。
定理 ４　证明｛ｘｎ１ｍｘ

ｎ２
ｍ＋１，ｓｎ ｍ∈!

，ｎ１，ｎ２∈

!≥０，ｎ≥１｝是广义丛代数!

～
（２，２）的一组整基。

证明　将分两步证明整基问题。

（ｉ）利用定理３中的广义丛代数
!

～
（２，２）乘法

公式和

ｓｎｓｐ ＝∑
ｐ

ｉ＝０
ｓｎ－ｐ＋２ｉ，（ｎ≥ｐ），

由Ｓｈｅｒｍａｎ等在文献［１６］中定理 ２．３的证明方

法，可以得到
!

～
（２，２）可由｛ｘｎ１ｍｘ

ｎ２
ｍ＋１，ｓｎ ｍ∈!

，ｎ１，
ｎ２∈!≥０，ｎ≥１｝线性张成。

（ｉｉ）根据引理３，利用 Ｓｈｅｒｍａｎ等在文献［１６］
中定理２．３关于线性无关的证明方法，容易得到
｛ｘｎ１ｍｘ

ｎ２
ｍ＋１，ｓｎ ｍ∈!

，ｎ１，ｎ２∈!≥０，ｎ≥１｝线性无关。
证毕。
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