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磁粘弹性演化模型解的局部存在唯一性
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摘　要：文章证明了在
"

２、
"

３中磁粘弹性演化模型解的局部存在唯一性。该模型由不可压缩的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ
系统、变形梯度演化的正则化系统和磁化动力学的 ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＧｉｌｂｅｒ系统组成。该方法依赖于用一系列扰
动系统来逼近该系统。
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＋ａｎｄｌｅｔｇｂｅａｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎＬ１ｌｏｃ（"

＋）．Ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒｙ０＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｌｌｔ≥０，ｗｅｈａｖｅｔｈｅ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

ｙ（ｔ）≤ｙ０＋∫
ｔ

０
ｇ（ｓ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｙ（ｓ））ｄｓ．

Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒＴ ｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎｌｙｏｎ
ｙ０ａｎｄｆ，ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｌｌＴ＜Ｔ，ｔｈｅｒｅｈｏｌｄｓｔｒｕｅ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
ｙ（ｔ）≤Ｃ（Ｔ，ｙ０）

ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔＣ（Ｔ，ｙ０）．
Ｌｅｍｍａ４（Ｇｒｏｎｗａｌｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ）．
（ｉ）Ｌｅｔη（·）ｂｅａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ，ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕ

ｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎ［０，Ｔ］，ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｉｅｓｆｏｒａ．ｅ．ｔｔｈｅｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｔｉａｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

η′（ｔ）≤（ｔ）η（ｔ）＋ψ（ｔ），
ｗｈｅｒｅ（ｔ）ａｎｄψ（ｔ）ａｒｅｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ，ｓｕｍｍａｂｌｅｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓｏｎ［０，Ｔ］．Ｔｈｅｎ

η（ｔ）≤ {ｅｘｐ∫
ｔ

０
（ｓ）ｄ} [ｓ η（０）＋∫

ｔ

０
ψ（ｓ）ｄ ]ｓ

ｆｏｒａｌｌ０≤ｔ≤Ｔ．
（ｉｉ）Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｉｆ

η′≤η，ｏｎ［０，Ｔ］ａｎｄη（０）＝０，
ｔｈｅｎ

η≡０ｏｎ［０，Ｔ］．
Ｌｅｍｍａ５（Ｌｅｍｍａ３．４［１９］）Ｌｅｔｋ＞ｄ／２ａｎｄＭ∈

９７
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ＨｋＱ（"
ｄ，
#

２）．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｍａｐＭｉ－
Ｑ∈Ｈｋ（"ｄ，#２）∩Ｃ∞０（"

ｄ，
"

３）ｓｕｃｈｔｈａｔＭｉ→ＭｉｎＨ
ｋ
Ｑ（"

ｄ，

#

２）．

３　Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

３．１　Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎ
%

ｄ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｍｏｏｔｈ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｓｙｓｔｅｍ（２）ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈
Ｃ∞（Ω×Ω×Ω，"３×"３×#２）．（ＬｅｔΩｂｅａｆｌａｔｔｏｒｕｓ%ｄ）．

　

ｔｖ＋ｖ·ｖ＋Ｐ＝μΔｖ－·

　（２ＡＭ⊙Ｍ－Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），
·ｖ＝０，
ｔＦ＋ｖ·Ｆ－ｖＦ＝ｋΔＦ，

ｔＭ＋ｖ·Ｍ＝－αＭ×ΔＭ－βＭ×（Ｍ×ΔＭ），

（ｖ，Ｆ，Ｍ）（ｘ，０）＝（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈

　Ｃ∞（Ω×Ω×Ω，"３×"３×#２），
｜Ｍ０｜＝１



















．

（４）

Ｗｅｍａｙｅｍｐｌｏｙａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅａｎｄｓｏｌｖｅｆｉｒｓｔｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｅｒｔｕｒｂｅｄｐｒｏｂｌｅｍ：

ｔｖ＋ｖ·ｖ＋Ｐ＝μΔｖ－·

　（２ＡＭ⊙Ｍ－Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），
·ｖ＝０，
ｔＦ＋ｖ·Ｆ－ｖＦ＝ｋΔＦ，

ｔＭ＋ｖ·Ｍ＝－αＭ×ΔＭ－

　βＭ×（Ｍ×ΔＭ）＋εΔＭ，
（ｖ，Ｆ，Ｍ）（ｘ，０）＝（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈

　Ｃ∞（Ω×Ω×Ω，"３×"３×#２），
｜Ｍ０｜＝１



















，

（５）

ｗｈｅｒｅε∈（０，１）ｉｓｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔ．
ＩｎｓｐｉｒｅｄｂｙＤｉｎｇ，ｅｔａｌ．［１４］，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｖｅｓｔｈｅｅｘ

ｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（４）ｂｙｃｏｎｓｔｒｕｃ
ｔｉｎｇｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ（５）．Ｆｉｒｓｔ，ｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｓｙｓ
ｔｅｍ（５）ｉｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｐａｒａｂｏｌｉｃａｔε∈（０，１）ｆｏｒｗｈｉｃｈｓｙｓ
ｔｅｍ（５）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｖε，Ｆε，Ｍε）ｆｏｒ
Ｔε．Ｉｎｏｔｈｅｒｗｏｒｄｓ，ａｓｌｏｎｇａｓｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｕｎｉｆｏｒｍ
ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｅｓｔｉｍａｔｅｓｉｎＴε，ａｎｄｕｎｉｆｏｒｍｂｏｕｎｄｓｆｏｒｖａｒｉ
ｏｕｓｎｏｒｍｓｏｆｖε，Ｆε，Ｍεｆｏｒｔｉｎ［０，Ｔ］，ｓｏｔｈａｔａｓｕｂｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｏｆ（ｖε，Ｆε，Ｍε）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏｔｈｅｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
（４）ｗｈｅｎε→０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ
（４），ｗｅｈａｖｅ

Ｌｅｍｍａ６　ＬｅｔΩｂｅａｆｌａｔｔｏｒｕｓ%ｄ．Ｓｅｔｍ０＝［ｄ／２］＋

１＝２ａｎｄｌｅｔ（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈Ｃ∞（Ω×Ω×Ω，"
３×

"

３×
#

２）．
ＴｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔＴ＝Ｔ（‖ｖ０‖Ｈ２（Ω），‖Ｆ０‖Ｈ２（Ω），

‖Ｍ０‖Ｈ２（Ω））＞０，ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆε∈（０，１］，ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｉｆ（ｖ，Ｆ，Ｍ）∈Ｃ∞（Ω×［０，Ｔε］）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（４）ｗｉｔｈ
ε∈（０，１］，ｔｈｅｎ
Ｔε≥Ｔ（‖ｖ０‖Ｈ２（Ω），‖Ｆ０‖Ｈ２（Ω），‖Ｍ０‖Ｈ２（Ω）），

ａｎｄ
‖ｖ‖２Ｈｋ（Ω）＋‖Ｆ‖

２
Ｈｋ（Ω）＋‖Ｍ‖

２
Ｈｋ（Ω）＋

　　μ‖ｖ‖２Ｌ２（［０，ｔ］；Ｈｋ（Ω））＋κ‖Ｆ‖
２
Ｌ２（［０，ｔ］；Ｈｋ（Ω））＋

　　β‖２Ｍ‖２Ｌ２（［０，ｔ］；Ｈｋ（Ω）≤Ｃ（ｋ，‖ｖ０‖
２
Ｈｋ（Ω），

　　‖Ｆ０‖
２
Ｈｋ（Ω），‖Ｍ０‖

２
Ｈｋ（Ω）），ｔ∈［０，Ｔ］

ｆｏｒａｌｌｋ≥２．

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｄｅｎｏｔｅ（ｖε，Ｆε，Ｍε）：＝（ｖ，

Ｆ，Ｍ）ｂｅａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（５），ａｎｄｄｅｎｏｔｅＨｌ＝Ｈｌ（Ω）ｆｏｒ
ａｎｙｉｎｔｅｇｅｒｌ≥０．

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）ｂｙｖａｎｄ
ｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｘｏｖｅｒΩｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘｕｓｉｎｇ·ｖ＝０，
ｗｅｈａｖｅ

?ｔｖ，ｖ?＋?ｖ·ｖ，ｖ?＋?Ｐ，ｖ?＝
　　μ?Δｖ，ｖ?－?·（２ＡＭ⊙Ｍ），ｖ?＋
　　?·（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），ｖ?，

ｗｈｅｒｅ

?ｔｖ，ｖ?＝
１
２
ｄ
ｄｔ∫Ω｜ｖ｜２ｄｘ＝

１
２
ｄ
ｄｔ‖ｖ‖

２
Ｌ２，

?μΔｖ，ｖ?＝－μ?ｖ，ｖ?＝－μ‖ｖ‖２Ｌ２，

?·（Ｗ′（Ｆ）·ＦＴ），ｖ?＝－?（｜Ｆ｜２）′·Ｆ，ｖ?＝
　　－?２ｖＦ，Ｆ?．

Ｕｓｉｎｇ·ｖ＝０，ｗｅｈａｖｅ
－?（·（２ＡＭ⊙Ｍ）），ｖ?＝
　－２Ａ?ｊ（ｊＭｋ·ｉＭｋ），ｖｉ?＝
　－２Ａ?ｊｊＭｋ·ｉＭｋ＋ｊＭｋ·ｊｉＭｋ，ｖｉ?＝
　－２Ａ?ｊｊＭｋ·ｉＭｋ，ｖｉ?＝－２Ａ?ΔＭ，ｖ·Ｍ?，

?ｖ·ｖ，ｖ?＝－?ｖｉ，
１
２ｉ｜ｖｊ｜

２?＝０，

?Ｐ，ｖ?＝－?Ｐ，·ｖ?＝０．
Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｔｈｉｒｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）ｂｙ２Ｆａｎｄｔｈｅｎ
ｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒΩｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．

?ｔＦ，２Ｆ?＝－?ｖ·Ｆ，２Ｆ?＋?ｖＦ，２Ｆ?＋
κ?ΔＦ，２Ｆ?，

ｗｈｅｒｅ

０８



　第４期 叶婷婷等：磁粘弹性演化模型解的局部存在唯一性 　　　

?ｔＦ，２Ｆ?＝
ｄ
ｄｔ∫Ω｜Ｆ｜２ｄｘ＝

ｄ
ｄｔ‖Ｆ‖

２
Ｌ２，

κ?ΔＦ，２Ｆ?＝－２κ?Ｆ，Ｆ?＝－２κ‖Ｆ‖２Ｌ２．
Ｕｓｉｎｇ·ｖ＝０，ｗｅｈａｖｅ

?ｖ·Ｆ，２Ｆ?＝－?ｖ，｜Ｆ｜２?＝０．
Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｆｏｕｒｔｈｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ （５）ｂｙ

－２ＡΔＭａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒΩｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．
?ｔＭ，－２ＡΔＭ?＝－?ｖ·Ｍ，－２ＡΔＭ?－
　　?αＭ×ΔＭ，－２ＡΔＭ?－?βＭ×Ｍ×ΔＭ，－２ＡΔＭ?＋
　　?εΔＭ，－２ＡΔＭ?，
ｗｈｅｒｅ

?ｔＭ，－２ＡΔＭ?＝Ａ
ｄ
ｄｔ∫Ω｜Ｍ｜２ｄｘ＝
Ａｄｄｔ‖Ｍ‖

２
Ｌ２，

　－?αＭ×ΔＭ，－２ＡΔＭ?＝０，
　?εΔＭ，－２ＡΔＭ?＝－２Ａε‖ΔＭ‖２Ｌ２，
－?βＭ×（Ｍ×ΔＭ），－２ＡΔＭ?＝

　∫
Ω
２ＡβＭ×（Ｍ×ΔＭ）·２ＡΔＭｄｘ＝

　 －∫
Ω
（２ＡβＭ×ΔＭ）·（２ＡＭ×ΔＭ）ｄｘ＝

　 －２Ａ２β‖Ｍ×ΔＭ‖２Ｌ２．
Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎｇｅｔ
ｄ
ｄｔ（
１
２‖ｖ‖

２
Ｌ２＋‖Ｆ‖

２
Ｌ２＋Ａ‖Ｍ‖

２
Ｌ２）＋

μ‖ｖ‖２Ｌ２＋２κ‖Ｆ‖
２
Ｌ２＋

２Ａ２β‖Ｍ×ΔＭ‖２Ｌ２＋２Ａε‖ΔＭ‖
２
Ｌ２＝０． （６）

Ｆｒｏｍ（６），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｅｎｅｒｇｙ

Ｅ（ｖ，Ｆ，Ｍ）：＝１２‖ｖ‖
２
Ｌ２ ＋‖Ｆ‖

２
Ｌ２ ＋Ａ‖Ｍ‖

２
Ｌ２ ＋

　μ∫
ｔ

０
（‖ｖ‖２Ｌ２ ＋２κ‖Ｆ‖

２
Ｌ２ ＋２Ａ

２β‖Ｍ×

　ΔＭ‖２Ｌ２ ＋２Ａε‖ΔＭ‖
２
Ｌ２）ｄｓ． （７）

Ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇＥｑ．（６）ａｎｄａＧｒｏｎｗａｌｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎ
Ｅ（ｖ，Ｆ，Ｍ）ｉｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄｆｏｒｔ∈［０，Ｔε）．

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎ２ＭｏｆｅｎｅｒｇｙｅｓｔｉｍａｔｅｉｎＨｎ，ｗｅ
ｎｅｅｄｔｏｕｓｅｔｈｅｆａｃｔ：Ｉｆｗｅｔａｋｅｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｈｅ
ｆｏｕｒｔｈｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）ｗｉｔｈＭａｎｄｕｓｉｎｇ·ｖ＝０，
｜Ｍ０｜＝１，ｗｅｃａｎｇｅｔ

｜Ｍ｜＝１ａｌｍｏｓｔｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅｉｎ
$

ｄ×［０，Ｔ］．
Ｎｏｗ，ｒｅｗｒｉｔｅｔｈｅｆｏｕｒｔｈｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）．

ｔＭ＋ｖ·Ｍ＝－αＭ×ΔＭ＋β｜Ｍ｜
２Ｍ＋

（β＋ε）ΔＭ． （８）

Ｈｅｒｅｗｅｕｓｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆａｃｔｓ：
｜Ｍ｜＝１，

βＭ×（Ｍ×ΔＭ）＝β（（Ｍ·ΔＭ）Ｍ－（Ｍ·Ｍ）ΔＭ）＝

　　β（１２Δ｜Ｍ｜
２－｜Ｍ｜２）Ｍ－β｜Ｍ｜２ΔＭ＝

　　－β｜Ｍ｜２Ｍ－βΔＭ．
ＡｓＭｂｅｌｏｎｇｓｔｏＬ∞（（０，Ｔ）；Ｈ２（Ω））ａｎｄ｜Ｍ｜＝１ｉｎ

$

ｄ×［０，Ｔ］，ｓｙｓｔｅｍ（５）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ（８）．
Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｔｅｒｍ

ａｂｏｕｔｖ，ＦａｎｄＭ．Ｗｅｓｈａｌｌｆｉｒｓｔｌｙｄｅｆｉｎｅｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｅｉｎ

ｄｅｘｏｐｅｒａｔｏｒＤξ＝∏ｎ

ｉ＝１
ξｉｘｉ，｜ξ｜＝∑

ｎ

ｉ＝１
ξｉ，ｗｈｅｒｅξｉｓ

ａｍｕｌｔｉｉｎｄｅｘｏｆｌｅｎｇｔｈｎ，ｉ．ｅ．，ξ＝（ξ１，…，ξｎ）ａｎｄｎａｒｅ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｌｅｔＤｎｄｅｎｏｔｅａｎｙｋｉｎｄ
ｏｆＤξ，ｗｈｅｒｅ｜ξ｜＝ｎ，Ｄ１ｄｅｎｏｔｅａｓＤ．

Ｔｈｅｎ，ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｎｇｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）
ｗｉｔｈＤｎ，ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｂｙＤｎｖａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒΩｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．

?Ｄｎ（ｔｖ），Ｄ
ｎｖ?＝－?Ｄｎ（ｖ·ｖ），Ｄｎｖ?－

　　?ＤｎＰ，Ｄｎｖ?＋μ?ＤｎΔｖ，Ｄｎｖ?－
　　?Ｄｎ（·（２ＡＭ⊙Ｍ）），Ｄｎｖ?＋
　　?Ｄｎ·（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），Ｄｎｖ?，

ｗｈｅｒｅ

?Ｄｎ（ｔｖ），Ｄ
ｎｖ?＝１２

ｄ
ｄｔ∫Ω｜Ｄｎｖ｜２ｄｘ，

?ＤｎＰ，Ｄｎｖ?＝?ＤｎｉＰ，Ｄ
ｎｖｉ?＝

－?ＤｎＰ，Ｄｎｉ·ｖｉ?＝０，
μ?ＤｎΔｖ，Ｄｎｖ?＝－μ?Ｄｎｖ，Ｄｎｖ?＝

－μ∫
Ω
｜Ｄｎｖ｜２ｄｘ．

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｎｇｔｈｅｔｈｉｒｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）ｗｉｔｈＤｎ，
ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｂｙＤｎＦａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒΩｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔ
ｔｏｘ．

?Ｄｎ（ｔＦ），Ｄ
ｎＦ?＝－?Ｄｎ（ｖ·Ｆ），ＤｎＦ?＋

　　?Ｄｎ（ｖＦ），ＤｎＦ?＋κ?ＤｎΔＦ，ＤｎＦ?，
ｗｈｅｒｅ

?Ｄｎ（ｔＦ），Ｄ
ｎＦ?＝１２

ｄ
ｄｔ∫Ω｜ＤｎＦ｜２ｄｘ，

∫ΩκＤｎΔＦ·ＤｎＦｄｘ＝－κ∫Ω｜ＤｎＦ｜２ｄｘ．
ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｎｇＥｑ．（８）ｗｉｔｈＤｎ＋１，ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｂｙＤｎ＋１Ｍ
ａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒΩｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．
?Ｄｎ＋１（ｔＭ），Ｄ

ｎ＋１Ｍ?＝－?Ｄｎ＋１（ｖ·Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ?－
α?Ｄｎ＋１（Ｍ×ΔＭ），Ｄｎ＋１Ｍ?＋β?Ｄｎ＋１（｜Ｍ｜２Ｍ），

１８
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Ｄｎ＋１Ｍ?＋（β＋ε）?Ｄｎ＋１ΔＭ，Ｄｎ＋１Ｍ?，
ｗｈｅｒｅ

?Ｄｎ＋１（ｔＭ），Ｄ
ｎ＋１Ｍ?＝１２

ｄ
ｄｔ∫Ω｜ＤｎＭ｜２ｄｘ，

?（β＋ε）Ｄｎ＋１ΔＭ，Ｄｎ＋１Ｍ?＝－（β＋ε）∫
Ω
｜Ｄｎ＋１Ｍ｜２ｄｘ．

Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎｇｅｔ
１
２
ｄ
ｄｔ（‖Ｄ

ｎｖ‖２Ｌ＋‖Ｄ
ｎＦ‖２Ｌ２＋‖Ｄ

ｎＭ‖２Ｌ２）＋

（μ‖Ｄｎｖ‖２Ｌ２＋κ‖Ｄ
ｎｖ‖２Ｌ２＋

（β＋ε）‖Ｄｎ＋１Ｍ‖２Ｌ２）＝－?Ｄ
ｎ（ｖ·ｖ），Ｄｎｖ?－

?Ｄｎ·（２ＡＭ⊙Ｍ），Ｄｎｖ?＋
?Ｄｎ·（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），Ｄｎｖ?－?Ｄｎ（ｖ·Ｆ），ｎＦ?＋
?Ｄｎ（ｖＦ），ＤｎＦ?－?Ｄｎ＋１（ｖ·Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ?－
α?Ｄｎ＋１（Ｍ×ΔＭ），Ｄｎ＋１Ｍ?＋
β?Ｄｎ＋１（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ?＝
Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３＋Ｉ４＋Ｉ５＋Ｉ６＋Ｉ７＋Ｉ８． （９）

Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎｄｅｆｉｎｅｔｈｅｅｎｅｒｇｙｆｕｎｃｔｉｏｎｂｙ

Ｅｎ（ｖ，Ｆ，Ｍ）：＝
１
２（‖Ｄ

ｎｖ‖２Ｌ２ ＋‖Ｄ
ｎＦ‖２Ｌ２ ＋

　‖ＤｎＭ‖２Ｌ２）＋（μ∫
ｔ

０
‖Ｄｎｖ‖２Ｌ２＋κ∫

ｔ

０
‖ＤｎＦ‖２Ｌ２＋

　（β＋ε）∫
ｔ

０
‖Ｄｎ＋１Ｍ‖２Ｌ２）． （１０）

Ｎｅｘｔｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅｖｅｒｙｔｅｒｍａｔｔｈｅｒｉｇｈｔｅｎｄｏｆ（９）．
Ｉｎｄｅｅｄ，ｆｒｏｍＬｅｍｍａ１，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｗｈｅｎｄ＝２（２－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ），
‖ｖ‖Ｌ∞≤Ｃ‖ｖ‖

１
２

Ｈ２‖ｖ‖
１
２

Ｌ２≤Ｃ‖ｖ‖Ｈ２，

‖ＤＭ‖Ｌ∞≤Ｃ‖ＤＭ‖
１
２

Ｈ２‖ＤＭ‖
１
２

Ｌ２≤Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ２，

‖Ｄｖ‖Ｌ４≤Ｃ‖ｖ‖
３
４

Ｈ２‖ｖ‖
１
４

Ｌ２≤Ｃ‖ｖ‖Ｈ２，

‖Ｄ２Ｍ‖Ｌ４≤Ｃ‖ＤＭ‖
３
４

Ｈ２‖ＤＭ‖
１
４

Ｌ２≤Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ２．
Ｗｈｅｎｄ＝３（３－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ），
‖ｖ‖Ｌ∞≤Ｃ‖ｖ‖

３
４

Ｈ２‖ｖ‖
１
４

Ｌ２≤Ｃ‖ｖ‖Ｈ２，

‖ＤＭ‖Ｌ∞≤Ｃ‖ＤＭ‖
３
４

Ｈ２‖ＤＭ‖
１
４

Ｌ２≤Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ２，

‖Ｄｖ‖Ｌ４≤Ｃ‖ｖ‖
７
８

Ｈ２‖ｖ‖
１
８

Ｌ２≤Ｃ‖ｖ‖Ｈ２，

‖Ｄ２Ｍ‖Ｌ４≤Ｃ‖ＤＭ‖
７
８

Ｈ２‖ＤＭ‖
１
８

Ｌ２≤Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ２．
Ｎｏｗ，ｕｓｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｅｓｔｉｍａｔｅ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｅｖｅｒｙ

ｔｅｒｍｅｓｔｉｍａｔｅａｔｔｈｅｒｉｇｈｔｅｎｄｏｆ（９）．
ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄｏｆＩ１，

Ｉ１≤
Ｃ‖ｖ‖２Ｈ２·‖Ｄｖ‖Ｈ２， ｉｆ　１≤ｎ≤２，

Ｃ‖ｖ‖２Ｈｎ·‖Ｄｖ‖Ｈｎ， ｉｆ　ｎ≥３{ ，
（１１）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．

Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，
ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，
Ｉ１＝－?Ｄ（ｖ·ｖ），Ｄｖ?＝－?Ｄｖ·ｖ＋ｖ·Ｄｖ，Ｄｖ?＝

－?Ｄｖ·ｖ，Ｄｖ?＝?Ｄ（·ｖ）ｖ，Ｄｖ?＋
?Ｄｖ·ｖ，Ｄｖ?≤Ｃ‖Ｄｖ‖Ｌ２‖Ｄ

２ｖ‖Ｌ２‖ｖ‖Ｌ∞≤
Ｃ‖ｖ‖２Ｈ２‖Ｄｖ‖Ｈ２．
Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，
Ｉ１＝－?Ｄ

２（ｖ·ｖ），Ｄ２ｖ?＝
－?Ｄ２ｖ·ｖ＋２Ｄｖ·Ｄｖ＋ｖＤ２ｖ，Ｄ２ｖ?＝
－?Ｄ２ｖ·ｖ＋２Ｄｖ·Ｄｖ，Ｄ２ｖ?≤
３‖Ｄ２ｖ‖２Ｌ２‖ｖ‖Ｌ∞≤Ｃ‖ｖ‖

２
Ｈ２‖ｖ‖Ｈ２．

Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ
ｈａｖｅ

Ｉ１＝?Ｄ
ｎ（ｖ·ｖ），Ｄｎｖ?≤

‖Ｄｎ（ｖ·ｖ）‖Ｌ２‖Ｄ
ｎｖ‖Ｌ２≤

‖ｖ·ｖ‖Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｌ∞‖ｖ‖Ｈｎ＋‖ｖ‖Ｈｎ‖ｖ‖Ｌ∞）‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｈ２‖ｖ‖Ｈｎ＋‖ｖ‖Ｈｎ‖ｖ‖Ｈ２）‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ‖ｖ‖２Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ．

ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄｏｆＩ２

Ｉ２≤
Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈ２·‖Ｄｖ‖Ｈ２， ｉｆ　１≤ｎ≤２，

Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈｎ·‖Ｄｖ‖Ｈｎ， ｉｆ　ｎ≥３{ ，
（１２）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．
Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，

ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，
Ｉ２＝－?Ｄ（·（２ＡＭ⊙Ｍ）），Ｄｖ?＝

－２Ａ?Ｄｉ（ｉＭ·ｊＭ），Ｄｖｊ?＝
２Ａ?ＤｉＭｋ·ｊＭｋ＋ｉＭｋ·ＤｊＭｋ，ｉＤｖｊ?≤
３Ａ‖Ｄ２Ｍ‖Ｌ２‖ＤＭ‖Ｌ∞‖Ｄ

２ｖ‖Ｌ２≤
Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ１‖ＤＭ‖Ｈ２‖Ｄｖ‖Ｈ１≤
Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈ２‖Ｄｖ‖Ｈ２．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，
Ｉ２＝－?Ｄ

２（·（２ＡＭ⊙Ｍ）），Ｄ２ｖ?＝
－２Ａ?Ｄ２ｉ（ｉＭｋ·ｊＭｋ），Ｄ

２ｖｊ?＝
２Ａ?Ｄ２（ｉＭ·ｊＭ），ｉＤ

２ｖｊ?＝
２Ａ?Ｄ２ｉＭｋ·ｊＭｋ＋２ＤｉＭｋ·ＤｊＭｋ＋

ｉＭｋ·Ｄ
２ｊＭｋ，ｉＤ

２ｖｊ?≤
２Ａ（２‖Ｄ３Ｍ‖Ｌ２‖ＤＭ‖Ｌ∞ ＋２‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｌ４）‖Ｄ
３ｖ‖Ｌ２≤

Ｃ（‖ＤＭ‖Ｈ２‖ＤＭ‖Ｈ２＋‖ＤＭ‖
２
Ｈ２）‖Ｄｖ‖Ｈ１≤

Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈ２‖Ｄｖ‖Ｈ２．
Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ

２８
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ｈａｖｅ
Ｉ２＝－?Ｄ

ｎ（·（２ＡＭ⊙Ｍ）），Ｄｎｖ?＝
－２Ａ?Ｄｎｉ（ｉＭｋ·ｊＭｋ），Ｄ

ｎｖ?＝
２Ａ?Ｄｎ（ｉＭｋ·ｊＭｋ），ｉＤ

ｎｖ?≤
２Ａ‖Ｄｎ（Ｍ·Ｍ）‖Ｌ２‖Ｄ

ｎｖ‖Ｌ２≤
２Ａ‖Ｍ·Ｍ‖Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ‖Ｍ‖Ｌ∞‖Ｍ‖Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ‖Ｍ‖２Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ．

ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄＩ３，

Ｉ３≤
Ｃ‖Ｆ‖２Ｈ２·‖Ｄｖ‖Ｈ２， ｉｆ　１≤ｎ≤２，

Ｃ‖Ｆ‖２Ｈｎ·‖Ｄｖ‖Ｈｎ， ｉｆ　ｎ≥３{ ，
（１３）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．
Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，

ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，
Ｉ３＝－?Ｄ·（Ｗ′（Ｆ）Ｆ

Ｔ），Ｄｖ?＝
－?Ｄ（２Ｆ２），Ｄｖ?＝－?４ＦＤＦ，Ｄ２ｖ?≤
４‖Ｆ‖Ｌ∞‖ＤＦ‖Ｌ２‖Ｄ

２ｖ‖Ｌ２≤
Ｃ‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ１‖Ｄｖ‖Ｈ１≤
Ｃ‖Ｆ‖２Ｈ２‖Ｄｖ‖Ｈ２．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，
Ｉ３＝－?Ｄ

２·（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），Ｄ２ｖ?＝
－?Ｄ２（２Ｆ２），Ｄ２ｖ?＝－?Ｄ（４ＦＦ），Ｄ２ｖ?＝
－４?｜Ｆ｜２＋Ｆ·ＤＦ，Ｄ２ｖ?≤
４（‖ＤＦ‖２Ｌ４＋‖Ｆ‖Ｌ∞‖Ｄ

２Ｆ‖Ｌ２）‖Ｄ
３ｖ‖Ｌ２≤

Ｃ（‖Ｆ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖
２
Ｈ２）‖Ｄ

３ｖ‖Ｈ２≤
Ｃ‖Ｆ‖２Ｈ２‖Ｄｖ‖Ｈ２．

Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ
ｈａｖｅ

Ｉ３ ＝?Ｄ
ｎ·（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），Ｄｎｖ?＝

－?Ｄｎ·（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ），Ｄｎｖ?≤
（‖Ｄｎ（Ｗ′（Ｆ）ＦＴ）‖Ｌ２‖Ｄ

ｎｖ‖Ｌ２）≤
２‖Ｆ·Ｆ‖Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖Ｆ‖Ｌ∞‖Ｆ‖Ｈｎ＋‖Ｆ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｌ∞）‖ｖ‖Ｈｎ≤
Ｃ‖Ｆ‖２Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ．

ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄＩ４，

Ｉ４≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２·‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２， ｉｆ　１≤ｎ≤２．

Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ·‖Ｆ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ， ｉｆ　ｎ≥３{ ，

（１４）
ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．

Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，
ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１

Ｉ４＝－?Ｄ（ｖ·Ｆ），ＤＦ?＝?（ｖ·Ｆ），Ｄ
２Ｆ?≤

‖ｖ‖Ｌ∞‖Ｆ‖Ｌ２‖Ｄ
２Ｆ‖Ｌ２≤

Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ１‖ＤＦ‖Ｈ１≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，
Ｉ４＝－?Ｄ

２（ｖ·Ｆ），Ｄ２Ｆ?＝?Ｄ（ｖ·Ｆ），Ｄ３Ｆ?＝
?Ｄｖ·Ｆ＋ｖ·ＤＦ，Ｄ３Ｆ?≤
Ｃ（‖Ｄｖ‖Ｌ４‖Ｆ‖Ｌ４＋‖ｖ‖Ｌ∞‖Ｄ

２Ｆ‖Ｌ２）‖Ｄ
３Ｆ‖Ｌ２≤

（‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２＋‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２）‖ＤＦ‖Ｈ２≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２．
Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ

ｈａｖｅ
Ｉ４＝?Ｄ

ｎ（ｖ·Ｆ），ＤｎＦ?≤
‖Ｄｎ（ｖ·Ｆ）‖Ｌ２‖Ｄ

ｎＦ‖Ｌ２≤
‖ｖ·Ｆ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｌ∞‖Ｆ‖Ｈｎ＋‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｌ∞）‖Ｆ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈｎ＋‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈ２）‖Ｆ‖Ｈｎ≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ．
ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄＩ５，

Ｉ５≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２·‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２， ｉｆ　１≤ｎ≤２，

Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ·‖Ｆ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ， ｉｆ　ｎ≥３{ ，

（１５）
ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．

Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，
ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，

Ｉ５＝－?Ｄ（ｖＦ），ＤＦ?＝?（ｖ·Ｆ），Ｄ
２Ｆ?≤

‖ｖ‖Ｌ２‖Ｆ‖Ｌ∞‖Ｄ
２Ｆ‖Ｌ２≤

Ｃ‖ｖ‖Ｈ１‖Ｆ‖Ｈ２‖ＤＦ‖Ｈ１≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，
Ｉ５＝－?Ｄ

２（ｖＦ），Ｄ２Ｆ?＝?Ｄ（ｖ·Ｆ），Ｄ３Ｆ?＝
?Ｄｖ·Ｆ＋ｖ·ＤＦ，Ｄ３Ｆ?≤
（‖Ｄ２ｖ‖Ｌ２‖Ｆ‖Ｌ∞ ＋‖Ｄｖ‖Ｌ４‖Ｆ‖Ｌ４）‖Ｄ

３Ｆ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２＋‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２）‖ＤＦ‖Ｈ２≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２．
Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ

ｈａｖｅ
Ｉ５＝?Ｄ

ｎ（ｖＦ），ＤｎＦ?≤‖Ｄｎ（ｖＦ）‖Ｌ２‖Ｄ
ｎＦ‖Ｌ２≤

‖ｖＦ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ≤Ｃ（‖ｖ‖Ｌ∞‖Ｆ‖Ｈｎ＋

‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｌ∞）‖Ｆ‖Ｈｎ≤Ｃ‖Ｆ‖
２
Ｈｎ‖ｖ‖Ｈｎ．

ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄＩ６，

３８
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Ｉ６≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２·‖Ｍ‖Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２，ｉｆ１≤ｎ≤２，

Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ·‖Ｍ‖Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ，ｉｆｎ≥３{ ，

（１６）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．
Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，

ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，
Ｉ６＝－?Ｄ

２（ｖ·Ｍ），Ｄ２Ｍ?＝?Ｄ（ｖ·Ｍ），Ｄ３Ｍ?＝
?（Ｄｖ·Ｍ＋ｖ·ＤＭ），Ｄ３Ｍ?≤
Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｍ‖Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２．
Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，

Ｉ６＝－?Ｄ
３（ｖ·Ｍ），Ｄ３Ｍ?＝?Ｄ２（ｖ·Ｍ），Ｄ４Ｍ?＝

?Ｄ２ｖ·Ｍ＋２Ｄｖ·ＤＭ＋ｖＤ２Ｍ，Ｄ４Ｍ?≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｈ２‖ＤＭ‖Ｈ２＋

‖ｖ‖Ｈ２‖ＤＭ‖Ｈ２）‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈ２≤

Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖ＤＭ‖Ｈ２‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈ２．

Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ
ｈａｖｅ

Ｉ６＝－?Ｄ
ｎ＋１（ｖ·Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ?≤

‖Ｄｎ（ｖ·Ｍ）‖Ｌ２‖Ｄ
ｎ＋１Ｍ‖Ｌ２≤

‖ｖ·Ｍ‖Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ≤

Ｃ（‖ｖ‖Ｌ∞‖Ｍ‖Ｈｎ＋
‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｍ‖Ｌ∞）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖ｖ‖Ｈ２‖Ｍ‖Ｈｎ＋

‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｍ‖Ｈ２）‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ≤

Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｍ‖Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ．

ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄＩ７，

Ｉ７≤
Ｃ‖Ｍ‖２Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２， ｉｆ　１≤ｎ≤２，

Ｃ‖Ｍ‖２Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ， ｉｆ　ｎ≥３{ ，

（１７）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．
Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，

ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，
Ｉ７≤｜－α?Ｄ

２（Ｍ×ΔＭ），Ｄ２Ｍ?｜＝
｜－α?Ｄ２（Ｍ×Ｍ），Ｄ２Ｍ?｜＝
｜－α?Ｄ２Ｍ×Ｍ＋２ＤＭ×
ＤＭ＋Ｍ×Ｄ２Ｍ，Ｄ２Ｍ?｜≤
３α‖Ｄ２Ｍ‖Ｌ２‖Ｍ‖Ｌ∞‖Ｄ

３Ｍ‖Ｌ２≤
Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ１‖Ｍ‖Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ１≤
Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２．
Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，

Ｉ７≤ －α?Ｄ３（Ｍ×ΔＭ），Ｄ３Ｍ? ＝
α?Ｄ３（Ｍ×Ｍ），Ｄ３Ｍ? ＝
α?Ｄ３Ｍ×Ｍ＋３Ｄ２Ｍ×ＤＭ＋

３ＤＭ×Ｄ２Ｍ＋Ｍ×Ｄ３Ｍ，Ｄ３Ｍ? ≤
α（４‖Ｄ３Ｍ‖Ｌ２‖Ｍ‖Ｌ∞ ＋３‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｌ４）‖Ｄ
４Ｍ‖Ｌ２≤

Ｃ（‖ＤＭ‖２Ｈ２＋‖ＤＭ‖
２
Ｈ２）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２≤
Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２．
Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ

ｈａｖｅ
Ｉ７ ＝ －α?Ｄｎ＋１（Ｍ×ΔＭ），Ｄｎ＋１Ｍ? ＝

α?Ｄｎ＋１（Ｍ×Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ? ＝

α?（Ｄｎ＋１Ｍ×Ｍ＋Ｍ×Ｄｎ＋１Ｍ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＤ

ｉＭ×Ｄｎ＋１－ｉＭ），Ｄｎ＋１Ｍ?≤

Ｃα（２ｎ＋１－１）‖ＤＭ‖Ｌ∞‖Ｍ‖Ｈｎ‖Ｄ
ｎ＋１Ｍ‖Ｌ２≤

Ｃ‖ＤＭ‖Ｈ２‖Ｍ‖Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ≤

Ｃ‖ＤＭ‖２Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ．

ＷｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄＩ８，

Ｉ８≤

Ｃ（Ｍ‖２Ｈ２＋Ｍ‖
３
Ｈ２）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２，

　ｉｆ　１≤ｎ≤２，
Ｃ（Ｍ‖２Ｈｎ‖Ｍ‖Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ，

　ｉｆ　ｎ≥３










，

（１８）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．
Ｆｏｒ１≤ｎ≤２，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，

ｗｅｈａｖｅｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｎ＝１，
Ｉ８≤｜β?Ｄ

２（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄ２Ｍ?｜＝
｜－β?Ｄ（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄ３Ｍ?｜＝
｜－β?２ＭＤＭ·Ｍ＋｜Ｍ｜２ＤＭ，Ｄ３Ｍ?｜≤
β（２‖Ｍ‖Ｌ∞‖ＤＭ‖Ｌ２＋
‖ＤＭ‖Ｌ２‖Ｍ‖

２
Ｌ∞）‖Ｄ

３Ｍ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖Ｍ‖Ｈ２‖ＤＭ‖Ｈ１＋
‖ＤＭ‖Ｌ２‖Ｍ‖

２
Ｈ２）·‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ１≤
Ｃ（‖Ｍ‖２Ｈ２＋‖Ｍ‖

３
Ｈ２）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２．
Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｆｏｒｎ＝２，

Ｉ８＝β?Ｄ
３（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄ３Ｍ?＝

－β?Ｄ２（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄ４Ｍ?＝
－β?２｜Ｄ２Ｍ｜２·Ｍ＋２｜Ｍ｜Ｄ３Ｍ·
Ｍ＋５｜Ｍ｜２·ＤＭ，Ｄ４Ｍ?≤
β（２‖Ｄ２Ｍ‖２Ｌ４‖Ｍ‖Ｌ∞ ＋
２‖Ｍ‖Ｌ∞‖Ｍ‖Ｌ∞‖Ｄ

３Ｍ‖Ｌ２＋５‖Ｍ‖
２
Ｌ∞·

‖Ｄ２Ｍ‖Ｌ２）‖Ｄ
４Ｍ‖Ｌ２≤

Ｃ（２‖ＤＭ‖２Ｈ２＋２‖Ｍ‖
２
Ｈ２＋

５‖Ｍ‖２Ｈ２‖ＤＭ‖Ｈ２）‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈ２≤

Ｃ（‖ＤＭ‖２Ｈ２＋‖Ｍ‖
３
Ｈ２）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２．

４８
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Ｆｏｒｎ３，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ２，ｗｅ
ｈａｖｅ

Ｉ８＝β?Ｄ
ｎ＋１（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ?＝

β?Ｄｎ（｜Ｍ｜２Ｍ），Ｄｎ＋１Ｍ?≤
β‖Ｄｎ（｜Ｍ｜２Ｍ）‖Ｌ２·‖Ｄ

ｎ＋１Ｍ‖Ｌ２≤
β‖｜Ｍ｜２Ｍ‖Ｈｎ·‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖Ｍ‖２Ｌ∞‖Ｍ‖Ｈｎ＋
‖｜Ｍ｜２‖Ｈｎ‖Ｍ‖Ｌ∞）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖Ｍ‖２Ｈ２‖Ｍ‖Ｈｎ＋
‖ＤＭ‖Ｈｎ‖Ｍ‖Ｌ∞）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖Ｍ‖２Ｈ２‖Ｍ‖Ｈｎ＋
‖ＤＭ‖Ｈｎ‖Ｍ‖Ｈ２）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ≤
Ｃ（‖Ｍ‖２Ｈｎ‖Ｍ‖Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈｎ．
Ｎｅｘｔ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｂｏｕｎｄｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｖ，Ｆ，Ｍ．ｗｅ

ｔｈｉｎｋａｂｏｕｔｔｈｅｆｉｒｓｔｃａｓｅ１≤ｎ≤２，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥｑｓ．（６），
（９）ａｎｄ（１１）～（１８），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ（‖ｖ‖

２
Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）＋

　μ‖ｖ‖２Ｈ２＋κ‖Ｆ‖
２
Ｈ２＋

　（β＋ε）‖Ｄ２Ｍ‖２Ｈ２≤（β＋ε）‖Ｄ
２Ｍ‖２Ｌ２＋

　Ｃ‖ｖ‖Ｈ２（‖ｖ‖
２
Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）＋

　Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２‖Ｆ‖Ｈ２＋
　Ｃ‖ｖ‖Ｈ２‖Ｍ‖Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２＋
　Ｃ（‖Ｍ‖２Ｈ２＋‖Ｍ‖

３
Ｈ２）‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２≤

　 μ２‖ｖ‖
２
Ｈ２＋Ｃ（１＋‖ｖ‖

２
Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）
２＋

　Ｃ‖ｖ‖２Ｈ２‖Ｆ‖
２
Ｈ２＋

κ
２‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋

　Ｃ‖ｖ‖２Ｈ２‖Ｍ‖
２
Ｈ２＋
β＋ε
４ ‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｈ２＋

　Ｃ（‖Ｍ‖２Ｈ２＋‖Ｍ‖
３
Ｈ２）

２＋β＋ε４ ‖Ｄ
２Ｍ‖２Ｈ２≤

　 μ２‖ｖ‖
２
Ｈ２＋

κ
２‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋
β＋ε
２ ‖Ｄ

２Ｍ‖Ｈ２＋

　Ｃ（１＋‖ｖ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖
２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）

３．
Ｆｒｏｍａｂｏｖｅｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ

ｄ
ｄｔ（‖ｖ‖

２
Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）＋μ‖ｖ‖

２
Ｈ２＋

　κ‖Ｆ‖２Ｈ２＋（β＋ε）‖Ｄ
２Ｍ‖２Ｈ２≤

　Ｃ（１＋‖ｖ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖
２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）

３． （１９）
Ｉｆｗｅｓｅｔ
ｙ（ｔ）＝１＋‖ｖ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２，

ｆ（ｙ（ｔ））＝（１＋‖ｖ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖
２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）

３，

ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ
ｙ（ｔ）′≤Ｃ（ｆ（ｙ（ｔ）））＝Ｃ（ｙ（ｔ））３，

ｙ（０）＝１＋‖ｖ０‖
２
Ｈ２＋‖Ｆ０‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ０‖

２
Ｈ２，

（２０）
ｗｈｅｒｅＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎΩ．

ＵｓｉｎｇＬｅｍｍａ３，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＴ（Ω，
‖ｖ０‖Ｈ２，‖Ｆ０‖Ｈ２，‖Ｍ０‖Ｈ２）?０ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖ｖ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２≤珘Ｋ２，ｔ∈［０，ｔ］．

Ｈｅｎｃｅ，ｂｙｔｈｉｓａｎｄＥｑｓ．（２０），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔＫ２≥０ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（‖ｖ‖２Ｈ２ ＋‖Ｆ‖
２
Ｈ２ ＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）＋

μ∫
ｔ

０
‖ｖ‖２Ｈ２ｄｓ＋ｋ∫

ｔ

０
‖Ｆ‖２Ｈ２ｄｓ＋

（β＋ε）∫
ｔ

０
‖Ｍ‖２Ｈ３ｄｓ≤Ｋ２． （２１）

Ｗｅｃｏｎｔｉｎｕｅｔｏｂｏｕｎｄｔｈｅｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｅｎｅｒｇｙｏｆｖ，Ｆ，
Ｍ．Ｗｅｔｈｉｎｋａｂｏｕｔｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃａｓｅｎ≥３．

ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥｑｓ．（９），（１１）～（１８）ａｎｄ（１９），ｗｅ
ｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ（‖ｖ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）＋

　μ‖ｖ‖２Ｈｎ＋ｋ‖Ｆ‖
２
Ｈｎ＋（β＋ε）‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｈｎ≤
　Ｃ（１＋‖ｖ‖２Ｈ２＋‖Ｆ‖

２
Ｈ２＋‖Ｍ‖

２
Ｈ２）

３＋
　Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ（‖ｖ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）＋

　‖ｖ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ‖Ｆ‖Ｈｎ＋Ｃ‖ｖ‖Ｈｎ·

　‖Ｍ‖Ｈｎ‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ＋

　Ｃ‖Ｍ‖２Ｈｎ（‖Ｍ‖Ｈｎ＋１）‖Ｄ
２Ｍ‖Ｈｎ≤

　 μ４‖ｖ‖
２
Ｈｎ＋Ｃ（１＋‖ｖ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）
３＋

　Ｃ‖ｖ‖２Ｈｎ‖Ｆ‖
２
Ｈｎ＋

κ
２‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋

　Ｃ‖ｖ‖２Ｈｎ‖Ｍ‖
２
Ｈｎ＋
β＋ε
４ ‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｈｎ＋

　Ｃ‖Ｍ‖４Ｈｎ（‖Ｍ‖Ｈｎ＋１）
２＋β＋ε４ ‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｈｎ≤

　 μ２‖ｖ‖
２
Ｈｎ＋

κ
２‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋
β＋ε
４ ‖Ｄ

２Ｍ‖２Ｈｎ＋

　Ｃ（１＋‖ｖ‖２Ｈｎ＋‖Ｆ‖
２
Ｈｎ＋

　‖Ｍ‖２Ｈｎ）
３（‖Ｍ‖Ｈｎ＋１）

２． （２２）
Ｈｅｒｅ‖Ｍ‖Ｈｎ（Ω）＝‖ＤＭ‖Ｈｎ－１（Ω）＋｜Ω｜．
ＦｒｏｍＥｑ．（２１），ｕｓｉｎｇｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｉｎｄｕｃｔｉｏｎ，ｗｅｍａｙａｓ
ｓｕｍｅｔｈａｔｆｏｒａｎｙ３≤ｌ≤ｎ－１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＫｌ≥０ｓｕｃｈｔｈａｔ
‖ｖ‖２Ｈｌ ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｌ ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｌ ＋

　　μ∫
ｔ

０
‖ｖ‖２Ｈｌｄｓ＋ｋ∫

ｔ

０
‖Ｆ‖２Ｈｌｄｓ＋

５８
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　　（β＋ε）∫
ｔ

０
‖２Ｍ‖２Ｈｌｄｓ≤Ｋｌ，ｔ∈［０，Ｔ］． （２３）

ＦｒｏｍＥｑｓ．（２２）ａｎｄ（２３），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
ｄ
ｄｔ（‖ｖ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）＋μ‖ｖ‖

２
Ｈｎ＋

　κ‖Ｆ‖２Ｈｎ＋（β＋ε）‖
２Ｍ‖２Ｈｎ≤

　Ｃ（１＋‖ｖ‖２Ｈｎ＋‖Ｆ‖
２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）

３（Ｋ
１
２

ｎ－１＋１）
２．

（２４）
Ｉｆｗｅｓｅｔ

ｙ（ｔ）＝１＋‖ｖ‖２Ｈｎ＋‖Ｆ‖
２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ，

ｆ（ｙ（ｔ））＝（１＋‖ｖ‖２Ｈｎ＋‖Ｆ‖
２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）

３，

ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇＥｑｓ．（２２）ａｎｄ（２３），ｗｅｈａｖｅ

　
ｙ（ｔ）′≤Ｃ（Ｋ

１
２

ｎ－１＋１）
２ｆｎ＝Ｃ（Ｋ

１
２

ｎ－１＋１）
２ｙ３ｎ（ｔ），

ｙ（０）＝１＋‖ｖ０‖
２
Ｈｎ＋‖Ｆ０‖

２
Ｈｎ＋‖Ｍ０‖

２
Ｈｎ，

（２５）

ｗｈｅｒｅＣｄｅｐｅｎｄｏｎΩ．
ＵｓｉｎｇＬｅｍｍａ３，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ珘Ｋｎｓｕｃｈ

ｔｈａｔ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖ｖ‖２Ｈｎ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｎ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ≤珘Ｋｎ，

ｔ∈［０，Ｔ］．
Ｈｅｎｃｅ，ｂｙｔｈｉｓａｎｄＥｑ．（２２），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
Ｋｎ≥０ｓｕｃｈ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
（‖ｖ‖２Ｈｎ ＋‖Ｆ‖

２
Ｈｎ ＋‖Ｍ‖

２
Ｈｎ）＋

μ∫
ｔ

０
‖ｖ‖２Ｈｎｄｓ＋ｋ∫

ｔ

０
‖Ｆ‖２Ｈｎｄｓ＋

（β＋ε）∫
ｔ

０
‖２Ｍ‖２Ｈｎｄｓ≤Ｋｎ，ｔ∈［０，Ｔ］． （２６）

Ｓｙｓｔｅｍ（５）ｍｕｓｔｈａｖｅａｓｏｌｕｔｉｏｎｔｈａｔｅｘｉｓｔｓｏｎ［０，
Ｔ］．Ｉｆｎｏｔ，ｗｅｍａｙａｌｗａｙｓｅｘｐａｎｄｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｐｅｒｉｏｄｏｆ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｔｏｃｏｖｅｒ［０，Ｔ］，ｉ．ｅ．，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈａｔｗｅａｌ
ｗａｙｓｈａｖｅＴε≥Ｔ．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｆｒｏｍＥｑ．（２６），ｗｅｏｂｔａｉｎ（ｖε，Ｆε，Ｍε）ｓｕｂ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｔｏａｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（４）ａｓε→０．Ｔｈａｔｃｏｎ
ｃｌｕｄｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＬｅｍｍａ６．
３．２　Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎ

$

ｄ

ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１
ＴｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１ｂｅｌｏｗｄｅｐｅｎｄｓｏｎ［１９］．

Ｆｒｏｍ（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈Ｈ
ｋ×Ｈｋ×Ｈｋ＋１Ｑ ｆｏｒｋ≥２，ｂｙｔｈｅ

ｄｅｎｓｉｔｙｔｈｅｏｒｅｍｏｆＳｏｂｏｌｅｖｓｐａｃｅｓａｎｄＬｅｍｍａ５，ｓｅａｒｃｈｉｎｇ
ａｓｅｑｕｅｎｃｅ

（ｖｉ０，Ｆｉ０）∈Ｃ∞０（$
ｄ），

Ｍｉ０－Ｑ∈Ｈ
ｋ（
$

ｄ，
#

２）∩Ｃ∞０（$
ｄ，
$

３）

ｓｕｃｈｔｈａｔ，

（ｖｉ０，Ｆｉ０，Ｍｉ０）→（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈Ｈ
ｋ（
$

ｄ）×
　　Ｈｋ（

$

ｄ）×Ｈｋ＋１Ｑ （$
ｄ），ａｓｉ→∞．

Ａｓａｒｅｓｕｌｔ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｖｉ，Ｆｉ，Ｍｉ），ｄｅ
ｆｉｎｅｄｏｎｔｈｅｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，Ｔｉ］，ｓｙｓｔｅｍ（２）ｗｉｔｈ（ｖ０，
Ｆ０，Ｍ０）ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄｂｙ（ｖｉ０，Ｆｉ０，Ｍｉ０－Ｑ）．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，
Ｌｅｍｍａ６ｓｔａｔｅｓｔｈａｔｉｆｉｉｓｈｉｇｈｅｎｏｕｇｈ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ
ｕｎｉｆｏｒｍｐｏｓｉｔｉｖｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆＴｉ．Ｉｎｏｔｈｅｒｗｏｒｄｓ，ｕｓｉｎｇ
Ｌｅｍｍａ６，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
（‖ｖｉ‖

２
Ｈｋ（

%

ｄ
ｉ）
＋‖Ｆｉ‖

２
Ｈｋ（

%

ｄ
ｉ）
＋‖Ｍｉ‖

２
ＨｋＱ（%

ｄ
ｉ）
＋

　μ∫
ｔ

０
‖ｖｉ‖

２
Ｈｋ（

%

ｄ
ｉ）
ｄｓ＋ｋ∫

ｔ

０
‖Ｆｉ‖

２
Ｈｋ（

%

ｄ
ｉ）
ｄｓ＋

　β∫
ｔ

０
‖Ｍｉ‖

２
ＨｋＱ（%

ｄ
ｉ）
ｄｓ≤Ｃ（Ｔ，‖ｖ０‖

２
Ｈｋ（

%

ｄ
ｉ）
，

　‖Ｆ０‖
２
Ｈｋ（

%

ｄ
ｉ）
，‖Ｍ０‖

２
ＨｋＱ（%

ｄ
ｉ）
），ｔ∈［０，Ｔ］．

Ｎｅｘｔ，ｕｓｉｎｇｅｘｔｅｎｓｉｏｎ（ｓｅｅＴｈｅｏｒｅｍ４９［２３］），ｌｅｔＲｉ
ｂｅｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｏｆ（ｖｉ，Ｆｉ，Ｍｉ），ａｎｄｓａｔｉｓｆｙ%

ｄ
ｉ［－Ｒｉ，

Ｒｉ］
２ｄ．Ｉｆｗｅｒｅｇａｒｄｅａｃｈ（ｖｉ，Ｆｉ，Ｍｉ）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｆｒｏｍ

［－Ｒｉ，Ｒｉ］
ｄ×［－Ｒｉ，Ｒｉ］

ｄ×［－Ｒｉ，Ｒｉ］
ｄｉｎｔｏ

$

ｄ×
$

ｄ×
#

２，

ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ（ｖ，Ｆ，Ｍ）∈Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈｎ（$ｄ）×
Ｈｎ（

$

ｄ）×Ｈｎ＋１Ｑ （$
ｄ））ａｎｄａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅｗｈｉｃｈｉｓｓｔｉｌｌｄｅ

ｎｏｔｅｄｂｙ（ｖｉ，Ｆｉ，Ｍｉ）ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｄｏｍａｉｎ
Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３$

ｄ

（ｖｉ，Ｆｉ，Ｍｉ）→（ｖ，Ｆ，Ｍ）ｗｅａｋｌｙ ｉｎ
Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈｎ（Ｅ１））×Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈ

ｎ（Ｅ２））×
　Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈｎ＋１Ｑ （Ｅ３））．

Ａｎｄｔｈｅｎ，ｗｅｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎｔｈａｔ（ｖ，Ｆ，Ｍ）ｉｓａｓｔｒｏｎｇｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２）．
３．３　Ｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｍｏｄｕｌｅｓ

ＭｕｌｔｉｐｌｙＥｑ．（８）ｂｙＭ ａｎｄｕｓｉｎｇΔ｜Ｍ｜２＝２（Ｍ·
ΔＭ）＋２｜Ｍ｜２，ｗｅｇｅｔ
１
２
ｄ
ｄｔ｜Ｍ｜

２＋１２ｖ·｜Ｍ｜
２－１２（β＋ε）Δ｜Ｍ｜

２－

β｜Ｍ｜２（｜Ｍ｜２－１）＋ε｜Ｍ｜２＝０． （２７）
Ｄｅｎｏｔｅｂ＝｜Ｍ｜２－１ａｎｄｔｈｅｎｔａｋｉｎｇｔｈｅｓｃａｌａｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆ
Ｅｑ．（２７）ｗｉｔｈｂ

?
１
２
ｄ
ｄｔｂ，ｂ?＋?

１
２ｖ·ｂ，ｂ?－?

１
２（β＋ε）Δｂ，ｂ?－

　?β｜Ｍ｜２ｂ，ｂ?＋?ε｜Ｍ｜２，ｂ?＝０，
ｂ（０）＝｜Ｍ０｜－１＝０

{
．

（２８）
ＳｉｎｃｅＭ∈Ｌ∞（［０，Ｔ］，Ｈ２（Ω）），Ｈ２Ｌ∞（Ω），ｗｅｏｂｔａｉｎ
ｔｈａｔ｜Ｍ｜２∈Ｌ１（０，Ｔ；Ｌ∞）．

６８
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Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｅｎｅｒｇｙｅｓｔｉｍａｔｅｏｆ（２８）

　１２
ｄ
ｄｔ‖ｂ‖

２
Ｌ２＋
１
２（β＋ε）‖ｂ‖

２
Ｌ２＋?ε｜Ｍ｜

２，ｂ?≤

　β‖Ｍ‖２Ｌ∞‖ｂ‖Ｌ２． （２９）
ＵｓｉｎｇＧｒｏｎｗａｌｌｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｆｒｏｍ Ｅｑ．（２９），ｗｅｏｂｔａｉｎ
‖ｂ‖２Ｌ２＝０．Ｓｏｗｅｈａｖｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔ｜Ｍ｜＝１ｉｎ［０，Ｔ］×
Ω，ａｓｓｏｏｎａｓ｜Ｍ０｜＝１ｉｎΩ．Ｔｈｕｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔＥｑ．
（８）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｆｏｕｒｔｈｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｍｓｔｅｍ
（５）．

４　Ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｒｅｓｅａｒｃｈｔｈｅｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅ
ｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ（ｖ１，Ｆ１，Ｍ１），（ｖ２，Ｆ２，Ｍ２）∈Ｈ
３×Ｈ３×

Ｈ５Ｑａｒｅｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｓｙｓｔｅｍ（２）ｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｉｎｉｔｉａｌ

（ｖ０，Ｆ０，Ｍ０）∈Ｈ
３×Ｈ３×Ｈ５Ｑｏｎａｎｉｎｔｅｒｖａｌ ０，[ ]Ｔ．Ｆｏｒ

ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｄｅｎｏｔｅｖ１－ｖ２：＝珓ｖ，Ｆ１－Ｆ２：＝珘Ｆ，Ｍ１－Ｍ２：＝
珦Ｍ．

Ｕｓｉｎｇ（ｖ１，Ｆ１，Ｍ１）ａｎｄ（ｖ２，Ｆ２，Ｍ２）ａｓｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｔｏｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２），ｗｅｈａｖｅ
ｔ珓ｖ＋ｖ１ｖ１－ｖ２ｖ２＝μΔ珓ｖ－·（２ＡＭ１⊙Ｍ１－

　　２ＡＭ２⊙Ｍ２）＋·（Ｗ′（Ｆ１）Ｆ
Ｔ
１－Ｗ′（Ｆ２）Ｆ

Ｔ
２）．

（３０）
ＭｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇＥｑ．（３０）ｂｙ珓ｖａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒ$ｄｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．

?ｔ珓ｖ，珓ｖ?＋?ｖ１ｖ１－ｖ２ｖ２，珓ｖ?＝μ?Δ珓ｖ，珓ｖ?－
　　?·（２ＡＭ１⊙Ｍ１－２ＡＭ２⊙Ｍ２），珓ｖ?＋

　　?·（Ｗ′（Ｆ１）Ｆ
Ｔ
１－Ｗ′（Ｆ２）Ｆ

Ｔ
２），珓ｖ?．

Ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ‖珓ｖ‖

２
Ｌ２＋μ‖（珓ｖ）‖

２
Ｌ２＝－?ｖ１ｖ１－ｖ２ｖ２，珓ｖ?－

　?·（２ＡＭ１⊙Ｍ１－２ＡＭ２⊙Ｍ２），珓ｖ?＋

　?·（Ｗ′（Ｆ１）Ｆ
Ｔ
１－Ｗ′（Ｆ２）Ｆ

Ｔ
２），珓ｖ?＝

　ＩＩ１＋ＩＩ２＋ＩＩ３． （３１）
Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ．ＢｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，
ｗｅｏｂｔａｉｎ
ＩＩ１＝－?ｖ１ｖ１－ｖ２ｖ２，珓ｖ?＝

－?ｖ１ｖ１－ｖ２ｖ１＋ｖ２ｖ１－ｖ２ｖ２，珓ｖ?＝
－?珓ｖｖ１＋ｖ２珓ｖ，珓ｖ?＝?·珓ｖｖ１，珓ｖ?＋

?珓ｖ·ｖ１，珓ｖ?＋?ｖ２，
１
２｜珓ｖ｜

２?≤

Ｃ‖ｖ１‖Ｌ∞‖珓ｖ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２≤
Ｃ‖ｖ１‖Ｈ２‖珓ｖ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２，

ＩＩ２＝－?·（２ＡＭ１⊙Ｍ１－２ＡＭ２⊙Ｍ２），珓ｖ?＝
－?ｊ（２Ａ（ｊＭ１·ｉＭ１－ｊＭ１·ｉＭ２＋
ｊＭ１·ｉＭ２－ｊＭ２·ｉＭ２）），珓ｖ?＝
２Ａ?ｊＭ１ｉ珦Ｍ＋ｊ珦ＭｉＭ２，ｊ珓ｖ?≤
２Ａ（‖Ｍ１‖Ｌ∞ ＋‖Ｍ２‖Ｌ∞）·

‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２≤Ｃ（‖Ｍ１‖Ｈ２＋
‖Ｍ２‖Ｈ２）·‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２，

ＩＩ３＝?·（Ｗ′（Ｆ１）Ｆ
Ｔ
１－Ｗ′（Ｆ２）Ｆ

Ｔ
２），珓ｖ?＝

－２?·（Ｆ２１－Ｆ
２
２），珓ｖ?＝２?珟Ｆ（Ｆ１＋Ｆ２），珓ｖ?≤

２（‖Ｆ１‖Ｌ∞ ＋‖Ｆ２‖Ｌ∞）‖珟Ｆ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖Ｆ１‖Ｈ２＋‖Ｆ２‖Ｈ２）‖珟Ｆ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２．

ＵｓｉｎｇａｂｏｖｅｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄＥｑ．（３１），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ‖珓ｖ‖

２
Ｌ２＋μ‖珓ｖ‖

２
Ｌ２≤

　Ｃ（‖ｖ２‖Ｈ２‖珓ｖ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２＋（‖Ｍ１‖Ｈ２＋
　‖Ｍ２‖Ｈ２）·‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｌ２＋
　（‖Ｆ１‖Ｈ２＋‖Ｆ２‖Ｈ２）‖珟Ｆ‖Ｌ２‖珓ｖ‖Ｈ２）≤
　Ｃ‖珓ｖ‖Ｌ２（‖珓ｖ‖Ｌ２＋‖珦Ｍ‖Ｌ２＋‖珟Ｆ‖Ｌ２）≤

　 μ６‖珓ｖ‖
２
Ｌ２＋Ｃ（‖珓ｖ‖

２
Ｌ２＋‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋‖珟Ｆ‖

２
Ｌ２）．（３２）

Ｕｓｉｎｇ（ｖ１，Ｆ１，Ｍ１）ａｎｄ（ｖ２，Ｆ２，Ｍ２）ａｓｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏ
ｔｈｅｔｈｉｒｄｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２），ｗｅｈａｖｅ
ｔ珟Ｆ＋（ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２）＝κΔ珟Ｆ＋（ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２）．

（３３）
ＭｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇＥｑ．（３３）ｂｙ珟Ｆａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｓｏｖｅｒ

$

ｄｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．

?ｔ珟Ｆ，珟Ｆ?＋?（ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２），珟Ｆ?＝
　　κ?Δ珟Ｆ，珟Ｆ?＋?（ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２），珟Ｆ?．

Ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ‖

珟Ｆ‖２Ｌ２＋κ‖珟Ｆ‖
２
Ｌ２＝－?ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２，珟Ｆ?＋

?ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２，珟Ｆ?＝ＩＩ４＋ＩＩ５． （３４）
Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅ．ＢｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，ｗｅｏｂｔａｉｎ
ＩＩ４＝－?ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２，珟Ｆ?＝－?珓ｖＦ１＋ｖ２珟Ｆ，珟Ｆ?＝

?·珓ｖＦ１，珟Ｆ?＋?珓ｖ·Ｆ１，珟Ｆ?＋ｖ２，
１
２｜

珟Ｆ｜２?≤

‖Ｆ１‖Ｌ∞‖珓ｖ‖Ｌ２‖珟Ｆ‖Ｌ２≤
Ｃ‖Ｆ１‖Ｈ２‖珓ｖ‖Ｌ２‖珟Ｆ‖Ｌ２．

７８
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Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅ

ＩＩ５＝?（ｖ１Ｆ１－ｖ２Ｆ２），珟Ｆ?＝
?珓ｖＦ１＋ｖ２珟Ｆ，珟Ｆ?＝
?珓ｖＦ１，珟Ｆ?－２?ｖ２珟Ｆ，珟Ｆ?≤
（‖Ｆ１‖Ｌ∞‖珓ｖ‖Ｌ２＋
２‖ｖ２‖Ｌ∞‖珟Ｆ‖Ｌ２）‖珟Ｆ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖Ｆ１‖Ｈ２‖珓ｖ‖Ｌ２＋
‖ｖ２‖Ｈ２‖珟Ｆ‖Ｌ２）‖珟Ｆ‖Ｌ２．

ＵｓｉｎｇａｂｏｖｅｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄＥｑ．（３４），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ‖

珟Ｆ‖２Ｌ２＋κ‖珟Ｆ‖
２
Ｌ２≤

　Ｃ（‖Ｆ１‖Ｈ２‖珓ｖ‖Ｌ２＋‖ｖ２‖Ｈ２‖珟Ｆ‖Ｌ２）‖珟Ｆ‖Ｌ２＋
　Ｃ‖Ｆ１‖Ｈ２‖珓ｖ‖Ｌ２‖珟Ｆ‖Ｌ２≤
　Ｃ（‖珓ｖ‖Ｌ２＋‖珟Ｆ‖Ｌ２）‖珟Ｆ‖Ｌ２＋
　Ｃ‖珓ｖ‖Ｌ２‖珟Ｆ‖Ｌ２≤Ｃ（‖珓ｖ‖

２
Ｌ２＋‖珟Ｆ‖

２
Ｌ２）＋

　 κ２‖
珟Ｆ‖Ｌ２＋

μ
６‖珓ｖ‖Ｌ２． （３５）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｕｓｅｔｈｅｓａｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅ
ｆｏｕｒｔｈｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（２）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｃａｓｅｏｆε
→０ｉｎｓｙｓｔｅｍ（８）．Ｎｅｘｔ，ｗｅｕｓｅ（ｖ１，Ｆ１，Ｍ１）ａｎｄ（ｖ２，
Ｆ２，Ｍ２）ａｓｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（８），ｗｅｈａｖｅ

ｔ珦Ｍ＝－（ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２）－α（Ｍ１×ΔＭ１－
ΔＭ２×Ｍ２）＋β（ΔＭ１－ΔＭ２）． （３６）

ＭｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇＥｑ．（３６）ｂｙ珟Ｍａｎｄｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒ
$

ｄｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．

?ｔ珦Ｍ，珦Ｍ?＋?ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２，珦Ｍ?＝
　?α（Ｍ１×ΔＭ１－Ｍ２×ΔＭ２），珦Ｍ?＋
　β?ΔＭ１－ΔＭ２，珦Ｍ?＋
　β?｜Ｍ１｜

２Ｍ１－｜Ｍ２｜
２Ｍ２，珦Ｍ?．

Ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ‖

珦Ｍ‖２Ｌ２＋β‖Δ珦Ｍ‖
２
Ｌ２＝

　－?ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２，珦Ｍ?－
　?α（Ｍ１×ΔＭ１－Ｍ２×ΔＭ２），珦Ｍ?＋
　β?｜Ｍ１｜

２Ｍ１－｜Ｍ２｜
２Ｍ２，珦Ｍ?＝

　ＩＩ６＋ＩＩ７＋ＩＩ８． （３７）
Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ．ＢｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，
ｗｅｏｂｔａｉｎ

ＩＩ６＝－?ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２，珦Ｍ?＝
－?ｖ１珦Ｍ＋珓ｖＭ２，珦Ｍ?≤（‖ｖ１‖Ｌ∞‖珦Ｍ‖Ｌ２＋

‖珓ｖ‖Ｌ２‖Ｍ２‖Ｌ∞）‖珦Ｍ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖ｖ１‖Ｈ２‖珦Ｍ‖Ｌ２＋
‖珓ｖ‖Ｌ２‖Ｍ２‖Ｈ２）‖珦Ｍ‖Ｌ２．

Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ
ＩＩ７＝－?α（Ｍ１×ΔＭ１－Ｍ２×ΔＭ２），珦Ｍ?＝

－α?Ｍ１×ΔＭ１－Ｍ１×ΔＭ２＋Ｍ１×
ΔＭ２－Ｍ２×ΔＭ２，珦Ｍ?＝
－α?Ｍ１×Δ珦Ｍ＋珦Ｍ×ΔＭ２，珦Ｍ?＝
α?Ｍ１×珦Ｍ，珦Ｍ?＋α?Ｍ１×珦Ｍ，珦Ｍ?≤
Ｃ‖Ｍ１‖Ｌ∞‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珦Ｍ‖Ｌ２，

ＩＩ８＝β?｜Ｍ１｜
２Ｍ１－｜Ｍ２｜

２Ｍ２，珦Ｍ?＝
－β?（｜Ｍ１｜

２Ｍ１－｜Ｍ１｜
２Ｍ２＋

｜Ｍ１｜
２Ｍ２－｜Ｍ２｜

２Ｍ２），珦Ｍ?＝
β?｜Ｍ１｜

２珦Ｍ＋（｜Ｍ１｜
２－｜Ｍ２｜

２）Ｍ２，珦Ｍ?＝
β?｜Ｍ１｜

２珦Ｍ＋（｜Ｍ１｜－｜Ｍ２｜）（｜Ｍ１｜＋
｜Ｍ２｜）Ｍ２，珦Ｍ?≤β‖Ｍ１‖

２
Ｌ∞‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋

β‖Ｍ１－Ｍ２‖Ｌ２（‖Ｍ１‖Ｌ∞ ＋‖Ｍ２‖Ｌ∞）·
‖Ｍ２‖Ｌ∞‖珦Ｍ‖Ｌ２≤Ｃ‖Ｍ１‖

２
Ｈ２‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋

Ｃ‖珦Ｍ‖Ｌ２（‖Ｍ１‖Ｈ２＋‖Ｍ２‖Ｈ２）‖珦Ｍ‖Ｌ２．
ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｎｇＥｑ．（３６）ｗｉｔｈ，ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｂｙ珦Ｍａｎｄ
ｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒ

$

ｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｘ．
?ｔ珦Ｍ，珦Ｍ?＝－?（ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２），珦Ｍ?－

?α（Ｍ１×Ｍ１－Ｍ２×Ｍ２），珦Ｍ?＋
β?Δ珦Ｍ，珦Ｍ?＋β?（｜Ｍ１｜

２Ｍ１－
｜Ｍ２｜

２Ｍ２），珦Ｍ?，
Ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ‖

珦Ｍ‖２Ｌ２＋β‖Δ珦Ｍ‖
２
Ｌ２＝

　－?（ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２），珦Ｍ?－
?α（Ｍ１×Ｍ１－Ｍ２×Ｍ２），珦Ｍ?＋
β?（｜Ｍ１｜

２Ｍ１－｜Ｍ２｜
２Ｍ２），珦Ｍ?＝

ＩＩＩ１＋ＩＩＩ２＋ＩＩＩ３． （３８）
Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ．ＢｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，
ｗｅｏｂｔａｉｎ
ＩＩＩ１＝－?（ｖ１Ｍ１－ｖ２Ｍ２），珦Ｍ?＝

－?（ｖ１珦Ｍ＋珓ｖＭ２），珦Ｍ?＝
－?ｖ１·珦Ｍ＋ｖ１·珦Ｍ＋
珓ｖＭ２＋珓ｖＭ２），珦Ｍ?≤
（‖ｖ１‖Ｌ∞‖珦Ｍ‖Ｌ２＋‖珓ｖ‖Ｌ２‖Ｍ２‖Ｌ∞ ＋
‖珓ｖ‖Ｌ２‖

２Ｍ２‖Ｌ∞）·

８８
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‖珦Ｍ‖Ｌ２＋?ｖ１，
１
２｜

珦Ｍ｜２?≤

（‖ｖ１‖Ｈ２‖珦Ｍ‖Ｌ２＋‖珓ｖ‖Ｌ２‖Ｍ２‖Ｈ２＋

‖珓ｖ‖Ｌ２‖
２Ｍ２‖Ｈ２）·‖珦Ｍ‖Ｌ２．

Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ
ｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ
ＩＩＩ２＝－?α（Ｍ１×ΔＭ１－Ｍ２×ΔＭ２），珦Ｍ?＝

－α?（Ｍ１×ΔＭ１－Ｍ１×ΔＭ２＋Ｍ１×ΔＭ２－
Ｍ２×ΔＭ２），珦Ｍ?＝
－α?（Ｍ１×Δ珦Ｍ＋珦Ｍ×ΔＭ２），珦Ｍ?＝
α?（Ｍ１×Δ珦Ｍ，Δ珦Ｍ?＋
α?珦Ｍ×ΔＭ２＋珦Ｍ×ΔＭ２，珦Ｍ?≤
α‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珦Ｍ‖Ｌ２‖Ｄ

３Ｍ２‖Ｌ∞≤
Ｃ‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珦Ｍ‖Ｌ２‖Ｄ

３Ｍ２‖Ｈ２，

ＩＩＩ３＝β?（｜Ｍ１｜
２Ｍ１－｜Ｍ２｜

２Ｍ２），珦Ｍ?＝

β?（｜Ｍ１｜
２珦Ｍ＋

（｜Ｍ１｜
２－｜Ｍ２｜

２））Ｍ２，珦Ｍ?＝

β?２Ｍ１Ｄ
２Ｍ１珦Ｍ＋｜Ｍ１｜

２珦Ｍ，珦Ｍ?＋
（｜Ｍ１｜－｜Ｍ２｜）·
（｜Ｍ１｜＋｜Ｍ２｜）Ｍ２），Δ珦Ｍ?≤
２β‖Ｍ１‖Ｌ∞‖Ｄ

２Ｍ１‖Ｌ∞‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珦Ｍ‖Ｌ２＋

β‖Ｍ１‖
２
Ｌ∞·‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋

β‖珦Ｍ‖Ｌ２（‖Ｍ１‖Ｌ∞ ＋
‖Ｍ２‖Ｌ∞）‖Ｍ２‖Ｌ∞‖Δ珦Ｍ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖Ｍ１‖Ｈ２‖Ｄ

２Ｍ１‖Ｈ２‖珦Ｍ‖Ｌ２‖珦Ｍ‖Ｌ２＋

‖Ｍ１‖
２
Ｈ２·‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋

‖珦Ｍ‖Ｌ２（‖Ｍ１‖Ｈ２＋‖Ｍ２‖Ｈ２）‖Δ珦Ｍ‖Ｌ２）．
ＵｓｉｎｇａｂｏｖｅｅｓｔｉｍａｔｅｓａｎｄＥｑｓ．（３７）ａｎｄ（３８），ｗｅｃａｎ
ｏｂｔａｉｎ
１
２
ｄ
ｄｔ（‖

珦Ｍ‖２Ｌ２＋‖珦Ｍ‖
２
Ｌ２）＋

β（‖珦Ｍ‖２Ｌ２＋‖Δ珦Ｍ‖
２
Ｌ２）≤

Ｃ‖珦Ｍ‖Ｌ２（‖珓ｖ‖Ｌ２＋‖珦Ｍ‖Ｌ２＋‖珦Ｍ‖Ｌ２）＋

Ｃ（‖珦Ｍ‖Ｌ２＋‖珓ｖ‖Ｌ２＋
　 ‖珓ｖ‖Ｌ２＋‖Δ珦Ｍ‖Ｌ２）‖珦Ｍ‖Ｌ２≤

Ｃ（‖珦Ｍ‖２Ｌ２＋‖珦Ｍ‖
２
Ｌ２＋‖珓ｖ‖

２
Ｌ２）＋

μ
６‖珓ｖ‖

２
Ｌ２＋
β
２‖

珦Ｍ‖２Ｌ２＋
β
２‖Δ

珦Ｍ‖２Ｌ２． （３９）

ＵｓｉｎｇＥｑｓ．（３２），（３５）ａｎｄ（３９），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
ｄ
ｄｔ（‖珓ｖ‖

２
Ｌ２＋‖珟Ｆ‖

２
Ｌ２＋‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２）＋

μ‖珓ｖ‖２Ｌ２＋κ‖珟Ｆ‖
２
Ｌ２＋

β（‖珦Ｍ‖２Ｌ２＋‖Δ珦Ｍ‖
２
Ｌ２）≤

Ｃ（‖珓ｖ‖２Ｌ２＋‖珟Ｆ‖
２
Ｌ２＋‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２＋‖珦Ｍ‖

２
Ｌ２）．

Ｕｓｉｎｇ（珓ｖ，珟Ｆ，珦Ｍ）｜ｔ＝０＝０ａｎｄｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｓｌｅｍｍａ，ｗｅｃａｎ
ｏｂｔａｉｎ
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ａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈａｕｎｉｆｏｒｍｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌｏｎ

%

２ａｎｄ
%

３．
Ｗｅｔｈｅｎｅｍｐｌｏｙｔｈｅｅｘｔｅｎｓｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｔｏｏｂｔａｉｎａｕｎｉｆｏｒｍ
ｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌｏｎ

$

２ａｎｄ
$

３，ａｎｄｏｂｔａｉｎｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔ
ｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｅｆｏｕｒｔｈｓｅｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆ
ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇＧｒｏｎｗａｌｌｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．

Ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅ
ａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓ｜Ｍ０｜＝１．Ｗｉｔｈｏｕｔｔｈｉｓ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｃａｎｎｏｔｏｂｔａｉｎａｕｎｉｆｏｒｍｅｎｅｒｇｙｅｓｔｉｍａｔｅｏｆ
２ＭｉｎＨｎ．Ｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒａｒｅｈｅｌｐｆｕｌｉｎ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈｉｎｇｂｏｔｈｔｈｅｌｏｗｏｒｄｅｒａｎｄｈｉｇｈｏｒｄｅｒＬ２ｄｅｃａｙｅｓｔｉ
ｍａｔｅｓｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］　ＢｅｎｅｏｖáＢ，ＦｏｒｓｔｅｒＪ，ＬｉｕＣ，ｅｔａｌ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏａｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｍｏｄｅｌｆｏｒｍａｇｎｅｔｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］．ＳＩＡＭ

ＪｏｕｒｎａｌｏｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，２０１８，５０（１）：１２００１２３６．
［２］　ＴｉｅｒｓｔｅｎＨＦ．Ｃｏｕｐｌｅｄｍａｇｎｅｔｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｍａｇｎｅｔｉｃａｌｌｙｓａｔｕｒａｔｅｄｉｎｓｕｌａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｈｙｓ

ｉｃｓ，１９６４，５（９）：１２９８１３１８．
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