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ＷＤＣ算法与６元 Ｂｅｎｔ函数计数
董军武，王殊懿，曹　磊

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：一般情况下，在布尔函数的研究中，给定一部分地址处 Ｗａｌｓｈ谱值的集合 Ａ＝｛（ ｉ，ａｉ）｜ｉ∈Ｆｎ２，ａｉ∈
Ｚ，ｉ＝０，１，２，…，ｍ－１｝，寻找满足在这些地址具有给定谱值的所有ｎ元布尔函数是很困难的。但是如果给定的
地址集合是一个向量子空间，则有简单的求解方法。文章给出一种 ＷＤＣ算法，求解具有子空间结构地址的
Ｗａｌｓｈ谱值的所有ｎ元布尔函数以及个数。该算法包括３方面的内容：①如何构造满足这些条件的ｎ元布尔函
数；②满足这些条件的ｎ元布尔函数有多少个？③子空间地址上的谱值满足什么条件时，才能保证满足这些条
件的ｎ元布尔函数存在。另外，Ｂｅｎｔ函数是非线性度最高的布尔函数，具有非常好的密码学性质。文章利用
ＷＤＣ算法并借助计算机搜索，求解出所有的６元Ｂｅｎｔ函数，共有５４２５４３０５２８个。
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　　布尔函数是密码学中一个很重要而且非常有
趣的研究课题，在流密码与分组密码的领域中有

广泛的应用。人们根据特殊的密码场景提出相应

的密码性质，然后研究满足这些性质的布尔函数

的构造与计数。布尔函数最常用的密码学性质

有：非线性度、相关免疫度、代数免疫度等，文献

［１］是一本非常好的关于布尔函数的专著。
Ｗａｌｓｈ变换是研究布尔函数的非常重要的工
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具。在布尔函数的理论研究中有一个问题，即给

定一个谱值的集合Ａ
Ａ＝｛（ ｉ，ａｉ）｜ｉ∈Ｆｎ２，ａｉ∈Ｚ，ｉ＝０，１，２，…，ｍ－１｝，
求满足条件：对任意的 ｉ＝０，１，２，…，ｍ－１都有
ｆ^（ ｉ）＝ａｉ的所有 ｎ元布尔函数。对于随机给定
的地址集合Ａ，求解这样的问题是困难的，早在二
十世纪九十年代，有很多学者用机器学习的方法

研究这个问题［２－４］。

２０２３年第八届全国数学密码挑战赛的第三题
就是这样的实例。在比赛过程中，笔者找到一种

方法：如果给定部分谱值的地址集合是一个向量

子空间，则有好的算法解决这个问题。该算法用

参赛的３名成员也是本文作者姓的第一个字母命
名，称为ＷＤＣ算法。

非线性度是衡量布尔函数的重要密码学指

标，非线性度达到最大的布尔函数称为Ｂｅｎｔ函数。
当ｎ为偶数时，ｎ元Ｂｅｎｔ函数是存在的，它在每一

个地址处的Ｗａｌｓｈ谱值的绝对值均为２
ｎ
２。

很多学者对 Ｂｅｎｔ函数的构造和性质做了研
究［５－１２］，其中，文献［５］指出２ｍ元 Ｂｅｎｔ函数的代
数次数不超过 ｍ，并提出了计算所有６元 Ｂｅｎｔ函
数的方法，但是并没有给出明确的结果。

本文利用ＷＤＣ算法研究６元Ｂｅｎｔ函数的计数
问题，计算出所有６元 Ｂｅｎｔ函数共５４２５４３０５２８
个。

１　预备知识

这里仅介绍本文所需要的有关布尔函数的内

容，关于这方面的完整知识，可参阅文献［１］的第
二章或者文献［１３］的第十章。

以Ｆ２表示只有两个元素｛０，１｝的二元域。Ｆ２
上的ｎ维向量空间记为Ｆｎ２＝｛（ａ１，ａ２，…，ａｎ）｜ａｉ∈
Ｆ２｝。Ｆ

ｎ
２中有２

ｎ个向量。当需要把向量空间 Ｆｎ２
中的向量全部列出来时，一般按照坐标的字典顺

序，即把每一个向量长为 ｎ的０－１串看成一个整
数的二进制，这些整数之间的大小关系就字典顺

序。通常把Ｆｎ２中的元素称为地址。
定义在Ｆｎ２上，取值为０或１的函数称为 ｎ元

布尔函数。将ｎ元布尔函数 ｆ的函数值按照地址
的字典顺序从小到大全部排列出来，构成一个长

度为２ｎ的０－１串，称之为ｎ元布尔函数ｆ的真值

表。反之，任一长度为２ｎ的０－１串均可看作某个
ｎ元布尔函数的真值表，由此可知，共有２２ｎ个ｎ元
布尔函数。

假定ｆ是一个ｎ元布尔函数，将（－１）ｆ（ｘ）按照
地址 ｘ的字典顺序排列构成一个长度为２ｎ的向
量，称为布尔函数ｆ的极化向量，简记为（－１）ｆ。

假设 ＝（
"１，"２，…，"ｎ）∈Ｆ

ｎ
２，以及ｘ＝（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｆ
ｎ
２，定义 与 ｘ的内积为它们的对应

坐标相乘之后再相加，记为 ·ｘ，即
·ｘ＝

"１ｘ１＋"２ｘ２＋…＋"ｎｘｎ。
这里的加法与乘法，指的是把０与１看作整数时
的加法和乘法。

给定一个ｎ元布尔函数 ｆ，对任意的地址 ∈
Ｆｎ２，定义ｆ在 处的Ｗａｌｓｈ谱值为

ｆ^（）＝∑
ｘ∈Ｆｎ２

（－１）"·ｘ＋ｆ（ｘ）。

将ｆ的 Ｗａｌｓｈ谱值按照地址
"

的字典顺序排

列出来，称为ｆ的Ｗａｌｓｈ谱，简记为 ｆ^。
对于 ＝

"１，"２，…，"( )ｎ ∈Ｆ
ｎ
２，可以构造一个

线性函数，记为 ·ｘ如下：
"１ｘ１＋"２ｘ２＋…＋"ｎｘｎ，

该线性函数的极化向量记为（－１）·ｘ。于是布尔
函数ｆ在

"

处的Ｗａｌｓｈ谱值可以看作线性函数 ·

ｘ的极化向量与 ｆ的极化向量的内积。向量的内
积可看作矩阵的乘法，把２ｎ个线性函数的极化向
量当作行，按照线性函数参数 的字典顺序排成

一个２ｎ阶方阵，这个方阵称为 ｎ阶哈德玛矩阵
记为 Ｈｎ。由此可知，ｎ阶哈德玛矩阵的元素表达
式为

Ｈｎ＝（（－１）
ｉ·ｊ）２ｎ×２ｎ，

其中，０≤ｉ，ｊ＜２ｎ，ｉ·ｊ表示内积。关于哈德玛矩
阵，定理１列出一些常用而重要的结论，略去证
明。

定理１　ｎ阶哈德玛矩阵有如下的性质：
（１）可用矩阵运算计算布尔函数ｆ的Ｗａｌｓｈ谱

ｆ^＝Ｈｎ（－１）
ｆ；

（２）ｎ阶哈德玛矩阵满足下面的递推关系：

Ｈｎ＝
Ｈｎ－１ Ｈｎ－１
Ｈｎ－１ －Ｈｎ( )

－１

，Ｈ１＝
１ １( )１ －１

；

（３）ｎ阶哈德玛矩阵是可逆的并且
ＨｎＨｎ＝２

ｎＩ２ｎ，
其中，Ｉ２ｎ为２

ｎ阶单位矩阵。

７５
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蝶化算法。假定 Ｆ是一个 ｎ元布尔函数，Ｆ
的真值表是一个长为２ｎ的０－１串，可将这个０－
１串从中间分开得到两个长为２ｎ－１的０－１串，这
两个长为２ｎ－１的０－１串，可以看作两个ｎ－１元布
尔函数的真值表，假定左边的记为 ｆ１，右边的记为
ｆ２。也就是说，任何一个ｎ元布尔函数Ｆ的真值表
都可以看作某两个 ｎ－１元布尔函数 ｆ１与 ｆ２的真
值表级联而成。它们的Ｗａｌｓｈ谱分别记为 ｆ^、^ｆ１与
ｆ^２。令Ｈｎ、Ｈｎ－１分别表示 ｎ与 ｎ－１阶哈德玛矩
阵，则有

ｆ^１＝Ｈｎ－１（－１）
ｆ１，

ｆ^２＝Ｈｎ－１（－１）
ｆ２，

ｆ^＝Ｈｎ（－１）
Ｆ。

由于

Ｈｎ＝
Ｈｎ－１ Ｈｎ－１
Ｈｎ－１ －Ｈｎ( )

－１

，（－１）Ｆ＝
（－１）ｆ１

（－１）ｆ( )２ ，
利用分块矩阵的乘法运算有

ｆ^＝Ｈｎ（－１）
Ｆ＝

Ｈｎ－１ Ｈｎ－１
Ｈｎ－１ －Ｈｎ( )

－１

（－１）ｆ１

（－１）ｆ( )２ ＝
Ｈｎ－１（－１）

ｆ１＋Ｈｎ－１（－１）
ｆ２

Ｈｎ－１（－１）
ｆ１－Ｈｎ－１（－１）

ｆ( )２ ＝ ｆ^１＋^ｆ２ｆ^１－^ｆ( )
２

。

由此可知，如果知道了两个ｎ－１元布尔函数ｆ１和
ｆ２的Ｗａｌｓｈ谱，将它们对应位置相加就是由它们
级联而成的 ｎ元布尔函数 Ｆ的前一半位置的
Ｗａｌｓｈ谱值；将它们对应的位置相减就是由它们级
联而成的ｎ元布尔函数 Ｆ的后一半位置的 Ｗａｌｓｈ
谱值。这个方法一直往前推，把 ｎ元布尔函数 Ｆ
的真值表看成２ｎ－１个一元布尔函数的真值表依次
拼接而成，然后一步一步地利用递推关系可以计

算出ｎ元布尔函数Ｆ的Ｗａｌｓｈ谱。
简单的分析可知，用蝶化算法计算 ｎ元布尔

函数的Ｗａｌｓｈ谱的计算复杂度为 Ｏ（ｎ２ｎ），比用哈
德玛矩阵计算的复杂度低。

非线性度。形如

"１ｘ１＋"２ｘ２＋…＋"ｎｘｎ＋μ
的函数称为仿射函数（其中，

"ｉ，μ∈Ｆ２）。两个布
尔函数ｆ及ｇ的汉明距离定义为它们真值表中取
值不同的分量个数，记为ｄ（ｆ，ｇ）。ｎ元布尔函数 ｆ
的非线性度定义为ｆ与所有仿射函数的最小距离，
记为Ｎｆ。则有

定理２　假设ｆ是ｎ元布尔函数，则

Ｎｆ＝２
ｎ－１－１２ｍａｘ∈Ｆｎ２

ｆ^（{ }） 。

对任意的 ｎ元布尔函数 ｆ，有下面的结论成
立：

定理３　∑
∈Ｆｎ２

（^ｆ（））２ ＝４ｎ。

由此可知，当ｎ＝２ｍ为偶数，并且ｎ元布尔函

数ｆ在每一地址处的Ｗａｌｓｈ谱值的绝对值均为２
ｎ
２

时，其非线性度达到最大值２ｎ－１－２
ｎ
２－１。非线性

度达到这个最大值的 ｎ元布尔函数称为 Ｂｅｎｔ函
数。下面介绍一种常用的构造Ｂｅｎｔ函数的方法：

定理４　假定ｎ＝２ｍ是偶数，而ｈ（ｘ１，…，ｘｍ）
是一个 ｍ元布尔函数，则函数 ｆ＝ｈ＋ｘ１ｘｍ＋１＋
ｘ２ｘｍ＋２＋…＋ｘｍｘ２ｍ是一个ｎ元Ｂｅｎｔ函数。

当ｎ＝２ｍ是偶数时，有多少个 ｎ元 Ｂｅｎｔ函
数？这是一个目前尚未解决的问题。本文利用

ＷＤＣ算法，借助计算机的计算，得到所有 ６元
Ｂｅｎｔ函数的总数为５４２５４３０５２８。下面将详细给
出所需要的理论和计算过程。

２　ＷＤＣ算法

在布尔函数的理论和应用中，有如下问题，即

定一个子集

Ａ＝｛（ ｉ，ａｉ）｜ｉ＝０，１，…，ｍ－１｝，
计算所有的ｎ元布尔函数 ｆ，使得对任意的 ｉ＝０，
１，２，…，ｍ－１，都有 ｆ^（ ｉ）＝ａｉ。为了方便，称满足
这些条件的布尔函数为目标布尔函数。

利用哈德玛矩阵可以计算布尔函数的 Ｗａｌｓｈ
谱，即Ｈｎ（－１）

ｆ＝^ｆ。依据集合Ａ中的每一个地址
ｉ选择 ｎ阶哈德玛矩阵 Ｈｎ的第 ｉ行，构造一个

线性方程，增广常数为ａｉ，这样就得到一个线性方
程组，该线性方程组有ｍ个方程，有２ｎ个未知量。
利用高斯消元法求解该线性方程组，所有取值为

±１的解就是全体目标布尔函数的极化向量。
一般情况下，当自由未知量比较多的时候（例

如有６４个自由未知量），想找出目标布尔函数并
不容易。

但是，如果给定的 Ｗａｌｓｈ谱地址构成一个向
量子空间，则有一个算法能彻底解决这个问题，称

为ＷＤＣ算法，该算法包含３方面的内容：①目标
函数的存在性，即子空间上给定的谱值满足什么

８５
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条件时，目标布尔函数是存在的；②在目标布尔函
数存在的条件下，共有多少个目标布尔函数；③求
出所有的目标布尔函数。

假定Ｂ是Ｆｎ２的ｒ维向量子空间，其中，１≤ｒ＜
ｎ。为了方便，记 ｓ＝ｎ－ｒ。定义 Ｂ的正交补空间
为

Ｂ⊥ ＝｛α∈Ｆｎ２｜α·β＝０，β∈Ｂ｝，
Ｂ的正交补空间的维数恰好为 ｓ。利用内积的双
线性特点，为了计算 Ｂ的正交补空间只需要让 α
与Ｂ的一组基都正交即可。

定理５是ＷＤＣ算法的理论基础，证明见附录
中。

定理５　假定 Ｂ是向量空间 Ｆｎ２的 ｒ维子空
间，以Ｂ中的元素为行号，从 ｎ阶哈德玛矩阵 Ｈｎ
中选择２ｒ行，得到子矩阵 Ｍ。则通过有限次交换
Ｍ某两列的操作，可将矩阵 Ｍ化为如下的形状：
（Ｈｒ｜Ｈｒ｜…｜Ｈｒ），共２

ｓ个ｒ阶哈德玛矩阵。
假定给定部分 Ｗａｌｓｈ谱值的集合为 Ａ＝

（ ｉ，ａｉ）｜ｉ∈{ }Ｂ，其中，Ｂ为 ｒ维子空间，将 Ｂ中
的向量按照字典顺序写出来如下：Ｂ＝｛ ０， １，

２，…， ２ｒ－１｝。将谱值信息写成向量的形式 α＝
（ａ０，ａ１，…，ａ２ｒ－１）

Ｔ，则线性方程组

Ｍｙ＝α （１）
的所有取值为 ±１的解就是所有目标布尔函数的

极化向量。由于 ＨｒＨｒ＝２
ｒＩｒ，用

１
２ｒ
Ｈｒ乘以式（１）

的两边，记β＝１
２ｒ
Ｈｒα，则通过有限次交换某两列

的操作之后，可将线性方程组（１）转化为
（Ｉ２ｒ｜Ｉ２ｒ｜…｜Ｉ２ｒ）ｙ＝β，

即２ｒ个具有如下特殊形式的线性方程
ｙｊ０＋ｙｊ１＋…＋ｙｊ２ｓ－１＝ｂｊ。 （２）

由此可知，不同的线性方程，它们未知量的交集为

空。因此，只要求出每一个形如式（２）的线性方程
的解，就可以求出所有目标布尔函数的极化向量。

如果给 ｒ维子空间 Ｂ中的地址随机赋 Ｗａｌｓｈ
谱值的话，则目标布尔函数很可能不存在。为此

引入定义１。
定义１　称ｒ维子空间 Ｂ上的一个谱分布是

相容的，指对于这个谱分布，一定存在目标布尔函

数。

引入一个符号：对任意的正整数 ｓ，１≤ｓ＜ｎ，
记Γ（ｓ）＝｛０，±２，±４，±６，…，±２ｓ｝。容易验证

Γ（ｓ）＝｛２ｓ－２ｚ｜０≤ｚ≤２ｓ｝，由此可知，集合 Γ（ｓ）
中共有２ｓ＋１个数。

定理６　假定Ｂ是ｒ维向量子空间，α为子空

间Ｂ上的一个谱分布，记 β＝１
２ｒ
Ｈｒα。则谱分布 α

是相容的充分必要条件是向量β的每一个分量都
落在集合Γ（ｓ）中。

证明　如果目标布尔函数存在，假定ｆ是其中
一个目标布尔函数，则ｆ的极化向量就是线性方程
（１）的解，从而也是线性方程组（２）的解。对每一
个ｊ＝０，１，２，…，２ｒ－１，令ｚｊ表示２

ｓ个变量ｙｊ０，ｙｊ１，
…，ｙｊ２ｓ－１中取值为－１的变量个数，则这２

ｓ个变量

中取值为１的变量个数为２ｓ－ｚｊ，于是方程（２）就
变为

（２ｓ－ｚｊ）－ｚｊ＝ｂｊ，
即ｂｊ＝２

ｓ－２ｚｊ∈Γ（ｓ）。
另外，如果谱值向量α满足定理中的条件，对

每一个ｊ，取ｚｊ满足条件 ｂｊ＝２
ｓ－２ｚｊ。在由线性方

程（２）所决定的２ｓ个变量中，任意选择 ｚｊ个变量，
赋值为－１，将其余的２ｓ－ｚｊ个变量赋值１，则这些
变量满足方程（２），从而它们是线性方程组（１）的
解，即它们是某个目标布尔函数的极化向量，这就

证明谱向量α是相容的。
定理７给出了所有目标布尔函数的个数。
定理７　如果 ｒ维向量子空间 Ｂ上的谱分布

α是相容的，令 β＝１
２ｒ
Ｈｒα。记 β＝（ｂ０，ｂ１，…，

ｂ２ｒ－１），对每一个ｊ＝０，１，２，…，２
ｒ－１，令ｚｊ＝

１
２（２

ｓ－

ｂｊ），则所有目标布尔函数的个数为

Ｎ＝∏
２ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｚｊ２ｓ。

证明　由于向量 α是相容的，因此所有的目
标布尔函数恰好是线性方程组（１）的取值为 ±１
的解。线性方程组（１）可以化简成２ｒ个形如（２）
的方程，这些方程中的未知量没有交集。因此，所

有目标函数的个数等于每一个形如（２）的解数之
积。形如（２）的方程的解就是从２ｓ个未知量中，
任意选择 ｚｊ个未知量，赋值为 －１，其余的 ２

ｓ－ｚｊ
个未知量赋值为１，即每一个形如（２）的方程的解
数为组合数 Ｃｚｊ２ｓ，因此，所有的目标布尔函数的个

数为Ｎ＝∏
２ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｚｊ２ｓ。

９５
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最后，给出目标布尔函数的构造方法。给定 ｒ
维向量子空间Ｂ，以及相容的谱分布α。令Ｖ为Ｂ
的正交补空间。对任意的γ∈Ｆｎ２，称集合

γ＋Ｖ＝｛γ＋ξ｜ξ∈Ｖ｝
为Ｖ的陪集。则向量空间 Ｆｎ２可以分解成２

ｒ个两

两不相交的陪集的并。定理８表明，每一个形如
（２）的方程中，未知量的下标恰好取自Ｖ的某个陪
集。

定理８　每一个形如（２）的方程，它的未知量
的下标恰好取自Ｖ的某个陪集。

证明　由定理５可知，系数矩阵 Ｍ的每一列
都是ｒ维向量空间Ｆｒ２上的一个线性函数，Ｆ

ｒ
２上共

有２ｒ个线性函数，每一个线性函数都恰好在矩阵
Ｍ中出现２ｓ次，即可将２ｎ个未知量分成互不相交
的２ｒ个组，每组中有２ｓ个未知量，每个未知量对
应矩阵Ｍ的一列。未知量出现在形如（２）的同一
个方程中的充分必要条件是，矩阵 Ｍ中与这些未
知量相对应的列完全相同（这样的话，用 ｒ阶哈德
玛矩阵作用再除以２ｒ之后，这些列就是相同的单
位向量，即只有一个分量取值为１，其余分量取值
全为０的向量）。注意到矩阵Ｍ的元素是由 Ｂ中
的向量与列标的内积决定，而向量子空间 Ｂ上的
内积，可以由Ｂ的任意一组基决定。令

｛β２０，β２１，…，β２ｒ－１｝ （３）
为Ｂ的一组基，任选一个列标Ｊ０，构造ｒ维向量

η＝（Ｊ０·β２０，Ｊ０·β２１，…，Ｊ０·β２ｒ－１）
Ｔ，

再令矩阵

Ｃ＝（β２０，β２１，…，β２ｒ－１），
则有η＝ＣＪ０。

于是在矩阵Ｍ中，与列标Ｊ０完全相同的列标
Ｊ恰好是线性方程组

η＝ＣＸ （４）
的解。由线性方程组解的理论，线性方程组（４）的
所有解均形如

Ｊ０＋Ｊ， （５）
其中，Ｊ是齐次线性方程组 ＣＸ＝０的解。由正交
补空间的定义知，齐次线性方程组 ＣＸ＝０的解恰
好是Ｂ的正交补空间Ｖ。因此，线性方程组（４）的
解恰好是Ｖ的一个陪集。

最后一个问题是如何选择线性方程组的增广

系数ｂｊ。
解线性方程组（１）的时候，可以利用陪集分

解，将未知量分组，但是选择哪一个增广系数呢？

将系数矩阵化简后，每一列都是２ｒ维单位向量，定
理８就是把具有相同单位向量的列分成一组，该
组中决定的形如（２）的方程，其增广系数ｂｊ的下标
ｊ就是单位向量中唯一的１出现的位置。如果ｒ元
线性函数的表达式为

ｌ０ｘ０＋ｌ１ｘ１＋…＋ｌｌ－１ｘｒ－１，
那么，这个线性函数的极化向量经过ｒ阶哈德玛矩
阵作用并除以２ｒ之后，所得到的单位向量中，唯一
的取值为１的分量位置就是 ｌ＝ｌ０＋２ｌ１＋２

２ｌ２＋…
＋２ｒ－１ｌｒ－１。因此，为了选择增广系数，需要计算出
形如（２）的方程中任一未知量所在的列，经哈德玛
矩阵化成单位向量时，１出现的位置，并计算出该
列所对应的线性函数的表达式。由于选择了一组

特殊的基（３），只要让任一未知量所对应的列与该
基中的每个基向量做内积即可，而这一步运算恰

好是前面计算的η。ＷＤＣ算法步骤如下：

ＷＤＣ算法

输入：ｒ维子空间 Ｂ，２ｒ维向量 α以及向量空间的
维数ｎ。

输出：一个目标布尔函数或者无解

Ｓｔｅｐ１：令ｓ＝ｎ－ｒ；

Ｓｔｅｐ２：计算β＝１
２ｒ
Ｈｒα；

Ｓｔｅｐ３：如果β的某个分量不在集合Γ（ｓ）中，
则返回“无解”，算法结束；

Ｓｔｅｐ４：对每一个ｉ＝０，１，２，…，２ｒ－１，计算ｚｉ＝
１
２（２

ｓ－ｂｉ）；

Ｓｔｅｐ５：令Ｃ＝（β２０，β２１，…，β２ｒ－１）为子空间Ｂ
的一组特殊基；

Ｓｔｅｐ６：计算Ｂ的正交补空间Ｖ；
Ｓｔｅｐ７：令Ｄ为整个向量空间Ｆｎ２；
Ｓｔｅｐ８：ｆｏｒｉｆｒｏｍ０ｔｏ２ｒ－１ｄｏ
（１）从Ｄ中任取一个向量ξ，计算η＝Ｃξ；
（２）计算陪集ξ＋Ｖ；
（３）从下标在ξ＋Ｖ中的２ｓ个未知量中，任意

选择ｚη未知量赋值为１，其余的２
ｓ－ｚη个未知量

赋值为０；
（４）从Ｄ中去掉陪集ξ＋Ｖ中的所有向量；
Ｓｔｅｐ９：输出布尔函数ｆ。

０６
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注：在ＷＤＣ算法中，计算量最大的是第２步
的矩阵计算，计算复杂度为 Ｏ（２２ｎ）。如果用蝶化
算法，计算复杂度为Ｏ（ｎ２ｎ）。

约定，用向量的十进制标号表示向量。

例１　假定ｎ＝４，Ｂ＝｛０，１，２，３｝为Ｆ４２中的二
维向量子空间。令 α＝（６，－２，－２，－２）Ｔ。ｓ＝
ｎ－ｒ＝２。

计算β＝１
２２
Ｈ２α＝（０，２，２，２）

Ｔ，由于β的每个

分量都在集合Γ（ｓ）＝｛０，±２，±４｝中，因此，目标
布尔函数存在。计算

ｚ０＝
１
２（２

２－ｂ０）＝２，

ｚ１＝
１
２（２

２－ｂ１）＝１，

ｚ２＝
１
２（２

２－ｂ２）＝１，

ｚ３＝
１
２（２

２－ｂ３）＝１。

由定理６可知，所有的目标布尔函数的个数为
Ｎ＝Ｃ２４Ｃ

１
４Ｃ
１
４Ｃ
１
４＝３８４。

下面利用 ＷＤＣ算法计算出一个目标布尔函
数。Ｂ的正交补空间为

Ｖ＝｛０，４，８，１２｝。
Ｂ的一组特殊基为｛１，２｝，可得矩阵

Ｃ＝
１ ０ ０ ０( )０ １ ０ ０

。

下面构造Ｖ的４个陪集：
取ξ０＝０得ξ０＋Ｖ＝｛０，４，８，１２｝。计算

η０＝Ｃξ０＝（０，０）
Ｔ，

因ｚ０＝２，从｛ｙ０，ｙ４，ｙ８，ｙ１２｝中选择两个变量取值为
１，其余两个变量取值为０，不妨令ｙ０＝ｙ４＝１，ｙ８＝
ｙ１２＝０。

取ξ１＝１得ξ１＋Ｖ＝｛１，５，９，１３｝。计算
η１＝Ｃξ１＝（１，０）

Ｔ

编号为１。因ｚ１＝１，从｛ｙ１，ｙ５，ｙ９，ｙ１３｝中选择一个
变量取值为１，其余３个变量取值为０，不妨令ｙ１＝
１，ｙ５＝ｙ９＝ｙ１３＝０。

取ξ１＝２得ξ２＋Ｖ＝｛２，６，１０，１４｝。计算

η２＝Ｃξ２＝（０，１）
Ｔ

编号为２。因ｚ２＝１，从｛ｙ２，ｙ６，ｙ１０，ｙ１４｝中选择一个
变量取值为１，其余３个变量取值为０，不妨令ｙ２＝
１，ｙ６＝ｙ１０＝ｙ１４＝０。

取ξ３＝３得ξ３＋Ｖ＝｛３，７，１１，１５｝。计算

η３＝Ｃξ３＝（１，１）
Ｔ

编号为３。因ｚ３＝１，从｛ｙ３，ｙ７，ｙ１１，ｙ１５｝中选择一个
变量取值为１，其余３个变量取值为０，不妨令ｙ３＝
１，ｙ７＝ｙ１１＝ｙ１５＝０。

于是得到一个目标布尔函数，其真值表为

１１１１１０００００００００００，即它满足条件：
ｆ^（０）＝６，ｆ^（１）＝－２，ｆ^（２）＝－２，ｆ^（３）＝－２。
事实上，该布尔函数的Ｗａｌｓｈ谱为

６，－２，－２，－２，－６，２，２，２，
－１０，－２，－２，－２，－６，２，２，２。

３　６元Ｂｅｎｔ函数的计数

本节利用ＷＤＣ算法，计算６元Ｂｅｎｔ函数的个
数。在下面的讨论中，需要用到定理９：

定理９　假定Ｂ是Ｆｎ２的ｒ维向量子空间，令Ｖ
为Ｂ的正交补空间。对任意的ｎ元布尔函数ｆ，记

ｂ＝∑
ｘ∈Ｖ
（－１）ｆ（ｘ）。则有

∑
∈Ｂ
ｆ^（）＝２ｒｂ， （６）

其中，ｂ∈Γ（ｓ）有２ｓ＋１种可能。
证明　按照 Ｗａｌｓｈ谱的定义，并交换求和的

顺序可得

∑
∈Ｂ
ｆ^（）＝∑

∈Ｂ
∑
ｘ∈Ｆｎ２

（－１）·ｘ＋ｆ（ｘ） ＝

∑
ｘ∈Ｆｎ２
∑
∈Ｂ
（－１）·( )ｘ （－１）ｆ（ｘ）。

考虑内和

∑
∈Ｂ
（－１）·ｘ （７）

表示在ｎ阶哈德玛矩阵中，选择 ｘ所在的列，将行
标号 ∈Ｂ的元素全部加起来。定理５中，矩阵Ｍ
就是从ｎ阶哈德玛矩阵中按照标号 ∈Ｂ选择行
构成的矩阵。因此，内和（７）就是矩阵 Ｍ的第 ｘ
列中所有元素相加。定理５表明矩阵Ｍ的每一列
都是ｒ元线性函数的极化向量并且每一个 ｒ元线
性函数都恰好出现２ｓ次。

由于非零的线性函数是平衡的，它的极化向

量中１与－１各占一半，因此，对应的内和（７）等
于０。而ｒ元零函数的极化向量全为１，因此，对应
的内和（７）等于２ｒ。Ｖ是 Ｂ的正交补空间，因此，
矩阵Ｍ的第ｘ列对应零函数，当且仅当ｘ∈Ｖ，即

１６
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∑
∈Ｂ
（－１）·ｘ ＝

０，ｘＶ，
２ｒ，ｘ∈Ｖ{

。

于是有

∑
∈Ｂ
ｆ^（）＝∑

ｘ∈Ｆｎ２
∑
∈Ｂ
（－１）·( )ｘ （－１）ｆ（ｘ） ＝

∑
ｘ∈Ｖ
∑
∈Ｂ
（－１）·( )ｘ （－１）ｆ（ｘ）＋

∑
ｘＶ
∑
∈Ｂ
（－１）·( )ｘ （－１）ｆ（ｘ） ＝

∑
ｘ∈Ｖ
∑
∈Ｂ
（－１）·( )ｘ （－１）ｆ（ｘ） ＝

２ｒ∑
ｘ∈Ｖ
（－１）ｆ（ｘ） ＝ｂ·２ｒ，

结论得证。

假定ｆ是一个６元Ｂｅｎｔ函数，则对任意的 ∈
Ｆ６２，都有 ｆ^（）＝８或者 ｆ^（）＝－８。取一个固定
的五维子空间 Ｂ＝｛０，１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，
１１，１２，１３，１４，１５，１６，１７，１８，１９，２０，２１，２２，２３，
２４，２５，２６，２７，２８，２９，３０，３１｝。Ｂ的正交补空间为
Ｖ＝｛０，３２｝。

考虑 Ｂ上的谱值分布。由定理 ９可知，

∑
∈Ｂ
ｆ^（）＝２５ｂ，其中，ｂ∈Γ（１）＝｛±２，０｝，即

∑
∈Ｂ
ｆ^（）＝６４，０或－６４。假定ｆ在Ｂ中有ｕ个８，

由于Ｂ中有３２个向量，因此，Ｂ中有３２－ｕ个－８。
于是

∑
∈Ｂ
ｆ^（）＝８ｕ－８（３２－ｕ）∈｛０，６４，－６４｝，

可得ｕ＝２０，１６或者１２，即五维子空间 Ｂ上的谱
值分布有

Ｃ１２３２＋Ｃ
２０
３２＋Ｃ

１６
３２＝１０５２６６６０７０

种可能。这个数量在普通计算机的搜索范围之

内，笔者对每一种可能的谱值分布，先利用定理６
判断该分布是否相容。如果相容，进一步利用

ＷＤＣ算法求出所有目标布尔函数，对每一个目标
布尔函数，计算其 Ｗａｌｓｈ谱，判断是否为 Ｂｅｎｔ函
数，从而可以计算出所有６元Ｂｅｎｔ函数的数目。

经过４天多的计算，发现共有５４２５４３０５２８
个６元 Ｂｅｎｔ函数。在计算过程中，还发现一些规
律如下：

当ｕ＝１２和 ｕ＝２０时，即 Ｂ上的谱值分布分
别有１２和２０个８时，Ｂ相容的向量个数是相同
的，均有３５１３６６４个。

对于二者个数相等，可以证明：如果α是Ｂ相
容的向量，并且在Ｂ上的谱值有１２个８，则存在布

尔函数ｆ，使得ｆ在 Ｂ上地址的 Ｗａｌｓｈ谱值恰好为
向量α。令 ｇ＝ｆ＋１，则对任意的 ∈Ｆ６２，均有
ｇ^（）＝－^ｆ（）。即－α也是 Ｂ相容的向量，而向
量－α中有ｕ＝２０个８。反之亦然，即如果α′是具
有２０个８的Ｂ相容向量，则－α′就是具有１２个８
的Ｂ相容向量，这就证明具有１２个８的Ｂ相容向
量个数等于具有２０个８的Ｂ相容向量个数。

当ｕ＝１６时，即 Ｂ上的谱值分布有 １６个 ８
时，满足这个条件的 Ｂ相容向量有７０２７３２８个。
这个数目恰好等于ｕ＝１２与ｕ＝２０的个数之和。

对每一个 Ｂ相容的向量 α，利用 ＷＤＣ算法，

即计算β＝１
２５
Ｈ５α，β是均有１６个分量取值为０，

从而有２１６＝６５５３６个目标布尔函数。进一步计
算每一个目标布尔函数的 Ｗａｌｓｈ谱，发现有两种
可能：这６５５３６个目标布尔函数中要么有３８４个
Ｂｅｎｔ函数，要么有８９６个 Ｂｅｎｔ函数。更详细的信
息见表１。

表１　６元Ｂｅｎｔ函数个数信息
Ｔａｂｌｅ１　Ｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ６ｖａｒｉａｂｌｅＢｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

函数个数 ｕ＝１２ ｕ＝２０ ｕ＝１６ 总数

３８４ ３４９９７７６ ３４９９７７６ ６９９９５５２ １３９９９１０４
８９６ １３８８８ １３８８８ ２７７７６ ５５５５２

因此，６元Ｂｅｎｔ函数的总数为
Ｎ＝１３９９９１０４３８４＋５５５５２８９６＝
５４２５４３０５２８。

４　结　语

本文提出了ＷＤＣ算法，完整解决了具有子空
间谱值分布的目标布尔函数的问题。给定 ｒ维子
空间Ｂ，以及Ｂ上的一个谱值分布向量 α，给出了
α为Ｂ相容的充分必要条件，给出了目标布尔函
数的计数公式，并给出了求解目标布尔函数的方

法。用ＷＤＣ算法求解目标布尔函数时，算法复杂
度远远低于高斯消元法的复杂度。

作为ＷＤＣ算法的一个应用，借助计算机的计
算能力，笔者计算出所有６元 Ｂｅｎｔ函数的数目。
在解决６元 Ｂｅｎｔ函数的计数过程中，并没有充分
利用ＷＤＣ算法提供的信息，而是过多地依赖计算
机的搜索能力。例如只选择一个五维子空间使用

ＷＤＣ算法。事实上在五维子空间 Ｂ中还有更多

２６
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的维数更小的子空间，如果充分利用定理８，或许
会减少计算机的搜索工作量，或者说可以尝试计

算８元Ｂｅｎｔ函数的计数问题。
展望未来，有以下３个方向可以进一步研究：
（１）深入研究 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数在 ｎ－１维子空

间Ｂ上的分布规律，即研究Ｂ相容向量的个数；
（２）猜想：假定Ｂ是ｎ维向量空间Ｆｎ２的 ｎ－１

维子空间，给定Ｂ上的一个取值为 ±２ｎ／２的谱分布

α。如果α是相容的，则目标布尔函数的个数一定
是２２ｎ－２；

（３）如果上述的猜想正确，那么就需要进一步
研究每一个Ｂ相容向量的目标布尔函数中，到底
有多少个ｎ元Ｂｅｎｔ函数。

今后将继续挖掘ＷＤＣ算法的潜力，用更多的
理论结果代替计算的搜索，以期计算出８元甚至
１０元Ｂｅｎｔ函数的个数。
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　　附录一．４元Ｂｅｎｔ函数
如果ｆ是一个４元Ｂｅｎｔ函数，则对任意的 ∈Ｆ４２都有 ｆ^（）＝４或者 ｆ^（）＝－４。令Ｂ是Ｆ

４
２中的任

一三维子空间，ｕ是Ｂ中谱值为４的个数。利用定理９可知ｕ＝２，６，４。
当ｕ＝２或者６时，共有２８个维数为８的Ｂ相容向量；当ｕ＝４时，共有５６个维数为８的Ｂ相容向量。
对于每一个Ｂ相容的向量α，用ＷＤＣ算法均可计算出２４＝１６个目标布尔函数，其中，有８个目标布

尔函数为Ｂｅｎｔ函数，因此，４元Ｂｅｎｔ函数共８９６个。表２列出了４元布尔函数的个数信息。

表２　４元Ｂｅｎｔ函数个数信息
Ｔａｂｌｅ２　Ｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ４ｖａｒｉａｂｌｅＢｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

函数个数 ｕ＝２ ｕ＝６ ｕ＝４ 总数

８ ２８ ２８ ５６ １１２
函数总数 ２２４ ２２４ ４４８ ８９６

３６
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　　附录二．定理５的证明
由于ｒ阶哈德玛矩阵是将Ｆｒ２上的所有线性函数的极化向量作为行（或者列）按照线性函数的字典排

序而得到的。矩阵Ｍ是从ｎ阶哈德玛矩阵中根据ｒ维子空间Ｂ中向量的字典顺序选择行而得到的。因
此，定理５的证明分两大步：第一步，建立从 Ｂ到 Ｆｒ２的一个同构映射，从而将矩阵 Ｍ的每一列看作 Ｆ

ｒ
２

上的线性函数；第二步，证明定理５的结论，即证明 Ｆｒ２上的每一个线性函数作为矩阵 Ｍ的列，都恰好
出现２ｓ次。

为了讨论上的方便，引入定义２。
定义２　对于向量空间Ｆｎ２中的任一非零向量α＝（ａ０，ａ１，…，ａｎ－１），称满足ａｉ≠０的最大非负整数 ｉ

为α的最高权位，记为ｌ（α）。
注：零向量不定义最高权位，每一个非零向量都有唯一的最高权位。

对于给定的ｒ维向量子空间Ｂ，令Ｖ０＝｛０｝。下面通过ｒ步将Ｂ中的向量进行字典排序：
第０步，假定集合Ｂ＼Ｖ０中最高权位的最小值为ｌ０，满足ｌ（α）＝ｌ０的向量只有一个，如果满足这个条

件的向量有多个，假定α１及α２的最高权位均为ｌ０，那么α１＋α２的最高权位就小于 ｌ０，而且 α１＋α２∈Ｂ，
与ｌ０的最小性矛盾。把这个向量记为β２０。构造集合Ｕ１＝｛β２０＋β｜β∈Ｖ０｝，并令集合Ｖ１＝Ｖ０∪Ｕ１。则集
合Ｕ１中只有一个元素，集合Ｖ１中有两个元素。

第１步，假定集合Ｂ＼Ｖ１中最高权位的最小值为ｌ１，构造集合
Ｕ２＝｛β∈Ｂ｜ｌ（β）＝ｌ１｝。

令集合Ｕ２中字典顺序最小的向量为β２１，则有Ｕ２＝｛β２１＋β｜β∈Ｖ１｝。由此可知，Ｕ２中有２个元素。再令
集合Ｖ２＝Ｖ１∪Ｕ２，则集合Ｖ２中有４个元素。

一般地，在第ｉ步中，假定集合Ｂ＼Ｖｉ中最高权位的最小值为ｌｉ，构造集合
Ｕｉ＋１＝｛β∈Ｂ｜ｌ（β）＝ｌｉ｝。

令集合Ｕｉ＋１中字典顺序最小的向量为β２ｉ，则有Ｕｉ＋１＝｛β２ｉ＋β｜β∈Ｖｉ｝。由此可知，Ｕｉ＋１中有２
ｉ－１个元素。

再令集合Ｖｉ＋１＝Ｖｉ∪Ｕｉ＋１，则集合Ｖｉ＋１中有２
ｉ个元素。

当ｉ＝ｒ－１时，得到Ｖｒ中有２
ｒ个元素，即Ｖｒ＝Ｂ。

在上述过程中，得到一组向量

｛β２０，β２１，…，β２ｒ－１｝。 （８）
满足条件ｌ（β２ｉ）＝ｌｉ，而且

ｌ０＜ｌ１＜…＜ｌｒ－１。
由此可知，向量组（８）是线性无关的，从而构成子空间Ｂ的一组基。

这组基还满足如下的性质：

引理１　对任意的ｋ＜ｉ，向量β２ｉ的第ｌｋ个坐标一定是０。
证明　用反证法，如果存在某个整数ｋ＜ｉ，使得向量β２ｉ的第ｌｋ个坐标为１，则向量β２ｉ＋β２ｋ∈Ｂ，但是

这个向量的字典顺序大小于β２ｉ，这个向量也在集合Ｕｉ＋１中，这与β２ｉ的字典序最小矛盾，引理１得证。
将Ｂ中的所有向量按照基（８）下的坐标的字典顺序排列，得到

Ｂ＝｛β０，β１，β２，…，β２ｒ－１｝，
即对于每个非负整数ｓ，０≤ｓ＜２ｒ，如果ｓ的二进制表示为ｓ＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓｒ－１），则有

βｓ＝ｓ０β２０＋ｓ１β２１＋…＋ｓｒ－１β２ｒ－１。
下面证明，如果标号ｓ＜ｔ，则在字典顺序的意义下必定有βｓ＜βｔ。
假定标号ｓ与ｔ的二进制表示分别为

ｓ＝（ｓ０，ｓ１，…，ｓｒ－１），
ｔ＝（ｔ０，ｔ１，…，ｔｒ－１），

由于ｓ＜ｔ，则存在正整数 ｋ，使得 ｔｋ＝１，ｓｋ＝０，并且 ｓｋ＋ｊ＝ｔｋ＋ｊ，ｊ＝１，２，…，ｒ－１－ｋ。为了方便，记 ｌｋ＝
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ｌ（β２ｋ）为基向量的最高有效位。
将向量ｓｋ＋１β２ｌｋ＋１＋…＋ｓｒ－１β２ｌｒ－１的最低ｌｋ个坐标全部置为０，所得到的向量记为Ｍ。向量βｓ与βｔ的

第ｌｋ＋１，ｌｋ＋２，…，ｎ－１位的坐标与Ｍ在这些位的坐标完全相同。令
η＝βｓ＋Ｍ，ξ＝βｔ＋Ｍ。

由引理１基（８）的性质可知，向量βｓ和βｔ的标号分别等于向量η和ξ的标号加上整数Ｍ。
向量η的第ｌｋ，ｌｋ＋１，…，ｎ－１位的坐标全为０，因此，向量η的字典序号为＜２

ｌｋ。而向量ξ的第ｌｋ
位坐标等于１，因此，ξ的字典序号≥２ｌｋ，从而βｓ的字典编号小于βｔ的字典编号，结论得证。

下面的例子解释了整个证明的过程，在例３中，用不带前缀０ｘ的十六进制表达式表示向量空间中的
向量，例如２７的二进制表示为１＋２１＋２２＋０·２３＋０·２４＋２５，因此，２７表示向量（１，１，１，０，０，１）。

例３　假定向量空间的维数ｎ＝６，令Ｂ为由α１＝３，α２＝０ｅ，α３＝２７生成的子空间。按照向量的字
典顺序列出Ｂ中的８个向量如下：

Ｂ＝｛００，０３，０ｄ，０ｅ，２４，２７，２９，２ａ｝。 （９）
取Ｖ０＝｛００｝。

第０步：集合Ｂ＼Ｖ０中，向量０３的最高权位最小，即ｌ０＝ｌ（０３）＝１。则令β２０＝０３并构造集合
Ｕ１＝｛β２０＋β｜β∈Ｖ０｝＝｛０３｝，

再构造集合Ｖ１＝Ｖ０∪Ｕ１＝｛００，０３｝。
第１步：集合Ｂ＼Ｖ１＝｛０ｄ，０ｅ，２４，２７，２９，２ａ｝。在这个集合中，向量０ｄ的最大权位ｌ（０ｄ）＝３是最

小的，即ｌ１＝３。令β２１＝０ｄ并构造集合
Ｕ２＝｛β２１＋β｜β∈Ｖ１｝＝｛０ｄ，０ｅ｝，

再构造集合Ｖ２＝Ｖ１∪Ｕ２＝｛００，０３，０ｄ，０ｅ｝。
第２步：集合Ｂ＼Ｖ２＝｛２４，２７，２９，２ａ｝。在这个集合中，向量２４的最大权位ｌ（２４）＝５是最小的，即

ｌ２＝５。令β２２＝２４，并构造集合
Ｕ３＝｛β２２＋β｜β∈Ｖ２｝＝｛２４，２７，２９，２ａ｝，

再构造集合Ｖ３＝Ｖ２∪Ｕ３＝Ｂ。
上面的过程，构造出子空间Ｂ的一组特殊基｛β２０＝０３，β２１＝０ｄ，β２２＝２４｝，用坐标的形式写出这组基

如下：

β２０＝（１，１，０，０，０，０），
β２１＝（１，０，１，１，０，０），
β２２＝（０，０，１，０，０，１）。

由此可以明显地看出，引理１的结论是成立的，即向量β２２的第ｌ０＝１、第ｌ２＝３处的坐标全为０；向量β２１的
第ｌ０＝１处的坐标为０。

综上所述，建立从子空间Ｂ到向量空间Ｆｒ２上的同构映射：
φ：Ｆｒ２→Ｂ，

ｉ＝（ｉ０，ｉ１，…，ｉｒ－１）!βｉ。
假定矩阵Ｍ是从ｎ阶哈德玛矩阵Ｈｎ中依据子空间 Ｂ中的地址选择２

ｒ行所得到的子矩阵，则矩阵

Ｍ的第ｉ行第ｊ列处的元素定义为ｍｉ，ｊ＝（－１）βｉ
·ｊ。由此定义向量空间Ｆｒ２上的函数如下：对任意固定的

ｊ∈Ｆｎ２以及任意的ｉ∈Ｆ
ｒ
２，函数

ｆｊ（ｉ）＝ｍｉｊ＝（－１）βｉ
·ｊ＝（－１）φ（ｉ）·ｊ。 （１０）

由于φ是同构映射，保持向量空间中的加法运算，而内积是双线性映射，也保持向量空间中的加法运
算，因此，公式（１０）定义了向量空间Ｆｒ２上的线性函数，即矩阵 Ｍ的每一列都是向量空间 Ｆ

ｒ
２上的线性函

数，ｒ维向量空间Ｆｒ２上共有２
ｒ个线性函数。

最后证明Ｆｒ２上每一个线性函数都在矩阵Ｍ中某一列中出现，而且恰好出现２
ｎ－ｒ次。
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将基（８）的向量当作行，构造一个秩为ｒ的ｒ×ｎ矩阵 Ｃ。利用矩阵 Ｃ构造一个从向量空间 Ｆｎ２到向
量空间Ｆｒ２的映射如下：

ψ：Ｆｎ２→Ｆ
ｒ
２，

ｊ
!

Ｃｊ，
其中，Ｃｊ为矩阵与向量的普通乘法。矩阵Ｃ的秩为ｒ，因此，ψ是满同态，它的核

Ｋｅｒ（ψ）＝｛ｊ∈Ｆｎ２｜Ｃｊ＝０｝
是ｓ＝ｎ－ｒ维的向量子空间，即向量空间Ｂ的零化子空间，记为Ｖ。于是向量空间Ｆｎ２可以分解成２

ｒ个互

不相交的陪集的并：

ｊｋ＋Ｖ，ｋ＝０，１，２，…，２
ｒ－１。

当ｊ取自某个陪集ｊｋ＋Ｖ，如果令
Ｃｊｋ＝（ａ０，ａ１，…，ａｒ－１）

Ｔ，

则有Ｃｊ＝（ａ０，ａ１，…，ａｒ－１）
Ｔ。假定由第 ｊ列诱导的 ｆｊ（ｘ）＝ｌ０ｘ０＋ｌ１ｘ１＋… ＋ｌｒ－１ｘｒ－１，由基（８）的选择，以

及内积的定义可知，对每一个ｋ＝０，１，２，…，ｒ－１都有
ｌｋ＝β２ｋ·ｊ＝ａｋ，

即在矩阵Ｍ中，由陪集ｊｋ＋Ｖ中的向量ｊ所决定的列，对应于同一个线性函数
ａ０ｘ０＋ａ１ｘ１＋…＋ａｒ－１ｘｒ－１，

因此，所有的ｒ元线性函数作为矩阵Ｍ的列全部出现，而且每一个线性函数都恰好重复出现２ｓ次。定理
得证。
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