
　第２３卷　第３期２０２４年　６月　
广州大学学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）
Ｖｏｌ．２３　Ｎｏ．３
Ｊｕｎ．　２０２４

　　Ｒｅｃｅｉｖｅｄｄａｔｅ：２０２３－０３－１６　　　　Ｒｅｖｉｓｅｄｄａｔｅ：２０２３－０４－２３

　　Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：ＨＵＡＮＧＧｕｉｈｕｏ（１９９８—），ｍａｌｅ，ｐｏｓｔｇｒａｄｕａｔｅ．Ｅｍａｉｌ：ｈｇｈ９３５＠１６３．ｃｏｍ

　　Ｃｉｔａｔｉｏｎ：ＨＵＡＮＧＧｕｉｈｕｏ，ＷＡＮＧＧｕａｎｇｗｕ，ＹＥＴｉｎｇｔｉｎｇ，ｅｔａｌ．ＬｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎ

ｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎａｎｄＶｆｌｏｗｔｅｒｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉ

ｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ），２０２４，２３（３）：４４５７．

文章编号：１６７１４２２９（２０２４）０３００４４１４

具有 ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ相互作用和 Ｖｆｌｏｗ项的
不可压缩 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ

方程的局部存在唯一性

黄贵活，王光武，叶婷婷，邱　臻
（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章证明了在
#

２和
#

３中具有ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ相互作用和Ｖｆｌｏｗ项的不可压缩ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎ
ｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程组的Ｃａｕｃｈｙ问题存在唯一局部解。文章所提出的方法依赖于用扰动抛物系统和平行传输来逼
近此系统。

关键词：不可压缩ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程；ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ相互作用；局部解
中图分类号：Ｏ１７５２９　　　文献标志码：Ａ

Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅ
ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎａｎｄＶｆｌｏｗｔｅｒｍ

ＨＵＡＮＧＧｕｉｈｕｏ，ＷＡＮＧＧｕａｎｇｗｕ，ＹＥＴｉｎｇｔｉｎｇ，ＱＩＵＺｈｅｎ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ，ＧｕａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍｏｆ
ａｓｙｓｔｅｍｏｆｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ
ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎａｎｄＶｆｌｏｗｔｅｒｍｉｎ

#

２ａｎｄ
#

３．Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄｓｒｅｌｙｕｐｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈａｐｅｒ
ｔｕｒｂｅｄｐａｒａｂｏｌｉｃｓｙｓｔｅｍａｎｄｐａｒａｌｌｅｌｔｒａｎｓｐｏｒｔ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａｉｎｔｅｒａｃ
ｔｉｏｎ；ｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

１　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅａｒｅｃｏｎｃｅｒｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉ
ｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓ（ＮＳＬＬ）ｗｉｔｈ
ｔｈｅＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ（ＤＭ）ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎａｎｄＶｆｌｏｗ
ｔｅｒｍｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ：

ｕｔ＋ｕ·ｕ＋ｐ＝μΔｕ－!·（ｄ⊙ｄ），
ｄｔ＋ｕ·ｄ＋αｄ×（Δｄ＋Ｖ·ｄ＋×ｄ）＋
　βｄ×（ｄ×（Δｄ＋Ｖ·ｄ＋×ｄ））＝ｄ×ｆ，
·ｕ＝０，
（ｕ，ｄ）｜ｔ＝０＝（ｕ０，ｄ０）













．
Ｈｅｒｅ，ｕ：

#

ｍ×［０，Ｔ］→#

ｍ，ｍ＝２，３，ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅ
ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄｖｅｃｔｏｒ，ｄ：

#

ｍ×［０，Ｔ］→$

２#

３ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ



　第３期 黄贵活等：具有ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ相互作用和Ｖｆｌｏｗ项的不可压缩
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程的局部存在唯一性

　　　

ｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｚａｔｉｏｎｆｉｅｌｄｖｅｃｔｏｒ，ｗｈｅｒｅ
$

２ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｕｎｉｔ
ｓｐｈｅｒｅｉｎ

#

３，ｉ．ｅ．，
$

２＝｛ｘ∈#

３：ｘ＝１｝，ｔｈｕｓｗｅｓｅｔ
ｄ＝１．ｐｉｓｔｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｉｓｕｓｕａｌｌｙｄｅｔｅｒ
ｍｉｎｅｄｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｓｔａｔｅ．μａｎｄ! ａｒｅｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔｓ，ｗｈｉｃｈｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｈｅａｒｖｉｓｃｏｓｉｔｙａｎｄｔｈｅｃｏｍ
ｐｅｔｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙａｎｄｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙ．Ｔｈｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔβ＞０ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅＧｉｌｂｅｒｔｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｗｈｉｃｈｉｓａｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃｒａｔｉｏ．Ｔｈｉｓｔｏｒｑｕｅｉｓｍｏｓｔｃｏｍｍｏｎｌｙ
ｔｅｒｍｅｄｎｏｎａｄｉａｂａｔｉｃａｎｄαｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｓｉｔｓｓｔｒｅｎｇｔｈ．Ｔｈｅ
ｎｏｔａｔｉｏｎ×ｉｓｔｈｅｃｒｏｓｓｐｒｏｄｕｃｔｆｏｒｖｅｃｔｏｒｓｉｎ

#

３．Ｔｈｅｔｅｒｍ
ｄ⊙ｄｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｍａｔｒｉｘｗｈｏｓｅ（ｉ，ｊ）－ｔｈｅｎｔｒｙｉｓｇｉｖｅｎ
ｂｙｘｉｄ·ｘｊｄ．Ｖ＝Ｖ（ｘ）ｉｓａｓｍｏｏｔｈｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｏｎΩａｎｄ

ΔＶｄ：＝Δｄ＋Ｖ·ｄ：＝Δｄ＋Ｖｄ
ｉｓｔｈｅｓｏｃａｌｌｅｄＶ－Ｌａｐｌａｃｉａｎｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｍｅｔｒｉｃｏｎ
Ω．Ｔｈｉｓｓｙｓｔｅｍｉｓａｃｏｕｐｌｅｄｐａｒａｂｏｌｉｃｓｙｓｔｅｍｗｈｉｃｈｃｏｎｓｉｓｔｓ
ｏｆｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄＬａｎｄｏｕＬｉｆ
ｓｈｉｔｚＧｉｌｂｅｒｔｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＤＭ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｉｎａｓｔｒｏｎｇｌｙ
ｃｏｕｐｌｅｄｗａｙ．

Ｉｆｄｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｖｅｃｔｏｒｉｎ
$

２ａｎｄｆ＝０，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｂｅ
ｃｏｍｅｓｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｒｅｉｓ
ｃｏｎｓｉｄｅｒａｂｌｅｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｏｎｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｍｏｓｔｒｅｐｒｅ
ｓｅｎｔａｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｉｓｔｈａｔｉｎｔｈｅ１９３０ｓ，Ｌｅｒａｙ［１］ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅ
ｇｌｏｂａｌｃｌａｓｓｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｕ
ｎｉｑｕｅｉｎ

#

２，ａｎｄｈｅａｌｓｏｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｈａｓｗｅａｋ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎｓｏｍｅｓｅｎｓｅ．Ｌａｔｅｒ，Ｈｏｐｆ［２］ｅｘｔｅｎｄｅｄｔｈｅｓｅｒｅ
ｓｕｌｔｓ．ＡｎｄｍｏｒｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｃａｎｂｅｆｏｕｎｄｉｎＲｅｆｓ．
［３－６］．Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，Ｔａｏ［７］ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｒｅｓｕｌｔｏｆａｓｍｏｏｔｈ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒａｎａｖｅｒａｇｅｄＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｂｌｏｗ
ｕｐｉｎｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅ．

Ｉｆｕ＝０，Ｖ＝０，ｆ＝０，
!

＝０ａｎｄｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇｔｈｅＤＭ
ｔｅｒｍ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｂｅｃｏｍｅｓｔｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎ：

ｄｔ＝－αｄ×Δｄ－βｄ×ｄ×Δｄ．
ＴｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄｂｙｐｈｙｓｉｃｉｓｔｓ
ＬａｎｄａｕａｎｄＬｉｆｓｈｉｔｚｉｎ１９３５ｗｈｅｎｔｈｅｙｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｄｉｓｐｅｒ
ｓｉｏｎｔｈｅｏｒｙｏｆｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ．Ｉｎ１９９３，Ｇｕｏ，ｅｔ
ａｌ．［８］ｐｒｏｖｅｄａｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＬａｎｄａｕ
Ｌｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓｐｉｎｃｈａｉｎｆｒｏｍａｎ
ｍ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｍａｎｉｆｏｌｄＭｉｎｔｏｔｈｅｕｎｉｔｓｐｈｅｒｅ

$

２ｏｆ
#

３

ａｎｄｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｓａｎｄ
ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｉｎ１９９８，
Ｄｉｎｇ，ｅｔａｌ．［９］ ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒ
ｆｌｏｗｈａｓａｕｎｉｑｕｅｇｌｏｂａｌｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｉｎ２００１，Ｄｉｎｇ，ｅｔ
ａｌ．［１０］ｓｈｏｗｅｄｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｌｏｃａｌｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕ

ｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｆｌｏｗｆｏｒｍａｐｓ
ｆｒｏｍａｃｏｍｐａｃｔＲｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄｉｎｔｏａｃｏｍｐｌｅｔｅＫｈｌｅｒ
ｍａｎｉｆｏｌｄ．Ｔｈｅｓａｍｅｙｅａｒ，Ｃａｒｂｏｕ，ｅｔａｌ．［１１］ｐｒｏｖｅｄｌｏｃａｌ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ，ｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｗｉｔｈｓｍａｌｌｄａｔａａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ
ｏｆｒｅｇｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎＲ３，
ａｎｄｉｎＲｅｆ．［１２］ｈｅｐｒｏｖｅｄｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｒｅｇｕｌａｒｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｃｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｔｈｅＲ２．Ｉｎ２０１１，
Ｃａｒｂｏｕ，ｅｔａｌ．［１３］ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｗｅａｋ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｃｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｍａｇｎｅｔｏ
ｓｔｒｉｃｔｉｏｎ．

ＩｆＶ＝０，ｆ＝０ａｎｄｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇｔｈｅＤＭｔｅｒｍ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ
ｃａｎｂｅｒｅｇａｒｄｅｄａｓｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎ
ｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｉｎ２０１０，Ｆａｎ，ｅｔａｌ．［１４］ｆｉｒｓｔｐｒｏ
ｐｏｓｅｄｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａ
ｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅｙｐｒｏｖｅｄｔｈｅｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒａｓｍｏｏｔｈｓｏ
ｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｓｙｓｔｅｍｉｎＢｅｓｏｖ
ｓｐａｃｅｓａｎｄｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓｐａｃｅｓ．Ｚｈａｉ，ｅｔａｌ．［１５］ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｔｈｅｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｉｓｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ
ｏｕｔａｎｙｓｍａｌｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｍｐｏｓｅｄｏｎｔｈｅｔｈｉｒｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆ
ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄ．Ｗａｎｇ，ｅｔａｌ．［１６］ｐｒｏｖｅｄｔｈｅｅｘｉｓｔ
ｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｉｎｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎＲ２ｗｉｔｈ
ｆｉｎｉｔｅｅｎｅｒｇｙ．Ｗａｎｇ，ｅｔａｌ．［１７］ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔ
ｅｎｃｅｏｆｔｈｅｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｑｕａｎｔｕｍＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ
ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｅｎｓｉｔｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｖｉｓｃｏｓｉｔｙ
ｉｎＲ２．Ｗｅｉ，ｅｔａｌ．［１８］ｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅ
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｓｙｓｔｅｍ，ａｎｄｔｈｅｙａｌｓｏｏｂ
ｔａｉｎｅｄｔｈｅｔｉｍｅｄｅｃａｙｒａｔｅｓｏｆｔｈｅｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｓｐａｔｉａｌｄｅｒｉｖ
ａｔｉｖｅｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｆｔｈｉｓｒｅｓｕｌｔｏｂ
ｔａｉｎｅｄｂｙＤｕａｎ，ｅｔａｌ．［１９］．Ｑｉｕ，ｅｔａｌ．［２０］ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄａ
ｂｌｏｗｕｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｔｈｅＲ２ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ
ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｉｔｉａｌｄｅｎｓｉｔｙ．
Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，Ｗａｎｇ，ｅｔａｌ．［２１］ｐｒｏｖｅｄｇｌｏｂａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅ
ｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎ
ｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｓｍａｌｌｉｎｉｔｉａｌｄａｔａｉｎ

%

２ｏｒ
#

２ａｎｄ
#

３．
Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕ

ｎｉｑｕｅｎｅｓｓｂｙｐａｒａｂｏｌｉｃａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｈａｓｂｅｅｎ
ｓｈｏｗｎｔｏｂｅｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｉｎｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒ
ｆｌｏｗ［１０］．

Ｎｅｘｔ，ｔｏｆａｃｉｌｉｔａｔｅｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓ，
ｗｅｓｈａｌｌｆｉｒｓｔｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｏｍｅｍａｉｎｎｏｔａｔｉｏｎｓａｎｄｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ
ｏｆｉｎｔｒｉｎｓｉｃＳｏｂｏｌｅｖｓｐａｃｅａｎｄｅｘｔｒｉｎｓｉｃＳｏｂｏｌｅｖｓｐａｃｅ．Ｌｅｔ

５４



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２３卷　

!＋＝｛０，１，２，…｝ａｎｄ［ｑ］ｂｅｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒｐａｒｔｏｆａｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｎｕｍｂｅｒｑ．Ｆｏｒｋ∈ !＋，ｐ∈［１，∞］．ＬｅｔＨ

ｋ（
"

ｍ），

Ｗｋ，ｐ（
"

ｍ）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｕｓｕａｌＳｏｂｏｌｅｖｓｐａｃｅｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｎ
"

ｍ． ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｕｓｕａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｎ"

ｍ．
ＴｈｅｎｆｏｒＱ∈$

２，ｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｅｘｔｒｉｎｓｉｃＳｏｂｏｌｅｖｓｐａｃｅｓ
Ｗｋ，ｐＱ ＝｛ｆ："

ｍ→#

３：ｆ（ｘ） ＝１ａ．ｅ．ａｎｄｆ－Ｑ∈Ｗｋ，ｐ｝，
ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄｄｉｓｔａｎｃｅｄｋ，ｐＱ （ｆ，ｇ）＝ ｆ－ｇＷｋ，ｐＱ．Ｆｏｒｓｉｍ
ｐｌｉｃｉｔｙｏｆｎｏｔａｔｉｏｎ，ｌｅｔ ｆＷｋ，ｐＱ ＝ｄ

ｋ，ｐ
Ｑ （ｆ，Ｑ）ａｎｄｆｕｒｔｈｅｒｄｅ

ｎｏｔｅｓＨｋＱ：＝Ｗ
ｋ，２
Ｑ ．ＮｅｘｔｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃＳｏｂｏｌｅｖ

ｓｐａｃｅｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ．Ｆｏｒｓｍｏｏｔｈｍａｐｓｄｆｒｏｍ（Ｍ，ｇ）ｔｏ
$

２，

ｔｈｅｐｕｌｌｂａｃｋｂｕｎｄｌｅｄＴ
$

２ｉｓｔｈｅｖｅｃｔｏｒｂｕｎｄｌｅｏｖｅｒ（Ｍ，
ｇ）ｗｈｏｓｅｆｉｂｅｒａｔｘ∈ＭｉｓｔｈｅｔａｎｇｅｎｔｓｐａｃｅＴｄ（ｘ）$

２．Ｄｄｅ
ｎｏｔｅｓｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄｃｏｖａｒｉａｎｔｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｉｎｄＴ

$

２．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅ
ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｎｏｒｍｏｆｖｅｃｔｏｒｂｕｎｄｌｅｄｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

ｄｐ
Ｗｋ，ｐ（Ｍ） ＝∑

ｋ

ｉ＝０
∫Ｍ Ｄｉｄｐｄｖｏｌｇ，

ｗｈｅｒｅｐ∈［１，∞）．Ｆｏｒｐ＝∞，ｗｅａｌｓｏｄｅｆｉｎｅ
ｄＷｋ，∞（Ｍ）＝ｍａｘ｛Ｄ

ｉｄＬ∞：０≤ｉ≤ｋ｝．
Ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｗｅｄｅｎｏｔｅＨｋ：＝Ｗｋ，２．

Ｎｅｘｔ，ｗｅｓｔａｔｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｍａｉｎｒｅｓｕｌｔ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１　ＬｅｔΩｂｅ"ｍ，ｍ＝２，３．ＳｕｐｐｏｓｅＶ∈Ｌ２（（０，
Ｔ），Ｈｋ＋１（Ω）），ｆ∈Ｌ２（（０，Ｔ），Ｈｋ－１（Ω））．ＴｈｅＣａｕｃｈｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈ（ｕ０，ｄ０）∈Ｈ

ｋ（Ω）×Ｈｋ＋１Ｑ （Ω），ｆｏｒａｎｙｉｎｔｅ

ｇｅｒｋ≥ ｍ[ ]２ ＋１，ａｄｍｉｔｓａｕｎｉｑｕｅｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｕ，ｄ）ｓａｔ

ｉｓｆｙｉｎｇ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（ｕ２Ｈｋ（Ω）＋ ｄ２ＨｋＱ（Ω））＋μ∫
Ｔ

０
ｕ２Ｈｋ（Ω）ｄｓ≤

Ｃ（Ｔ，ｕ０ Ｈｋ（Ω），ｄ０ ＨｋＱ（Ω）
）．

ＴｈｅｐｒｏｏｆｍｅｔｈｏｄｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１ｍａｉｎｌｙｒｅｆｅｒｓｔｏＲｅｆｓ．
［１０，２２－２４］．Ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｙｓｔｅｍ
ｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｄａｔａｂｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆａｐｅｒｔｕｒｂｅｄｐａｒａｂｏｌｉｃ
ｓｙｓｔｅｍ．Ｂｙｓｔａｎｄａｒｄｐａｒａｂｏｌｉｃａｒｇｕｍｅｎｔ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｆｉｎｄ
ｔｈａｔｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂｅｄｐａｒａｂｏｌｉｃｓｙｓｔｅｍａｄｍｉｔｓａｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ
（ｕε，ｄε）ｏｎｓｏｍｅｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，Ｔε）ｆｏｒｅｖｅｒｙε＞０．
Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅｔｈｅｕｎｉｆｏｒｍｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆ（ｕε，ｄε）ａｎｄａ
ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｌｉｆｅｓｐａｎＴε，ａｎｄｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ｏｎＭａｎｄε→０，ｗｈｅｒｅＭｉｓａｆｌａｔｃｌｏｓｅｄｍ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄ．

Ｔｈｅｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ．ＩｎＳｅｃ
ｔｉｏｎ２，ｗｅｒｅｃａｌｌｓｏｍｅｌｅｍｍａｓｗｈｉｃｈｓｈｏｕｌｄｂｅｕｓｅｄｉｎｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｅｃｔｉｏｎｓ．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ３，ｗｅａｐｐｌｙｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ
ｓｃｈｅｍｅａｎｄｏｂｔａｉｎｔｈｅｕｎｉｆｏｒｍｂｏｕｎｄｆｏｒｅｎｅｒｇｙａｎｄｔｈｅｎ

ｇｉｖｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅ．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ４，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅ
ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｂｙｐａｒａｌｌｅｌｔｒａｎｓｐｏｒｔ．

２　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｉｎｅｑｕａｌｉ
ｔｙｆｏｒｓｅｃｔｉｏｎｓｏｎｖｅｃｔｏｒｂｕｎｄｌｅｓ，ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｒｅｌａｔｉｏｎｂｅ
ｔｗｅｅｎ ｄＨｋ－１Ｑ ａｎｄ ｄＨｋ－１，ａｎｄｓｏｍｅｌｅｍｍａｓｗｈｉｃｈ
ｓｈｏｕｌｄｂｅｕｓｅｄｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｅｃｔｉｏｎｓ．
Ｌｅｍｍａ１［１０］　Ｓｕｐｐｏｓｅｓ∈Ｃ∞（Ｅ）ｉｓａｓｅｃｔｉｏｎｗｈｅｒｅＥｉｓ
ａｖｅｃｔｏｒｂｕｎｄｌｅｏｖｅｒａｃｌｏｓｅｄｍ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＲｉｅｍａｎｎｉａｎ
ｍａｎｉｆｏｌｄＭ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ

ＤｊｓＬｐ（Ｍ）≤Ｃ ｓ
ａ
Ｗｋ，ｑ（Ｍ） ｓ

１－ａ
Ｌｒ（Ｍ），

ｗｈｅｒｅ１≤ｐ，ｑ，ｒ≤∞，ａｎｄｊ／ｋ≤ａ≤１（ｊ／ｋ≤ａ＜１ｉｆｑ＝ｍ／
（ｋ－ｊ）≠１）ａｒｅｎｕｍｂｅｒｓｓｕｃｈｔｈａｔ

１
ｐ＝

ｊ
ｍ＋

１
ｒ＋ａ

１
ｑ－

１
ｒ－

ｋ( )ｍ ．
ＴｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｏｎｌｙｄｅｐｅｎｄｓｏｎＭａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｊ，ｋ，ｑ，ｒ，
ａ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆＭ＝

%

ｍ＝
#

ｍ／（Ｒ·
!

）ｍ，ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔ
ＣｄｏｅｓｎｏｔｄｅｐｅｎｄｏｎｔｈｅｄｉａｍｅｔｅｒＲ≥１．
Ｌｅｍｍａ２（Ｇｒｏｎｗａｌｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｆｏｒｍ））．

（ｉ）Ｌｅｔη（·）ｂｅａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ，ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕ
ｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎ［０，Ｔ］，ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｉｅｓｆｏｒａ．ｅ．ｔｔｈｅｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｔｉａｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

η′（ｔ）≤（ｔ）η（ｔ）＋ψ（ｔ），
ｗｈｅｒｅφ（ｔ）ａｎｄψ（ｔ）ａｒｅｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ，ｓｕｍｍａｂｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｏｎ［０，Ｔ］．Ｔｈｅｎ

η（ｔ）≤ｅｘｐ∫
ｔ

０
（ｓ）ｄ{ }ｓ η（０）＋∫

ｔ

０
ψ（ｓ）ｄ[ ]ｓ

ｆｏｒａｌｌ０≤ｔ≤Ｔ．
（ｉｉ）Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｉｆ

η′≤η，ｏｎ［０，Ｔ］，ａｎｄη（０）＝０，
ｔｈｅｎ

η≡０ｏｎ［０，Ｔ］．
Ｌｅｍｍａ３［８］　Ｌｅｔｆ：Ｒ＋→Ｒ＋ｂｅａｎｏｎｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｃｏｎｔｉｎｕ

ｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｕｃｈｔｈａｔｆ＞０ｏｎ（０，∞）ａｎｄ∫
∞

１

１
ｆｄｘ＜∞．

ＬｅｔｙｂｅａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｏｎＲ＋

ａｎｄｌｅｔｇｂｅａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎＬ１ｌｏｃ（Ｒ
＋）．Ｗｅａｓ

ｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒｙ０＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒ
ａｌｌｔ＞０，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ：

ｙ（ｔ）≤ｙ０＋∫
ｔ

０
ｇ（ｓ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｙ（ｓ））ｄｓ．

Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒＴ ｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎｌｙｏｎ

６４
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ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程的局部存在唯一性

　　　

ｙ０ａｎｄｆ，ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｌｌＴ＜Ｔ，ｔｈｅｒｅｈｏｌｄｓｔｒｕｅ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
ｙ（ｔ）≤Ｃ（Ｔ，ｙ０）

ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔＣ（Ｔ，ｙ０）．
Ｌｅｍｍａ４［１０］　Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｋ＞ｍ／２，（Ｍ，ｇ）ｉｓａｃｌｏｓｅｄ
Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔＣ＝
Ｃ（

$

２，ｋ）ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｌｌｍａｐｓ∈Ｃ∞（Ｍ，$２），

ｄＨｋ－１Ｑ （Ｍ）
≤Ｃ∑

ｋ

ｌ＝１
Ｄｄｌ

Ｈｋ－１（Ｍ）

ａｎｄ

ＤｄＨｋ－１（Ｍ）≤Ｃ∑
ｋ

ｌ＝１
ｄｌ

Ｈｋ－１Ｑ （Ｍ）
．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆＳｏｂｏｌｅｖ
ｓｐａｃｅｓＨｋＱ（#

ｍ，
$

２）．
Ｌｅｍｍａ５［１０］　Ｌｅｔｋ＞ｍ／２ａｎｄｄ∈ＨｋＱ（#

ｍ，
$

２）．Ｔｈｅｎ，
ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｍａｐｄｉ－Ｑ∈Ｈ

ｋ（
#

ｍ，
$

２）∩
Ｃ∞０（#

ｍ，
#

３）ｓｕｃｈｔｈａｔｄｉ→ｄｉｎＨ
ｋ
Ｑ（#

ｍ，
$

２）．

３　Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆ
ｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｔｏｔｈｅｉｎｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｉｂｌｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｔｈｅ
ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎａｎｄＶｆｌｏｗｔｅｒｍ

　　

ｕｔ＋ｕ·ｕ＋ｐ＝μΔｕ－!·（ｄ⊙ｄ），
ｄｔ＋ｕ·ｄ＋αｄ×（Δｄ＋Ｖ·ｄ＋×ｄ）＋
　βｄ×（ｄ×Δ（ｄ＋Ｖ·ｄ＋×ｄ））＝ｄ×ｆ，
·ｕ＝０，
（ｕ，ｄ）｜ｔ＝０＝（ｕ０，ｄ０）∈Ｃ∞（Ｍ×Ｍ，#

ｍ×
$

２













），

（１）

ｗｈｅｒｅＭｉｓａｆｌａｔｃｌｏｓｅｄｍｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＲｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉ
ｆｏｌｄ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｗｉｌｌｕｓｅｔｈｅｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｕｉ，ｄｉ）ｏｎ
%

２ｍ
ｉ ＝#

２ｍ／（２Ｒｉ·!

）２ｍ ｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ｓｙｓｔｅｍａｎｄｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１．

Ｓｉｎｃｅ（
$

２，Ｊ，ｈ）ｉｓａｃｏｍｐａｃｔＫｈｌｅｒｍａｎｉｆｏｌｄｗｉｔｈ
ｃｏｍｐｌｅｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅＪａｎｄＫｈｌｅｒｍｅｔｒｉｃｈ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｏｐｅｒａ
ｔｉｏｎｄ×Ｆａｃｔｓａｓａｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｉｎｔｈｅｔａｎｇｅｎｔｐｌａｎｅ，
ｒｏｔａｔｉｎｇＦｂｙｎｉｎｅｔｙｄｅｇｒｅｅｓｆｏｒａｎｙＦ∈Ｔｄ$

２．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
Ｊ（ｄ）Ｆ＝ｄ×Ｆ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｔｅｒｍｄ×Δｄｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｊ（ｄ）Ｄｋｋｄ，
ａｎｄｓｉｎｃｅ ｄ＝１ａｎｄｄｉｓｔｈｅｎｏｒｍａｌｔｏｔｈｅｔａｎｇｅｎｔｐｌａｎｅ
Ｔｄ$

２，ｗｅｈａｖｅ
Ｄｋ（ｋｄ）＝Δｄ－?Δｄ，ｄ?ｄ＝Δｄ＋ ｄ

２ｄ＝
－ｄ×ｄ×Δｄ，

ｗｈｅｒｅｗｅｉｍｐｌｉｃｉｔｌｙｓｕｍｏｖｅｒｒｅｐｅａｔｅｄｉｎｄｉｃｅｓ．Ｔｈｅｎ，ｗｅ

ｃａｎｒｅｗｒｉｔｅｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｓｏｌｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｅｒｔｕｒｂｅｄ
ｐｒｏｂｌｅｍ：

　　

ｕｔ＋ｕ·ｕ＋ｐ＝μΔｕ－!·（ｄ⊙ｄ），

·ｕ＝０，
ｄｔ＝－ｕ·ｄ－αＪ（ｄ）Ｄｋｋｄ－

αＪ（ｄ）（Ｖ·ｄ＋×ｄ）＋（ε＋β）Ｄｋｋｄ＋

β（Ｖ·ｄ＋×ｄ）＋Ｊ（ｄ）ｆ，
（ｕ，ｄ）｜ｔ＝０＝（ｕ０，ｄ０）∈Ｃ∞（Ｍ×Ｍ，"

ｍ×
$

）２















，

（２）

ｗｈｅｒｅε＞０ｓｍａｌｌ．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅ

Ｌｅｍｍａ６　Ｌｅｔｍ０＝
ｍ[ ]２ ＋１＝２，ａｎｄｌｅｔｕ０∈Ｃ∞（Ｍ，

"

ｍ），ｄ０∈Ｃ∞（Ｍ，$
２），Ｖ∈Ｌ２（（０，Ｔ），Ｈｎ＋１），ｆ∈

Ｌ２（（０，Ｔ），Ｈｎ－１）．ＴｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔＴ＝Ｔ（
$

２，

ｕ０ Ｈ２（Ｍ），ｄ０ Ｈ２（Ｍ））＞０，ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆε∈（０，１］，
ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆ（ｕ，ｄ）∈Ｃ∞（Ｍ×［０，Ｔε］）ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．
（２）ｗｉｔｈε∈（０，１］，ｔｈｅｎ

Ｔε≥Ｔ（ｕ０ Ｈ２（Ｍ），ｄ０ Ｈ２（Ｍ））

ａｎｄ
　　 ｕ（ｔ）２

Ｈｋ（Ｍ）＋μｕ
２
Ｌ２（［０，Ｔ］，Ｈｋ（Ｍ））＋ ｄ

２
Ｈｋ（Ｍ）≤

　　Ｃ（ｋ，ｕ０ Ｈｋ（Ｍ），ｄ０ Ｈｋ（Ｍ）），ｔ∈［０，Ｔ］
ｆｏｒａｌｌｋ≥ｍ０．
Ｐｒｏｏｆ　Ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｗｅｄｅｎｏｔｅ（ｕ，ｄ）：＝（ｕε，ｄε）ｔｏｂｅ
ａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（２），ａｎｄｄｅｎｏｔｅＨｌ：＝Ｈｌ（Ｍ），Ｈｌ：＝
Ｈｌ（Ｍ）ｆｏｒａｎｙｉｎｔｅｇｅｒｌ≥０．Ｔｈｅｎｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｏｂｔａｉｎｔｈａｔ
ｔｈｅｅｎｅｒｇｙ

　　Ｅ（ｕ，ｄ）：＝１２ ｕ２Ｌ２＋
１
２ ｄ２Ｌ２＋μ∫

ｔ

０
ｕ２Ｌ２ｄｓ＋

β
４＋( )ε∫

ｔ

０
Ｄｋｋｄ

２
Ｌ２ｄｓ

ｉｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｂｏｕｎｄｅｄｆｏｒｔ∈［０，Ｔε）．Ｉｎｆａｃｔ，ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ
ｕ－ｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｕ，ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｂｙｐａｒｔｓ，ｗｅｇｅｔ

?ｕｔ，ｕ?＝
１
２
ｄ
ｄｔｕ

２
Ｌ２，

〈ｕ·ｕ，ｕ〉＝∫Ｍｕ· １
２ ｕ( )２ ｄｘ＝

∫Ｍ·ｕ
１
２ ｕ２ｄｘ＝０，

?Ｐ，ｕ?＝－?Ｐ，·ｕ?＝０，
?μΔｕ，ｕ?＝－μｕ２Ｌ２，

－
!

?·（ｄ⊙ｄ），ｕ?＝

　　 －
!∫Ｍ∑

３

ｉ，ｊ，ｋ＝１
ｉ（ｉｄｊｋｄｊ）ｕｋｄｘ＝

　　
!∫Ｍ∑

３

ｉ，ｊ，ｋ＝１
ｉｄｊｋｄｊｉｕｋｄｘ．

７４
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ＡｐｐｌｙｉｎｇＤｔｏｄ－ｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｒｅｓｕｌ
ｔｉｎｇｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓｂｙ

!ｄ，ａｎｄｗｅｕｓｅｔｈｅｆａｃｔＤｋｔｄ＝Ｄｔｋｄ，
ｏｎｅｇｅｔｓ

!

?ｄ，Ｄｔｄ?＝!?ｄ，Ｄｔｄ?＝
１
２!

ｄ
ｄｔｄ

２
Ｌ２，

－
!

?Ｄ（ｕ·ｄ），ｄ?＝

－
!∫Ｍ∑

３

ｉ，ｊ，ｋ＝１
（ｋｕｉｉｄｊｋｄｊ＋ｕｉＤｉｋｄｊｋｄｊ）ｄｘ＝

－
!∫Ｍ∑

３

ｉ，ｊ，ｋ＝１
ｋｕｉｉｄｊｋｄｊｄｘ，

－
!α?ｄ，Ｄ（Ｊ（ｄ）Ｄｋｋｄ）?＝

－
!α∫Ｍ∑

３

ｉ＝１
ｉｄ·Ｄｉ（Ｊ（ｄ）Ｄｋｋｄ）ｄｘ＝

!α∫ＭＤｋｋｄ·Ｊ（ｄ）Ｄｋｋｄｄｘ＝０，
－
!α?ｄ，Ｄ（Ｊ（ｄ）（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ））?＝

!α∫ＭＤｋｋｄ·Ｊ（ｄ）（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）ｄｘ≤
!αＤｋｋｄＬ２ Ｊ（ｄ）Ｌ∞ （Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）Ｌ２≤

β!
４ Ｄｋｋｄ

２
Ｌ２ ＋

!α２

β
（Ｖ２

Ｌ∞ ＋１）ｄ
２
Ｌ２，

!β?ｄ，Ｄ（Ｄｋｋｄ）?＝!β∫Ｍ∑
３

ｉ＝１
ｉｄ·Ｄｉ（Ｄｋｋｄ）ｄｘ＝

－β! Ｄｋｋｄ
２
Ｌ２，

!ε?ｄ，Ｄ（Ｄｋｋｄ）?＝!ε∫Ｍ∑
３

ｉ＝１
ｉｄ·Ｄｉ（Ｄｋｋｄ）ｄｘ＝

－ε! Ｄｋｋｄ
２
Ｌ２，

!β?ｄ，Ｄ（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）?＝

－
!β∫ＭＤｋｋｄ·（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）ｄｘ≤

!βＤｋｋｄＬ２ （Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）Ｌ２≤
β!
４ Ｄｋｋｄ

２
Ｌ２ ＋!β（Ｖ

２
Ｌ∞ ＋１）ｄ

２
Ｌ２，

!

?ｄ，Ｄ（Ｊ（ｄ）ｆ）?＝－!∫ＭＤｋｋｄ·Ｊ（ｄ）ｆｄｘ≤
! ＤｋｋｄＬ２ Ｊ（ｄ）Ｌ∞ ｆＬ２≤
β!
４ Ｄｋｋｄ

２
Ｌ２ ＋

!

β ｆ２Ｌ２．

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｉｅｌｄｓ
１
２
ｄ
ｄｔｕ

２
Ｌ２＋
１
２!
ｄ
ｄｔｄ

２
Ｌ２＋μｕ

２
Ｌ２＋

β
４＋( )ε! Ｄｋｋｄ２Ｌ２≤

!

（α２＋β２）
β

（Ｖ２
Ｌ∞ ＋１）ｄ

２
Ｌ２＋

!

β
ｆ２Ｌ２．

Ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｌｅａｄｓｔｏ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔε

ｕ２Ｌ２ ＋! ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔε
ｄ２Ｌ２ ＋２μ∫

Ｔε

０
ｕ２Ｌ２ｄｓ＋

β
２＋２( )ε!∫

Ｔε

０
Ｄｋｋｄ

２
Ｌ２ｄｔ≤

ｅｘｐ２（α
２＋β２）
β ∫

Ｔε

０
（Ｖ２

Ｌ∞ ＋１）ｄ{ }ｓ×
ｕ０

２
Ｌ２ ＋! ｄ０

２
Ｌ２ ＋
２
!

β∫
Ｔε

０
ｆ２Ｌ２ｄ{ }ｓ．

Ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
Ｅ（ｕ，ｄ）≤ ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔε
ｕ２Ｌ２ ＋ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔε

ｄ２Ｌ２ ＋

２μ∫
Ｔε

０
ｕ２Ｌ２ｄｓ＋

β
２＋２( )ε∫

Ｔε

０
Ｄｋｋｄ

２
Ｌ２ｄｔ≤

１＋１( )
!

ｅｘｐ２α
２＋β( )２

β ∫
Ｔε

０
（Ｖ２Ｌ∞ ＋１）ｄ{ }ｓ×

ｕ０
２
Ｌ２ ＋! ｄ０

２
Ｌ２ ＋
２
!

β∫
Ｔε

０
ｆ２Ｌ２ｄ{ }ｓ，

ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔＥ（ｕ，ｄ）ｉｓｂｏｕｎｄｅｄ．
Ｎｅｘｔ，ｗｅｆｉｘａｎＮ≥ｍ０，ａｎｄｓｅｔｎｔｏｂｅａｎｙｉｎｔｅｇｅｒ

ｗｉｔｈ１≤ｎ≤Ｎａｎｄｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｒｄｅｒ．Ｓｕｐｐｏｓｅ
ｔｈａｔａｉｓａｍｕｌｔｉｉｎｄｅｘｏｆｌｅｎｇｔｈｎ，ｉ．ｅ．，ａ＝（ａ１，…，ａｍ）．
Ｔｈｅｎ，ｆｏｒｔ≤Ｔε，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｅｎｅｒｇｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ：

Ｅｎ（ｕ，ｄ）：＝
１
２ ａｕ２Ｌ２ ＋

１
２ Ｄａｄ２Ｌ２ ＋

μ∫
ｔ

０
ａｕ２Ｌ２ｄｓ＋

β
４＋( )ε∫

ｔ

０
ＤａＤｋｋｄ

２
Ｌ２ｄｓ．

ＴｈｅｎｂｙＥｑ．（２），ｏｎｅｇｅｔｓ
ｄ
ｄｔＥｎ＝∫Ｍ －ａｕ·ａ（ｕ·ｕ＋!ｊ（Ｄｄ·ｊｄ））ｄｘ＋
∫ＭＤａｄ·ＤｔＤａｄｄｘ＋ β

４＋( )ε ＤａＤｋｋｄ
２
Ｌ２＝：

Ｉ＋ＩＩ＋ β
４＋( )ε ＤａＤｋｋｄ

２
Ｌ２． （３）

Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｅｓｔｉｍａｔｅＩ．Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（ｓｅｅ
Ｒｅｆ．［２５］Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３７）ｓｈｏｕｌｄｂｅｕｓｅｄ：

ｆ·ｇＨｋ≤Ｃ ｆＬ∞ ｇＨｋ＋Ｃ ｆＨｋ ｇＬ∞．
Ｔｈｅｎ，ｗｈｅｎｎ≤２，ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｂｙｐａｒｔｓ，ｗｅｈａｖｅ
（ｉ）ｎ＝１

Ｉ≤Ｃ ｕＨ２ ｕＬ∞ ｕＬ２＋Ｃ ｕＨ１（ｄＬ∞ ｄＨ１＋

ｄＨ１ ｄＬ∞）≤Ｃ ｕＨ２ ｕ
２
Ｈ２＋

Ｃ ｕＨ２ ｄ
２
Ｈ２，

（ｉｉ）ｎ＝２
Ｉ≤Ｃ ｕＨ２（（ｕＬ∞ ｕＨ２＋ ｕＨ２ ｕＬ∞）＋
Ｃ ｕＨ２（ｄＬ∞ ｄＨ２＋ ｄＨ２ ｄＬ∞）≤
Ｃ ｕＨ２ ｕ

２
Ｈ２＋Ｃ ｕＨ２ ｄ

２
Ｈ２．

８４
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Ｗｈｅｎｎ≥３，ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｂｙｐａｒｔｓ，ｗｅｈａｖｅ
Ｉ≤Ｃ ｕＨｎ（ｕＬ∞ ｕＨｎ＋ ｕＨｎ ｕＬ∞）＋
Ｃ ｕＨｎ（ｄＬ∞ ｄＨｎ＋ ｄＨｎ ｄＬ∞）≤
Ｃ ｕＨｎ ｕ

２
Ｈｎ＋Ｃ ｕＨｎ ｄ

２
Ｈｎ．

Ｔｈｕｓ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄｓ

Ｉ≤
Ｃ ｕＨ２ ｕ

２
Ｈ２＋Ｃ ｕＨ２ ｄ

２
Ｈ２，ｎ≤２，

Ｃ ｕＨｎ ｕ
２
Ｈｎ＋Ｃ ｕＨｎ ｄ

２
Ｈｎ，ｎ≥３{ ．

（４）

Ｎｅｘｔ，ｗｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ．Ｅｘｃｈａｎｇｉｎｇｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆ
ｃｏｖａｒｉａｎｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ＤｔＤ
ａｉｄ＝Ｄ

ａＤｉｔｄ＋［Ｄｔ，Ｄ
ａＤｉ］ｄ＝Ｄ

ａＤｉｔｄ＋

∑ＤｂＲ（ｄ）（Ｄｃｄ，Ｄｄｔｄ）Ｄ
ｅｉｄ， （５）

ｗｈｅｒｅＲｉｓｔｈｅｃｕｒｖａｔｕｒｅｔｅｎｓｏｒ，ａｎｄｏｖｅｒｔｈｅｓｕｍｉｓｏｖｅｒａｌｌ
ｍｕｌｔｉｉｎｄｉｃｅｓｂ，ｃ，ｄａｎｄｅｗｉｔｈｐｏｓｓｉｂｌｅｚｅｒｏｌｅｎｇｔｈｓ，ｅｘｃｅｐｔ
ｔｈａｔ ｃ＞０ａｌｗａｙｓｈｏｌｄｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔ

（ｂ，ｃ，ｄ，ｅ）＝σ（ａ）
ｉｓａｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｏｆａ．Ｒｅｐｌａｃｉｎｇｔｄｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｔｅｒｍｂｙ
ｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆｄ－ｅｑｕａｔｉｏｎｉｎＥｑ．（２），ｔｈｅｓｅｃｏｎｄ
ｔｅｒｍｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

∑ＤｂＲ（ｄ）（Ｄｃｄ，Ｄｄｔｄ）Ｄ
ｅｉｄ＝

∑ＤｂＲ（ｄ）（Ｄｃｄ，Ｄｄ（（ε＋β）Ｄｋｋｄ－

αＪ（ｄ）Ｄｋｋｄ））Ｄ
ｅｉｄ－

∑ＤｂＲ（ｄ）（Ｄｃｄ，Ｄｄ（ｕ·ｄ））Ｄｅｉｄ＋

∑ＤｂＲ（ｄ）（Ｄｃｄ，Ｄｄ（β（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）－

αＪ（ｄ）（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）））Ｄｅｉｄ＋

∑ＤｂＲ（ｄ）（Ｄｃｄ，Ｄｄ（Ｊ（ｄ）ｆ））Ｄｅｉｄ＝：

Ｑ１＋Ｑ２＋Ｑ３＋Ｑ４， （６）
ａｎｄｗｅｈａｖｅ

Ｑ１  ∑
（ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ１

Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄ， （７）

ｗｈｅｒｅ

Ｊ１：＝｛ｊ１，…，ｊｓ∈$

：ｊ１≥ｊ２≥…≥ｊｓ，
　　ｎ＋１≥ｊｉ≥１，ｊ１＋…＋ｊｓ＝ｎ＋３，ｓ≥３｝． （８）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅａｌｓｏｈａｖｅ

　 Ｑ２  ∑
（ｊ０，…，ｊｓ）∈Ｊ２

ｊ０ｕ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄ， （９）

ｗｈｅｒｅ

Ｊ２：＝｛ｊ０，…，ｊｓ∈$

：ｊ１≥ｊ２≥…≥ｊｓ，
ｊ０＋…＋ｊｓ＝ｎ＋２，ｓ≥３，ｎ－１≥ｊ０≥０，
ｎ≥ｊｉ≥１，ｆｏｒｓ≥ｉ≥１｝． （１０）

Ｑ３  ∑
（ｊ０，…，ｊｓ）∈Ｊ３

ｊ０Ｖ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄ＋

　　　 ∑
（ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ３′

Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄ， （１１）

ｗｈｅｒｅ
Ｊ３：＝｛ｊ０，…，ｊｓ∈$

：ｊ１≥ｊ２≥…≥ｊｓ，
　　ｊ０＋…＋ｊｓ＝ｎ＋２，ｓ≥３，ｎ－１≥ｊ０≥０，
　　ｎ≥ｊｉ≥１，ｆｏｒｓ≥ｉ≥１｝， （１２）
Ｊ′３：＝｛ｊ１，…，ｊｓ∈$

：ｊ１≥ｊ２≥…≥ｊｓ，
　　ｎ≥ｊｉ≥１，ｊ１＋…＋ｊｓ＝ｎ＋２，ｓ≥３｝． （１３）

Ｑ４  ∑
（ｊ０，…，ｊｓ）∈Ｊ４

ｊ０ｆ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄ， （１４）

ｗｈｅｒｅ
Ｊ４：＝｛ｊ０，…，ｊｓ∈$

：ｊ１≥ｊ２≥…≥ｊｓ，
　　ｊ０＋…＋ｊｓ＝ｎ＋１，ｓ≥２，ｎ－１≥ｊ０≥０，
　　ｎ≥ｊｉ≥１，ｆｏｒｓ≥ｉ≥１｝． （１５）
ＦｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｒｍｉｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆＥｑ．（５），ｗｅ

ｃａｎｕｓｅＥｑ．（２）ｔｏｏｂｔａｉｎ
ＤａＤｉｔｄ＝Ｄ

ａＤｉ（（ε＋β）Ｄｋｋｄ－αＪ（ｄ）Ｄｋｋｄ－
ｕ·ｄ－αＪ（ｄ）（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）＋
β（Ｖ·ｄ＋ ×ｄ）＋Ｊ（ｄ）ｆ）＝
（ε＋β）ＤｋＤｋＤ

ａｉｄ－αＪ（ｄ）ＤｋＤｋＤ
ａｉｄ＋

ｕ·ＤＤａｉｄ＋ ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

ｂｉｕ·Ｄ
ｃｄ＋

∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

ｂｕ·ＤｃＤｉｄ＋Ｑ５＋Ｑ６－

α ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

Ｊ（ｄ）ｂｉＶ·Ｄ
ｃｄ－

α ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

Ｊ（ｄ）ｂＶ·ＤｃＤｉｄ－

αＪ（ｄ）Ｖ·ＤａＤｉｄ－αＪ（ｄ）Ｄ
ａＤｉ（ ×ｄ）＋

βＤａＤｉ（ ×ｄ）＋βＶ·Ｄ
ａＤｉｄ＋

β∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

ｂｉＶ·Ｄ
ｃｄ＋

β ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

ｂＶ·ＤｃＤｉｄ＋Ｊ（ｄ）Ｄ
ａＤｉｆ，（１６）

ｗｈｅｒｅＱ５，Ｑ６ｓａｔｉｓｆｙＥｑｓ．（７）ａｎｄ（９），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｔｈｕｓ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｆｒｏｍＥｑｓ．（５），（６）ａｎｄ（１６）：

ＤｔＤ
ａｉｄ＝（ε＋β）ＤｋＤｋＤ

ａｉｄ－αＪ（ｄ）ＤｋＤｋＤ
ａｉｄ＋

ｕ·ＤＤａｉｄ＋ ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

ｂｉｕ·Ｄ
ｃｄ＋

∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

ｂｕ·ＤｃＤｉｄ－

α ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

Ｊ（ｄ）ｂｉＶ·Ｄ
ｃｄ－

α ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

Ｊ（ｄ）ｂＶ·ＤｃＤｉｄ－

αＪ（ｄ）Ｖ·ＤａＤｉｄ－αＪ（ｄ）Ｄ
ａＤｉ（ ×ｄ）＋

βＤａＤｉ（ ×ｄ）＋βＶ·Ｄ
ａＤｉｄ＋

β∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

ｂｉＶ·Ｄ
ｃｄ＋

９４
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β ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

ｂＶ·ＤｃＤｉｄ＋

Ｊ（ｄ）ＤａＤｉｆ＋Ｑ１＋Ｑ２＋Ｑ３＋Ｑ４＋Ｑ５＋Ｑ６．
ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇｔｈｉｓｉｎｔｏＩＩｉｎａｎｄｂｙｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｐａｒｔｓ，ｗｅ

ｇｅｔ

ＩＩ＝∫Ｍ－（ε＋β）ＤｋＤａｉｄ２＋ＤｋＤａｉｄ·αＪ（ｄ）ＤｋＤａｉｄ＋
Ｄａｉｄ·ｕ·ＤＤ

ａｉｄｄｘ＋

∫ＭＤａｉｄ (· ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）

ｂｉｕ·Ｄ
ｃｄ＋

∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

ｂｕ·ＤｃＤｉ )ｄ ｄｘ－
∫ＭＤａｉｄ (· α ∑

（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）
Ｊ（ｄ）ｂｉＶ·Ｄ

ｃｄ－

α ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

Ｊ（ｄ）ｂＶ·ＤｃＤｉ )ｄ ｄｘ－
∫ＭＤａｉｄ·（αＪ（ｄ）Ｖ·ＤａＤｉｄ）ｄｘ－
∫ＭＤａｉｄ·αＪ（ｄ）ＤａＤｉ（ ×ｄ）ｄｘ＋
∫ＭＤａｉｄ (· β∑

（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）
ｂｉＶ·Ｄ

ｃｄ＋

β ∑
（ｂ，ｃ）＝σ（ａ）， ｂ≥１

ｂＶ·ＤｃＤｉ )ｄ ｄｘ＋
∫ＭＤａｉｄ·（βＶ·ＤａＤｉｄ）ｄｘ＋
∫ＭＤａｉｄ·βＤａＤｉ（ ×ｄ）ｄｘ＋
∫ＭＤａｉｄ·（Ｑ１＋Ｑ５）ｄｘ＋∫ＭＤａｉｄ·（Ｑ２＋Ｑ６）ｄｘ＋
∫ＭＤａｉｄ·Ｑ３ｄｘ＋∫ＭＤａｉｄ·Ｑ４ｄｘ＋
∫ＭＤａｉｄ·Ｊ（ｄ）ＤａＤｉｆｄｘ．
Ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｉｎｔｅｇｒａｎｄ，ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｔｅｒｍｖａｎｉｓｈｅｓｓｉｎｃｅ

ｃｏｍｐｌｅｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅＪａｎｄｔｈｅｌａｓｔｔｅｒｍｖａｎｉｓｈｅｓｓｉｎｃｅ·ｕ
＝０．ＴｈｅｎｂｙＥｑｓ．（７），（９），（１１）ａｎｄ（１４），ｗｅｇｅｔ

ＩＩ≤∫Ｍ －（ε＋β）ＤｋＤａｉｄ２ｄｘ＋
　 ∑
ｎ１＋ｎ２＝ｎ＋１，ｎ１≥１

∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ ｎ１ｕ Ｄｎ２ｄｄｘ＋

　（α＋β） ∑
ｎ３＋ｎ４＝ｎ＋１，ｎ３≥１

∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ ｎ３Ｖ Ｄｎ４ｄｄｘ＋

　（α＋β）∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ Ｖ Ｄｎ＋２ｄｄｘ＋

　（α＋β）∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ Ｄｎ＋２ｄｄｘ＋

　 ∑
（ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ１
∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄｄｘ＋

　 ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ２

∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ ｊ０ｕ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄｄｘ＋

　 ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ３

∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ ｊ０Ｖ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄｄｘ＋

　 ∑
（ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ３′
∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ Ｄｊ１ｄ… Ｄｊｓｄｄｘ＋

　 ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ４

∫Ｍ Ｄｎ＋１ｄ ｊ０ｆ Ｄ
ｊ１ｄ… Ｄｊｓｄｄｘ＝：

　ＩＩ０＋ＩＩ１＋ＩＩ２＋ＩＩ３＋ＩＩ４＋ＩＩ５＋ＩＩ６＋ＩＩ７＋ＩＩ８＋ＩＩ９．
Ｗｅｓｈａｌｌｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｏｆｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｏｆｔｈｅａ

ｂｏｖｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．
Ｓｔｅｐ１：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ１．
ＢｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＳｏｂｏｌｅｖｅｍｂｅｄｄｉｎｇａｎｄＬｅｍｍａ

１，ｗｈｅｎｎ≤２，ｗｅｈａｖｅ
（ｉ）ｎ＝１

ＩＩ１≤ Ｄ２ｄＬ２（
２ｕＬ２ ｄＬ∞ ＋ ｕＬ∞ ＤｄＬ２）≤

ＣｄＨ１（ｕＨ１ ｄＨ２＋ ｕＨ２ ｄＨ１）≤
Ｃｄ２Ｈ２ ｕＨ２；
（ｉｉ）ｎ＝２

ＩＩ１≤ Ｄ３ｄＬ２（
３ｕＬ２ ｄＬ∞ ＋ 

２ｕＬ４ ＤｄＬ４＋
ｕＬ∞ Ｄ

２ｄＬ２）≤Ｃ ｄ
２
Ｈ２ ｕＨ２；

ｗｈｅｎｎ≥３，ｗｅｈａｖｅ

ＩＩ１≤ Ｄｎ＋１ｄＬ (２ ∑
１≤ｎ１≤

ｎ＋１
２

ｎ１ｕＬ∞ Ｄ
ｎ＋１－ｎ１ｄＬ２ ＋

∑
ｎ＋１
２≤ｎ１≤ｎ＋１

ｎ１ｕＬ２ Ｄ
ｎ＋１－ｎ１ｄＬ )∞ ≤

Ｃ ｄ２Ｈｎ ｕＨｎ．
Ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄ

ＩＩ１≤
Ｃ ｄ２Ｈ２ ｕＨ２，　ｉｆｎ≤２，

Ｃ ｄ２Ｈｎ ｕＨｎ，　ｉｆｎ≥３{ ．
（１７）

Ｓｔｅｐ２：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ２．
ＳｉｍｉｌａｒｔｏＩＩ１，ｗｅｈａｖｅ

ＩＩ２≤
Ｃ ｄ２Ｈ２ ＶＨ３， ｉｆｎ≤２，

Ｃ ｄ２Ｈｎ ＶＨｎ＋１， ｉｆｎ≥３{ ，
（１８）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎ．
Ｓｔｅｐ３：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ３．
ＢｙＨｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｈｅｎｎ≤２，ｗｅｈａｖｅ
（ｉ）ｎ＝１
ＩＩ３≤Ｃ Ｄ

２ｄＬ２ ＶＬ∞ Ｄ
３ｄＬ２≤

Ｃ ｄＨ１ ＶＬ∞ ｄＨ２≤
Ｃ ｄＨ２ ＶＬ∞ ｄＨ３；

０５
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ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程的局部存在唯一性

　　　

（ｉｉ）ｎ＝２
ＩＩ３≤Ｃ Ｄ

３ｄＬ２ ＶＬ∞ Ｄ
４ｄＬ２≤

Ｃ ｄＨ２ ＶＬ∞ ｄＨ３；

ｗｈｅｎｎ≥３，ｗｅｈａｖｅ
ＩＩ３≤Ｃ Ｄ

ｎ＋１ｄＬ２ ＶＬ∞ Ｄ
ｎ＋２ｄＬ２≤

Ｃ ｄＨｎ ＶＬ∞ ｄＨｎ＋１．
Ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄ

ＩＩ３≤
Ｃ ｄＨ２ ＶＬ∞ ｄＨ３， ｉｆｎ≤２，

Ｃ ｄＨｎ ＶＬ∞ ｄＨｎ＋１， ｉｆｎ≥３{ ．
（１９）

Ｓｔｅｐ４：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ４．
ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｏｂｔａｉｎｉｔｓｂｏｕｎｄｂｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ：

　　ＩＩ４≤
Ｃ ｄＨ２ ｄＨ３， ｉｆｎ≤２，

Ｃ ｄＨｎ ｄＨｎ＋１， ｉｆｎ≥３{ ．
（２０）

Ｓｔｅｐ５：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ５．
ＷｅｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｉｓｔｈｅｓａｍｅａｓＥｑ．（３．１０）ｉｎ

Ｒｅｆ．［１０］．Ｈｅｎｃｅ，ｉｔｓｂｏｕｎｄｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙｂｙ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｗｈｉｃｈｗａｓｐｒｏｖｅｄｉｎＲｅｆ．［１０］．

Ｌｅｍｍａ７［１０］　Ｉｆ１≤ｎ≤２，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎ
ｓｔａｎｔＣ＝Ｃ（Ｍ，ｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ

ＩＩ５≤Ｃ ｄ
Ａ
Ｈ２ ｄ

Ｂ
Ｌ２ 

ｎ＋１ｄＬ２，

ｗｈｅｒｅＡ＝ ｎ＋３＋ ｍ
２( )－１ｓ－ｍ[ ]２ ａｎｄＢ＝ｓ－Ａ．

Ｉｆｎ≥３，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔＣ＝Ｃ（Ｍ，ｎ）ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ

（ｉ）Ｉｆｊ１＝ｎ＋１，
ＩＩ５≤Ｃ 

ｎ＋１ｄ２Ｌ２ ｄ
ｍ／ｍ０
Ｈｍ０ ｄ２－ｍ／ｍ０Ｌ２ ．

（ｉｉ）Ｉｆｊ１≤ｎ，
ＩＩ５≤Ｃ（１＋ ｄ

２
Ｈｎ）（１＋ ｄ

Ａ
Ｈｎ－１），

ｗｈｅｒｅＡ＝Ａ（ｍ，ｎ）．
Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄ

ＩＩ５≤

Ｃ∑
ｎ＋３

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２，　ｉｆｎ≤２，

Ｃ（１＋ ｄ２Ｈｎ）（１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２，

　ｉｆｎ≥３
{

．

（２１）

Ｓｔｅｐ６：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ６．
Ｗｈｅｎｎ≤２，ｂｙＥｑ．（１０），ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔ

ｊ１≤２，ｊ２，…，ｊｓ≤１．
Ｔｈｅｎ，ｂｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｈａｖｅ

ＩＩ６≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ２

Ｄｎ＋１ｄＬ２ 
ｊ０ｕＬ∞ Ｄ

ｊ１ｄＬ２… ＤｊｓｄＬ∞≤

　　Ｃｄｓ＋１Ｈ２ ｕＨ２．
Ｗｈｅｎｎ≥３，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｒｅｅｓｉｔｕａｔｉｏｎｓ．

（ｉ）Ｉｆｊ１＝ｎ，ｂｙＥｑ．（１０），ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｓ＝３，ｊ０＝０，
ａｎｄｊ２＝ｊ３＝１，ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｅｓｔｉｍａｔｅ
ＩＩ６ｂｙ

ＩＩ６≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ２，ｊ１＝ｎ

Ｄｎ＋１ｄＬ２ ｕＬ∞ Ｄ
ｎｄＬ２ Ｄｄ

２
Ｌ∞ ≤

　　 Ｃ ｄＨｎ ｕＨ２ ｄ
３
Ｈｎ－１．

（ｉｉ）Ｉｆｊ１≤ｎ－１，ｊ０≤［ｎ／２］，ｆｒｏｍＥｑ．（１０），ｗｅｏｂ
ｔａｉｎ

ｊ２≤ｎ－１，ｊ３，…，ｊｓ≤ｎ－２，
ｔｈｅｎ，ｕｓｉｎｇＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＩＩ６ｃａｎｂｅｂｏｕｎｄｅｄｂｙ

ＩＩ６≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ２，ｊ１≤ｎ－１，ｊ０≤［ｎ／２］

Ｄｎ＋１ｄＬ２ 
ｊ０ｕＬ４ ×

　 Ｄｊ１ｄＬ４ Ｄ
ｊ２ｄＬ∞… ＤｊｓｄＬ∞ ≤

　ＣｄＨｎ ｕＨ［ｎ／２］＋１ ｄＨｎ－１ ｄＨｎ ｄ
ｓ－２
Ｈｎ－１≤

　Ｃ ｄ２Ｈｎ ｕＨｎ－１ ｄ
ｓ－１
Ｈｎ－１．

（ｉｉｉ）Ｉｆｊ１≤ｎ－１，ｊ０＞［ｎ／２］，ｂｙＥｑ．（１０），ｗｅｈａｖｅ
ｊ１，…，ｊｓ≤ｎ－２，

ｔｈｅｎ，ｏｎｅｇｅｔ

ＩＩ６≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ２，ｊ１≤ｎ－１，ｊ０＞ ｎ[ ]２

Ｄｎ＋１ｄＬ２ 
ｊ０ｕＬ２ ×

　 Ｄｊ１ｄＬ∞… ＤｊｓｄＬ∞ ≤Ｃ ｄＨｎ ｕＨｎ－１ ｄ
ｓ
Ｈｎ－１．

Ｔｈｅｎ，ｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅａｂｏｖｅｅｓｔｉｍａｔｅｓ，ｗｅｐｒｏｖｅ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｂｏｕｎｄ：

ＩＩ６≤

Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１Ｈ２ ｕＨ２，　ｉｆｎ≤２，

Ｃｄ２Ｈｎ（１＋ ｕＨｎ－１ ＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２，

　ｉｆｎ≥３
{

．

（２２）

Ｓｔｅｐ７：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ７．
ＷｅｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏＩＩ６，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

ＩＩ７≤

Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２ ＶＨ３，　ｉｆｎ≤２，

Ｃ ｄ２Ｈｎ（１＋ ＶＨｎ－１ ＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２，

　ｉｆｎ≥３
{

．

（２３）

Ｓｔｅｐ８：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ８．
ＢｙｔｈｅｓｉｍｉｌａｒｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｔｏＩＩ５，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｌｅｍｍａ．
Ｌｅｍｍａ８　Ｉｆ１≤ｎ≤２，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔ

Ｃ＝Ｃ（Ｍ，ｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ
ＩＩ８≤Ｃ ｄ

Ａ
Ｈ２ ｄ

Ｂ
Ｌ２ 

ｎ＋１ｄＬ２，

ｗｈｅｒｅＡ＝ ｎ＋２＋ ｍ
２( )－１ｓ－ｍ[ ]２ ａｎｄＢ＝ｓ－Ａ．

Ｉｆｎ≥３，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔＣ＝Ｃ（Ｍ，ｎ）ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ

１５
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ＩＩ８≤Ｃ（１＋ ｄ
２
Ｈｎ）（１＋ ｄ

Ａ
Ｈｎ－１），

ｗｈｅｒｅＡ＝Ａ（ｍ，ｎ）．
Ｐｒｏｏｆ　Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｌｅｍｍａｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆ

ｏｆＬｅｍｍａｓ３２ａｎｄ３３（ｉｉ）ｉｎＲｅｆ．［１０］．
Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄ

ＩＩ８≤

Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２，　ｉｆｎ≤２，

Ｃ（１＋ ｄ２Ｈｎ）（１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋１，

　ｉｆｎ≥３
{

．

（２４）

Ｓｔｅｐ９：ＷｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｔｅｒｍＩＩ９．
ＷｅｒｅｆｅｒｔｏｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆＩＩ６．Ｗｈｅｎｎ≤２，ａｎｄｂｙ

Ｊ４，ｗｅｈａｖｅ
ｊ１≤２，ｊ２，…，ｊｓ≤１．

ＴｈｅｎｂｙＨｌｄｅｒａｎｄＬｅｍｍａ１，ｗｅｍａｙｅｓｔｉｍａｔｅＩＩ９ｂｙ

ＩＩ９≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ４

Ｄｎ＋１ｄＬ２ 
ｊ０ｆＬ∞ ×

　 Ｄｊ１ｄＬ２… ＤｊｓｄＬ∞ ≤ＣｄＨ２ ｆＨ３ ｄ
ｓ
Ｈ２．

Ｗｈｅｎｎ≥３．Ｆｉｒｓｔ，ｉｆｊ１＝ｎ，Ｊ４ｉｍｐｌｉｅｓｓ＝２，ｊ０＝０ａｎｄ
ｊ２＝１，ｔｈｅｎｗｅｍａｙｕｓｅＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１ｔｏ
ｂｏｕｎｄＩＩ９ｂｙ

ＩＩ９≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ４，ｊ１＝ｎ

Ｄｎ＋１ｄＬ２ ｆＬ∞ Ｄ
ｎｄＬ２ ＤｄＬ∞ ≤

　Ｃ ｄＨ２ ｆＨ２ ｄ
２
Ｈｎ－１．

Ｓｅｃｏｎｄ，ｉｆｊ１≤ｎ－１，ｊ０≤［ｎ／２］，ｆｒｏｍＪ４，ｗｅｏｂｔａｉｎ
ｊ２，…，ｊｓ≤ｎ－２，

ｔｈｅｎｂｙＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１，ＩＩ９ｃａｎｂｅｂｏｕｎｄ
ｅｄｂｙ

ＩＩ９≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ４，ｊ１≤ｎ－１，ｊ０≤［

ｎ
２］

Ｄｎ＋１ｄＬ２ 
ｊ０ｆＬ４ ×

　 Ｄｊ１ｄＬ４ Ｄ
ｊ２ｄＬ∞… ＤｊｓｄＬ∞ ≤

　ＣｄＨｎ ｆＨ［ｎ／２］＋１ ｄＨｎ－１ ｄ
ｓ－１
Ｈｎ－１≤

　Ｃ ｄＨｎ ｆＨｎ－１ ｄ
ｓ
Ｈｎ－１．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｃａｓｅｊ０＞［ｎ／２］．
ＢｙＪ４，ｗｅｇｅｔ

ｊ１，…，ｊｓ≤ｎ－２．
Ｔｈｅｎ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＨｌｄｅｒｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄＬｅｍｍａ１

ｔｈａｔ

ＩＩ９≤ ∑
（ｊ０，ｊ１，…，ｊｓ）∈Ｊ４，ｊ１≤ｎ－１，ｊ０＞［

ｎ
２］

Ｄｎ＋１ｄＬ２ 
ｊ０ｆＬ２ ×

　 Ｄｊ１ｄＬ∞… ＤｊｓｄＬ∞ ≤Ｃ ｄＨｎ ｆＨｎ－１ ｄ
ｓ
Ｈｎ－１．

Ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ，ｗｅｇｅｔ

ＩＩ９≤

Ｃ∑
ｎ＋１

ｓ＝２
ｄｓ＋１

Ｈ２ ｆＨ３，　ｉｆｎ≤２，

Ｃ ｄ２Ｈｎ（１＋ ｆＨｎ－１ ＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋１，

　ｉｆｎ≥３
{

．

（２５）

Ｔｈｕｓ，ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎａｎｄｕｓｉｎｇＹｏｕｎｇｓｉｎ
ｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅｔｅｒｍＩＩｗｈｅｎ１≤ｎ≤２，
ＩＩ≤ －（ε＋β）ｄ２Ｈ３ ＋Ｃ ｄ

２
Ｈ２ ｕＨ２ ＋

Ｃ ｄ２Ｈ２ ＶＨ３ ＋Ｃ ｄＨ２ ＶＬ∞ ｄＨ３ ＋

Ｃ ｄＨ２ ｄＨ３ ＋Ｃ∑
ｎ＋３

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２ ＋

Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１Ｈ２ ｕＨ２ ＋Ｃ∑

ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１Ｈ２ ＶＨ２ ＋

Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２ ＋Ｃ∑
ｎ＋１

ｓ＝２
ｄｓ＋１

Ｈ２ ｆＨ３≤

－ ε＋β( )４ ｄ２Ｈ３ ＋
μ
４ ｕ２Ｈ２ ＋Ｃｄ

４
Ｈ２ ＋

Ｃ Ｖ２
Ｈ３ ＋Ｃ（１＋ Ｖ２

Ｌ∞）ｄ
２
Ｈ２ ＋

Ｃ∑
ｎ＋３

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２ ＋Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
（ｄｓ＋１

Ｈ２）
２＋

Ｃ∑
ｎ＋２

ｓ＝３
ｄｓ＋１

Ｈ２ ＋Ｃ∑
ｎ＋１

ｓ＝２
（ｄｓ＋１

Ｈ２）
２＋Ｃｆ２Ｈ３≤

－ ε＋β( )４ ｄ２Ｈ３ ＋
μ
４ ｕ２Ｈ２ ＋

Ｃ（１＋ Ｖ２
Ｌ∞）（１＋ ｄ２Ｈ２）

５＋

Ｃ Ｖ２
Ｈ３ ＋Ｃ ｆ

２
Ｈ３， （２６）

ａｎｄｗｈｅｎｎ≥３
ＩＩ≤－（ε＋β）ｄ２Ｈｎ＋１＋Ｃ ｄ

２
Ｈｎ ｕＨｎ＋

Ｃｄ２Ｈｎ ＶＨｎ＋１＋ＣｄＨｎ ＶＬ∞ ｄＨｎ＋１＋
Ｃ ｄＨｎ ｄＨｎ＋１＋

Ｃ（１＋ ｄ２Ｈｎ）（１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２＋

Ｃ ｄ２Ｈｎ（１＋ ｕＨｎ－１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２＋

Ｃ ｄ２Ｈｎ（１＋ ＶＨｎ－１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２＋

Ｃ（１＋ ｄ２Ｈｎ）（１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋１＋

Ｃ ｄ２Ｈｎ（（１＋ ｆＨｎ－１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋１≤

－ ε＋β( )４ ｄ２Ｈｎ＋１＋
μ
４ ｕ２Ｈｎ＋ＣＶ

２
Ｈｎ＋１＋

Ｃ（１＋‖Ｖ‖２Ｌ∞）ｄ
２
Ｈｎ＋

Ｃ（１＋ ｄ２Ｈｎ）
２（１＋ ＶＨｎ－１＋

ｆＨｎ－１＋ ｕＨｎ－１＋ ｄＨｎ－１）
ｎ＋２． （２７）

Ｎｏｗ，ｗｅｒｅｔｕｒｎｔｏｂｏｕｎｄｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｕａｎｄｄ．Ｗｅ
ｆｉｒｓｔｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃａｓｅ１≤ｎ≤２．Ｔｈｅｎ，Ｅｑ．（３），ｔｏｇｅｔｈｅｒ
ｗｉｔｈＥｑｓ．（４）ａｎｄ（２６），ｗｅｇｅｔｓ

２５
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ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程的局部存在唯一性

　　　

１
２
ｄ
ｄｔ（ｕ

２
Ｈ２＋ ｄ

２
Ｈ２）＋

　μｕ２Ｈ２＋
β
４＋( )ε ｄ２Ｈ３≤

　Ｃ ｕＨ２（ｕ
２
Ｈ２＋ ｄ

２
Ｈ２）＋

μ
４ ｕ２Ｈ２＋

　Ｃ（１＋ Ｖ２
Ｌ∞）（１＋ ｄ

２
Ｈ２）

５＋Ｃ Ｖ２
Ｈ３＋

　Ｃ ｆ２Ｈ２≤
μ
２ ｕ２Ｈ２＋

　Ｃ（１＋ Ｖ２
Ｌ∞）（１＋ ｕ

２
Ｈ２＋ ｄ

２
Ｈ２）

５＋
　Ｃ Ｖ２

Ｈ３＋Ｃ ｆ
２
Ｈ２．

Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ
ｄ
ｄｔ（ｕ

２
Ｈ２＋ ｄ

２
Ｈ２）＋μｕ

２
Ｈ２＋

β
２＋２( )ε ｄ２Ｈ３≤

　Ｃ（１＋ Ｖ２
Ｌ∞）（１＋ ｕ

２
Ｈ２＋ ｄ

２
Ｈ２）

５＋
　Ｃ（Ｖ２

Ｈ３＋ ｆ
２
Ｈ２）． （２８）

Ｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｌｅｍｍａ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘ
ｉｓｔｓａｔｉｍｅＴ（

$

２，ｕ０ Ｈ２（Ｍ），ｄ０ Ｈ２（Ｍ）），ａｎｄＫ２（Ｔ，
ｕ０ Ｈ２（Ｍ），Δｄ０ Ｈ２（Ｍ））＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙＴ＜Ｔ，ｗｅ
ｈａｖｅ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（ｕ２Ｈ２ ＋ ｄ２Ｈ２）＋μ∫
Ｔ

０
ｕ２Ｈ２ｄｓ＋

β
２＋２( )ε∫

Ｔ

０
ｄ２Ｈ３ｄｓ≤Ｋ２． （２９）

Ｆｏｒｔｈｅｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｅｎｅｒｇｙｏｆｕａｎｄｄ．Ｔｈｅｎ，Ｅｑ．
（３），ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈＥｑｓ．（４）ａｎｄ（２７），ｗｅｇｅｔ
１
２
ｄ
ｄｔ（ｕ

２
Ｈｎ＋ ｄ

２
Ｈｎ）＋μｕ

２
Ｈｎ＋

　 β
４＋( )ε ｄ２Ｈｎ＋１≤

　Ｃ ｕＨｎ（ｕＨｎ＋‖ｄ‖
２
Ｈｎ）＋

　 μ４ ｕ２Ｈｎ＋ＣＶ
２
Ｈｎ＋１＋Ｃ（１＋ Ｖ

２
Ｌ∞）ｄ

２
Ｈｎ＋

　Ｃ（１＋ ｄ２Ｈｎ）
２（１＋ ＶＨｎ－１＋ ｆＨｎ－１＋ ｕＨｎ－１＋

　 ｄＨｎ－１）
ｎ＋２≤ μ２ ｕ２Ｈｎ＋Ｃ Ｖ

２
Ｈｎ＋１＋

　Ｃ（１＋ Ｖ２
Ｌ∞）（１＋ ｕ

２
Ｈｎ＋ ｄ

２
Ｈｎ）

２（１＋ ＶＨｎ－１＋
　 ｆＨｎ－１＋ ｕＨｎ－１＋ ｄＨｎ－１）

ｎ＋２．
ＦｒｏｍＥｑ．（２９），ｗｅｍａｙａｓｓｕｍｅｔｈａｔｆｏｒａｎｙ２≤ｌ≤ｎ

－１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＫｌ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｕ２Ｈｌ ＋ ｄ２Ｈｌ ＋μ∫
ｔ

０
ｕ２Ｈｌｄｓ＋

　 β
２＋２( )ε∫

Ｔ

０
ｄ２Ｈｌ＋１ｄｓ≤Ｋｌ，ｔ∈［０，Ｔ］．

Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

ｄ
ｄｔ（ｕ

２
Ｈｎ＋ ｄ

２
Ｈｎ）＋μｕ

２
Ｈｎ＋

β
２＋２( )ε ｄ２Ｈｎ＋１≤

　珘Ｃ（１＋ ｕ２Ｈｎ＋ ｄ
２
Ｈｎ）

２＋Ｃ Ｖ２
Ｈｎ＋１． （３０）

Ｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｌｅｍｍａ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘ
ｉｓｔｓａｔｉｍｅＴ（

$

２，ｕ０ Ｈ２（Ｍ），ｄ０ Ｈ２（Ｍ）），ａｎｄＫｎ（Ｔ，
ｕ０ Ｈｎ（Ｍ），ｄ０ Ｈｎ（Ｍ））＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙＴ＜Ｔ，ｗｅ
ｈａｖｅ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（ｕ２Ｈｎ ＋ ｄ２Ｈｎ）＋μ∫
Ｔ

０
ｕ２Ｈｎｄｓ＋

　　 β
２＋２( )ε∫

Ｔ

０
ｄ２Ｈｎ＋１ｄｓ≤Ｋｎ． （３１）

ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｆｉｎｄｔｈａｔｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏＥｑ．（２）ｗｉｔｈε∈
（０，１）ｍｕｓｔｅｘｉｓｔｏｎｔｈｅｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，Ｔ］．Ｔｈｕｓ，ｗｅａｌ
ｗａｙｓｅｘｔｅｎｄｔｈｅｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｅｘｉｓｔｅｎｃｅｔｏｃｏｖｅｒ［０，Ｔ］，
ｉ．ｅ．，ｆｏｒＴε≥Ｔａｌｗａｙｓｈｏｌｄｓ．Ｔｈｕｓ，ｗｅｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｐｒｏｏｆ
ｏｆＬｅｍｍａ６．

Ｎｅｘｔ，ｗｅｕｓｅＬｅｍｍａ６ｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆ１．
ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１　Ｓｉｎｃｅｕ０∈Ｈ

ｋ（
#

ｍ，
#

ｍ），ｄ０∈
Ｈｋ＋１（

#

ｍ，
$

２）ｆｏｒｋ≥２，ｂｙｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｔｈｅｏｒｅｍｏｆＳｏｂｏｌｅｖ
ｓｐａｃｅｓａｎｄＬｅｍｍａ５，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｅｑｕｅｎｃｅ｛（ｕｉ０，ｄ

ｉ
０）｝∈

Ｈｋ（
#

ｍ，
#

ｍ）×Ｈｋ＋１Ｑ （
#

ｍ，
$

２），ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｕｉ０∈Ｃ∞０（#
ｍ，

#

ｍ）ａｎｄｄｉ０－Ｑ∈Ｃ∞０（#
ｍ，
#

３）ｓｕｃｈｔｈａｔ
（ｕｉ０，ｄ

ｉ
０）→（ｕ０，ｄ０）∈Ｈ

ｋ（
#

ｍ，
#

ｍ）×Ｈｋ＋１Ｑ （#
ｍ，

$

２），

ａｓｉ→∞． （３２）
ＦｏｒａｓｅｃｔｉｏｎＦｏｆｄＴ

$

２，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅ
ｔｗｅｅｎαＦａｎｄＤαＦａｓｆｏｌｌｏｗ：

αＦ＝ＤαＦ＋Ａ（ｄ）（Ｄｄ，Ｆ），
ｗｈｅｒｅＡｉｓｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｆｏｒｍｏｆ

$

２ｉｎ
#

３．Ｔｈｅｎ，
ｗｅｈａｖｅｍｕｌｔｉｌｉｎｅａｒｖｅｃｔｏｒｖａｌｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓＢｉｏｎ#

３ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ

Ｄａｄ＝ａｄ＋∑Ｂσ（ａ）（ｄ）（ａ１ｄ，…，ａｓｄ），（３３）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｍｉｓｏｖｅｒａｌｌｍｕｌｔｉｉｎｄｉｃｅｓａ１，…，ａｓｓｕｃｈｔｈａｔ
ａｊ≥１ｆｏｒｊ＝１，…，ｓａｎｄ

σ（ａ）＝（ａ１，…，ａｓ）
ｉｓａｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｏｆａａｎｄ ａ≥２．Ｔｈｕｓ，ｂｙＥｑｓ．（３２）ａｎｄ
（３３），ｗｅｍａｙｏｂｔａｉｎ

‖Ｄｄｉ０‖Ｈｋ→‖Ｄｄ０‖Ｈｋ，ａｓｉ→∞．
Ｎｅｘｔ，ｌｅｔΩｉｂｅｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｏｆ（ｕｉ０，ｄｉ０－Ｑ）ａｎｄｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓＲｉ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｓｕｃｈ ｔｈａｔΩｉ  珟Ωｉ≡

［－Ｒｉ，Ｒｉ］×…×［－Ｒｉ，Ｒｉ

         

］
２ｍ

．Ｔｈｅｎ，（ｕｉ０，ｄｉ０）ｍａｙｂｅ
ｒｅｇａｒｄｅｄａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｏｎａｆｌａｔｔｏｒｕｓ

%

ｍ
ｉ×%

ｍ
ｉ＝

#

ｍ／（２Ｒｉ·!

）ｍ ×
#

ｍ／（２Ｒｉ·!

）ｍ，ａｎｄｔｈｕｓ，ｗｅｓｈａｌｌ

３５
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ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍ：
ｕｔ＋ｕ·ｕ＋ｐ＝μΔｕ－!·（ｄ⊙ｄ），

　ｏｎ
%

ｍ
ｉ×（０，Ｔ］，

ｄｔ＋ｕ·ｄ＋αｄ×（Δｄ＋Ｖ·ｄ＋×ｄ）＋

　βｄ×（ｄ×（Δｄ＋Ｖ·ｄ＋×ｄ））＝０，
　ｏｎ

%

ｍ
ｉ×（０，Ｔ］，

·ｕ＝０，
（ｕ，ｄ）｜ｔ＝０＝（ｕ０，ｄ０），　ｏｎ%

ｍ
ｉ×%

ｍ
ｉ→#

ｍ×
$

２

















．

（３４）

ＢｙＬｅｍｍａ１ａｎｄＬｅｍｍａ６，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｓＴ＞０，ｗｈｉｃｈｄｏｅｓｎｏｔｄｅｐｅｎｄｏｎｉ，ｓｕｃｈｔｈａｔＥｑ．
（３４）ａｄｍｉｔｓａｓｍｏｏｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｕｉ，ｄｉ）ｏｎ%

ｄ
ｉ×%

ｄ
ｉ×［０，

Ｔ］．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｂｏｕｎｄｈｏｌｄｓｕｎｉｆｏｒｍｌｙｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｉ：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（ｕｉ
２
Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
＋
! ｄｉ

２
Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
）＋

　μ∫
Ｔ

０
ｕｉ

２
Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
ｄｓ＋

　 β
２＋２( )ε∫

Ｔ

０
ｄｉ

２
Ｈｎ＋１（

%

ｍ
ｉ）
ｄｓ≤

　Ｃ（Ｔ，ｕ０ Ｈｎ（
%

ｍ
ｉ）
，ｄ０ Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
）．

ＣｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｉｓａｎｄｂｙＬｅｍｍａ４，ｗｅｃａｎｆｕｒｔｈｅｒｏｂｔａｉｎ
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（ｕｉ
２
Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
＋
! ｄｉ

２
Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
）＋

　μ∫
Ｔ

０
ｕｉ

２
Ｈｎ（

%

ｍ
ｉ）
ｄｓ＋

　 β
２＋２( )ε∫

Ｔ

０
ｄｉ

２
Ｈｎ＋１Ｑ （%

ｍ
ｉ）
ｄｓ≤

　Ｃ（Ｔ，ｕ０ Ｈｎ（
%

ｍ
ｉ）
，ｄ０ ＨｎＱ（%

ｍ
ｉ）
）．

Ｗｅｒｅｇａｒｄｅａｃｈ（ｕｉ，ｄｉ）ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｆｒｏｍ［－Ｒｉ，
Ｒｉ］

ｍ×［－Ｒｉ，Ｒｉ］
ｍ×［０，Ｔ］ｉｎｔｏ

#

ｍ×
$

２，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘ
ｉｓｔｓａ（ｕ，ｄ）∈Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈｎ（#ｍ）×Ｈｎ＋１Ｑ （

#

ｍ））ａｎｄａ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛（ｕｉ，ｄｉ）｝ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｄｏｍａｉｎ
Ｏ１，Ｏ２#

ｍ

（ｕｉ，ｄｉ）→（ｕ，ｄ）［ｗｅａｋｌｙ］
　ｉｎＬ∞（［０，Ｔ］；Ｈｎ（Ｏ１））∩Ｌ

２（［０，Ｔ］；
Ｈｎ＋１（Ｏ１））×Ｌ∞（［０，Ｔ］；
Ｈｎ＋１Ｑ （Ｏ２））∩Ｌ

２（［０，Ｔ］；Ｈｎ＋２Ｑ （Ｏ２）），
ａｎｄｔｈｕｓ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｏｂｔａｉｎｔｈａｔ（ｕ，ｄ）ｉｓａｓｔｒｏｎｇｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｔｏｔｈｅＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｌｏｃａｌｅｘ
ｉｓｔｅｎｃｅ．

４　Ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｒｅｓｅａｒｃｈｔｈｅｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕ

ｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｉｄｅａｓｏｆＭｃＧａｈａｇａｎ［２３］ ａｎｄＳｏｎｇ，ｅｔ
ａｌ．［２４］．

Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（ｕｉ，ｄｉ）∈Ｈ
ｋ×Ｈｋ＋１Ｑ ，ｉ＝１，２ａｒｅｔｗｏｓｏ

ｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｉｎｉｔｉａｌｍａｐ（ｕ０，
ｄ０）∈Ｈ

ｋ×Ｈｋ＋１Ｑ ．
Ｓｉｎｃｅ

$

２#

３ａｎｄｂｙＥｑ．（１），ｗｅｈａｖｅｆｏｒ
!

＝１，２，

ｄ
!

（ｘ，ｔ）－ｄ０（ｘ）Ｌ２≤ ∫
ｔ

０
ｓｄ

!

（ｘ，ｓ）ｄｓ
Ｌ２
≤

　Ｃｔｕ
!

·ｄ
!

＋αｄ
!

×（Δｄ
!

＋Ｖ·ｄ
!

＋ ×ｄ
!

）＋
　βｄ

!

×（ｄ
!

×（Δｄ
!

＋Ｖ·ｄ
!

＋ ×ｄ
!

）） Ｌ２≤Ｃｔ．
Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓ
ｄ
!

－ｄ０ Ｌ∞≤Ｃ ｄ
!

－ｄ０
１－

ｍ
４

Ｌ２ Δ（ｄ
!

－ｄ０）
ｍ
４

Ｌ２≤

　　Ｃｔ１－
ｍ
４．

Ｆｒｏｍｔｈｉｓ，ｆｏｒａｎｙε＞０ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
Ｔ′＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ ｄ１－ｄ２ ＜εｆｏｒａｎｙ（ｘ，ｔ）∈#

ｍ×［０，
Ｔ′］．Ａｎｄｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇｇｅｏ
ｄｅｓｉｃγ（ｘ，ｔ）（ｓ）：［０，ｌ（ｘ，ｔ）］→$

２ｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｏｉｎｔｓｄ１（ｘ，
ｔ）ａｎｄｄ２（ｘ，ｔ），ｗｈｅｒｅγ（ｘ，ｔ）（０）＝ｄ１（ｘ，ｔ），γ（ｘ，ｔ）（ｌ）＝
ｄ２（ｘ，ｔ），ａｎｄｌｉｓｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｇｅｏｄｅｓｉｃγ．Ｌｅｔ（ｘ，ｔ）
ｖａｒｙ，ｔｈｅｆａｍｉｌｙｏｆｇｅｏｄｅｓｉｃｓｇｉｖｅｓｒｉｓｅｔｏａｍａｐＵ：［０，１］×
［０，Ｔ］×

#

ｍ→$

２ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｄ１ａｎｄｄ２，ｗｈｅｒｅＵ（ｓ，ｔ，ｘ）＝
γ（ｔ，ｘ）（ｓ）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｃａｎｄｅｆｉｎｅａｇｌｏｂａｌｂｕｎｄｌｅ
ｍｏｒｐｈｉｓｍＸ（ｓ，０）：ｄ１Ｔ$

２＝γ（０）Ｔ$２→γ（ｓ）Ｔ$２ｆｏｒ
ａｎｙｓ∈［０，ｌ（ｘ，ｔ）］ｂｙｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎａｌｏｎｇｅａｃｈ
ｇｅｏｄｅｓｉｃ．

ＵｓｉｎｇｔｈｅｓｉｍｉｌａｒａｒｇｕｍｅｎｔｔｏＲｅｆ．［２３］，ｗｅｈａｖｅｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ．

Ｌｅｍｍａ９　Ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｆｏｒｄｅ
ｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｔｈｅｇｅｏｄｅｓｉｃｓγａｎｄｔｈｅｉｒｌｅｎｇｔｈｓｌ：

ｋｌ≤ ｄ２－Ｘｄ１ ，
ｋγ ｄ１ ＋ ｄ２ ，
ｔγ Ｄｋｋｄ１ ＋ Ｄｋｋｄ２ ＋
　 ｕ１·ｄ１ ＋ ｕ２·ｄ２ ＋
　（１＋ Ｖ）（ｄ１ ＋ ｄ２ ），
Ｄｊｋγ Ｄｊｋｄ１ ＋ Ｄｊｋｄ２ ＋
　（ｊｄ１ ＋ ｊｄ２ ）（ｋｄ１ ＋ ｋｄ２ ）．
Ｎｅｘｔ，ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｇｅｔｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｐｒｏｖｅ

ｄ
ｄｔ（ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２）≤

Ｃ（ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２），

（３５）
ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＣｄｅｐｅｎｄｓｏｎ ｕ

!

Ｈｋ（ｋ＝２，３）ａｎｄ
ｄ

!

Ｈ２ｆｏｒ! ＝１，２．

４５



　第３期 黄贵活等：具有ＤｚｙａｌｏｓｈｉｎｓｋｉｉＭｏｒｉｙａ相互作用和Ｖｆｌｏｗ项的不可压缩
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程的局部存在唯一性

　　　

Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｒｅｆｅｒｔｏＲｅｆ．［２３］ａｎｄｔｈｅｄ－ｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ
Ｅｑ．（１），ｓｕｂｔｒａｃｔｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｔｒａｎｓｐｏｒｔ
ｏｆｄ１ｆｒｏｍｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｄ２，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙ
ｔｄ２＋ｕ２·ｄ２＋αＪ（ｄ２）Ｄｋｋｄ２＋

αＪ（ｄ２）（Ｖ·ｄ２＋×ｄ２）－
βＤｋｋｄ２－β（Ｖ·ｄ２＋×ｄ２）－Ｊ（ｄ２）×ｆ－
Ｘ（ｌ，０）［ｔｄ１＋ｕ１·ｄ１＋αＪ（ｄ１）Ｄｋｋｄ１＋
αＪ（ｄ１）（Ｖ·ｄ１＋×ｄ１）－βＤｋｋｄ１－
β（Ｖ·ｄ１＋×ｄ１）－Ｊ（ｄ１）×ｆ］＝０．
Ｎｅｘｔ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｆａｃｔ（ｃｆ．Ｒｅｆ．［２３］）ｔｈａｔｆｏｒｅｖｅｒｙ

Ｆ∈Ｔｄ１$
２，ｗｅｈａｖｅ
Ｘ（ｓ，０）Ｊ（γ（０））Ｆ＝Ｊ（γ（ｓ））Ｘ（ｓ，０）Ｆ．

Ｔｈｅｎ，ｏｎｅｇｅｔｓ
ｔｄ２－Ｘ（ｌ，０）ｔｄ１＋ｕ２·ｄ２－ｕ１·Ｘ（ｌ，０）ｄ１＋

αＪ（ｄ２）（Ｄｋｋｄ２－Ｘ（ｌ，０）Ｄｋｋｄ１）＋
αＪ（ｄ２）Ｖ·（ｄ２－Ｘ（ｌ，０）ｄ１）＋
αＪ（ｄ２）（×ｄ２－Ｘ（ｌ，０）×ｄ１）－
β（Ｄｋｋｄ２－Ｘ（ｌ，０）Ｄｋｋｄ１）－
βＶ·（ｄ２－Ｘ（ｌ，０）ｄ１）＝０，
Ｔａｋｉｎｇｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｉｄｅｎｔｉｔｙｗｉｔｈ

Ｄｋｋｄ２－Ｘ（ｌ，０）Ｄｋｋｄ１ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｎｓｐａｃｅ，ｏｎｅｇｅｔｓ
１
２
ｄ
ｄｔｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２≤

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２｛ｕ２－ｕ１ Ｌ２＋
　 ｕ２－ｕ１ Ｌ４ Ｄｄ２ Ｌ４＋ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋
　 Ｄｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１ Ｌ２＋ ［Ｄｔ，Ｘ］ｋｄ１ Ｌ２＋
　 ［Ｄｋ，Ｘ］ｔｄ１ Ｌ２＋ Ｄ［Ｄｋ，Ｘ］ｋｄ１ Ｌ２＋
　 ［Ｄ，Ｘ］ｄ１ Ｌ２｝－β［Ｄｋ，Ｘ］ｋｄ１

２
Ｌ２－

　βＤｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１
２
Ｌ２≤

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２｛ｕ２－ｕ１ Ｌ２＋
　 ｕ２－ｕ１ Ｌ４ Ｄｄ２ Ｌ４＋ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋
　 Ｄｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１ Ｌ２＋ ｌｓｕｐｓ∈［０，ｌ］

ｔγ ｄ１ Ｌ２＋

　 ｌｓｕｐ
ｓ∈［０，ｌ］

γ ｔｄ１ Ｌ２＋ ｌＬ２ ｄ１ Ｌ∞ ｄ２ Ｌ∞ ＋

　 ｌｓｕｐ
ｓ∈［０，ｌ］

ＤＲ（γ，ｓγ）Ｘ（ｓ）ｄ１ Ｌ２＋

　 ｌ２ ｓｕｐ
ｓ∈［０，ｌ］

γ ｄ１
２
Ｌ２＋ ｌｓｕｐｓ∈［０，ｌ］

γ ｄ１ Ｌ２｝－

　βＤｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１
２
Ｌ２． （３６）

Ｆｏｒｍ＝３，ｗｅｍａｙｅｓｔｉｍａｔｅｅａｃｈｔｅｒｍｗｉｔｈａｆａｃｔｏｒｏｆｌ
ｂｙｔａｋｉｎｇｌｉｎＬ

２ｍ
ｍ－２ａｎｄｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｅｔｅｒｍｉｎＬｍ．Ｔｈｅｎ，ｂｙ

ＳｏｂｏｌｅｖｅｍｂｅｄｄｉｎｇａｎｄＬｅｍｍａ９，Ｅｑ．（３６）ｂｅｃｏｍｅｓ
１
２
ｄ
ｄｔｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２≤

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２｛ｕ２－ｕ１ Ｌ２＋

　 ｕ２－ｕ１
１－

ｍ
４

Ｌ２ ｕ２－ｕ１
ｍ
４

Ｌ２ ＋ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋
　 Ｄｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１ Ｌ２＋ ｌＬ２Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

）｝－

　βＤｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１
２
Ｌ２≤
μ
４ ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋

　Ｃ ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋Ｃ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２＋

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１
２
Ｌ２Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

）－

　（β－ε１）Ｄｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１
２
Ｌ２≤
μ
４ ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋

　Ｃ（ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２）＋

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１
２
Ｌ２Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

），

ｗｈｅｒｅｗｅｃｈｏｏｓｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔε１ｓｍａｌｌｅｎｏｕｇｈｓｕｃｈｔｈａｔ
β－ε１≥０，

ａｎｄ
Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

）＝ （Ｄｋｋｄ２ ＋ Ｄｋｋｄ１ ＋ ｕ２·ｄ２ ＋
　 ｕ１·ｄ１ ＋（１＋Ｖ）（ｄ１ ＋ｄ２））ｄ１ Ｌｍ＋
　 （ｄ２ ＋ ｄ１ ）（ｕ１·ｄ１ ＋ Ｄｄ１ ＋
　（Ｖ ＋１）ｄ１ ＋ ｆ） Ｌｍ＋ ｄ１ Ｌ∞ ｄ２ Ｌ∞ ＋
　 （Ｄｄ２ ＋ Ｄｄ１）ｄ１（ｄ２ ＋ ｄ１） Ｌｍ＋
　 （ｄ２ ＋ ｄ１ ）ｄ１ Ｌｍ＋
　 ｌ（ｄ２ ＋ ｄ１ ）ｄ１

２
Ｌｍ＋

　 （ｄ２ ＋ ｄ１）
２ ｄ１（１＋ ｄ２ ＋ ｄ１） Ｌｍ．

Ｆｏｒｍ＝２，ｗｅｍｕｓｔｂｏｕｎｄｌｉｎＬ∞．Ｉｎｔｈｉｓｂｏｒｄｅｒｌｉｎｅ
ｃａｓｅ，ｗｅａｐｐｌｙａｔｈｅｏｒｅｍｄｕｅｔｏＢｒｅｚｉｓ，ｅｔａｌ．［２６］：
ｌＬ∞≈ ｄ１－ｄ２ Ｌ∞

ｄ１－ｄ２ Ｈ１（１＋ｌｏｇ
１
２
（１＋ ２（ｄ１－ｄ２）Ｌ２））≤

ｄ１－ｄ２ Ｈ１．
Ｔｈｅｎ，Ｅｑ．（３６）ｙｉｅｌｄｓ

１
２
ｄ
ｄｔｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２≤

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２｛ｕ２－ｕ１ Ｌ２＋

　 ｕ２－ｕ１
１－

ｍ
４

Ｌ２ ｕ２－ｕ１
ｍ
４

Ｌ２ ＋ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋
　 Ｄｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１ Ｌ２＋（ｌＬ∞ ＋ ｌＬ２）Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

）｝－

　βＤｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１
２
Ｌ２≤
μ
４ ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋

　Ｃ ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋Ｃ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２－

　（β－ε２）Ｄｋｋｄ２－ＸＤｋｋｄ１
２
Ｌ２＋

　Ｃ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２（ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋

　 ｄ２－ｄ１ Ｈ１）Ｃ（ｕ
!

，ｄ
!

）≤ μ４ ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋

　Ｃ（ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２）＋

　Ｃ（ｄ２－Ｘｄ１
２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２）Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

），

ｗｈｅｒｅｗｅｃｈｏｏｓｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔε２ｓｍａｌｌｅｎｏｕｇｈｓｕｃｈｔｈａｔ

５５
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β－ε２≥０．
ＢｙＳｏｂｏｌｅｖｅｍｂｅｄｄｉｎｇ，ｗｅｃａｎｂｏｕｎｄＣ（ｕ

!

，ｄ
!

）ｂｙ
Ｃ（ｕ

!

，ｄ
!

）≤Ｃ（１＋ ｄ１ Ｈ２＋ ｄ２ Ｈ２）
４（１＋ ｕ１ Ｈ２＋

ｕ２ Ｈ２）．
Ｔｈｅｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ
ｄ
ｄｔｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２≤
μ
４ ｕ２－ｕ１ Ｌ２＋

　Ｃ（ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－Ｘｄ１

２
Ｌ２）．（３７）

Ｓｅｃｏｎｄ，ｂｙｔｈｅｕ－ｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（１），ｗｅｈａｖｅｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙ
ｔ（ｕ２－ｕ１）＋（ｕ２－ｕ１）·ｕ２＋ｕ１（ｕ２－ｕ１）＝
　μΔ（ｕ２－ｕ１）－!·（ｄ２⊙ｄ２）＋
　
!·（ｄ１⊙ｄ１）．
Ｍａｋｉｎｇｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｉｄｅｎｔｉｔｙｗｉｔｈ

ｕ２－ｕ１ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｎｓｐａｃｅ，ｗｅｇｅｔ
１
２
ｄ
ｄｔｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋μｕ２－ｕ１

２
Ｌ２≤

　Ｃｕ２－ｕ１ Ｌ２（ｕ２－ｕ１ Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１ Ｌ２）≤

　 μ４ ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋Ｃ（ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２）．

（３８）
Ｕｓｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｔｒａｎｓｐｏｒｔ，ｗｅｈａｖｅ

［ｄ２－ｄ１］Ｌ２ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋ ｌＬ２
ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１ Ｌ２． （３９）
Ｔｈｅｎ，Ｅｑ．（３８）ｂｅｃｏｍｅｓ

１
２
ｄ
ｄｔｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋μｕ２－ｕ１

２
Ｌ２≤

　　 μ４ ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋Ｃ（ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋

　　 ｄ２－Ｘｄ１
２
Ｌ２）． （４０）

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｂｙｄ－ｅｑｕａｔｉｏｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙ
ｔ（ｄ２－ｄ１）＋（ｕ２－ｕ１）·ｄ２＋ｕ１（ｄ２－ｄ１）＋
　α（ｄ２－ｄ１）×（Δｄ２＋Ｖ·ｄ２＋×ｄ２）＋

　ｄ１×（Δ（ｄ２－ｄ１）＋Ｖ·（ｄ２－ｄ１）＋
　×（ｄ２－ｄ１））＋β（ｄ２－ｄ１）×ｄ２×
　（Δｄ２＋Ｖ·ｄ２＋×ｄ２）＋βｄ１×（ｄ２－ｄ１）×
　（Δｄ２＋Ｖ·ｄ２＋×ｄ２）＋βｄ１×ｄ１×
　（Ｖ·（ｄ２－ｄ１）＋×（ｄ２－ｄ１））－
　βΔ（ｄ２－ｄ１）－ ｄ２

２（ｄ２－ｄ１）－
　β（ｄ２

２－ ｄ１
２）ｄ１＝（ｄ２－ｄ１）×ｆ． （４１）

Ｍａｋｉｎｇｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｉｄｅｎｔｉｔｙｗｉｔｈ
ｄ２－ｄ１ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｎｓｐａｃｅ，ｗｅｇｅｔ
１
２
ｄ
ｄｔｄ２－ｄ１

２
Ｌ２≤－βｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋

　 ｕ２－ｕ１ Ｌ２ ｄ２－ｄ１ Ｌ２ ｄ２ Ｈ２＋
　Ｃ ｄ２－ｄ１ Ｌ２ ｄ２－ｄ１ Ｌ２｛１＋ ｕ１ Ｈ２＋ ＶＬ∞ ＋
　 ｄ１ Ｈ２＋ ｄ２ Ｈ２｝＋βｄ２

２
Ｈ２ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２≤

　Ｃ（ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２）．

Ｔｈｅｎ，ｂｙＥｑ．（３９）ａｎｄ（４１）ｂｅｃｏｍｅ
１
２
ｄ
ｄｔｄ２－ｄ１

２
Ｌ２≤Ｃ（ｕ２－ｕ１

２
Ｌ２＋ ｄ２－ｄ１

２
Ｌ２＋

ｄ２－Ｘｄ１
２
Ｌ２）． （４２）

Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍＥｑｓ．（３７），（４０）ａｎｄ（４２），ｔｈｅｂｏｕｎｄ
Ｅｑ．（３５）ｉｓａｃｃｅｐｔａｂｌｅ．Ａｎｄｓｉｎｃｅ

ｕ２－ｕ１ Ｌ２＝ ｄ２－ｄ１ Ｌ２＝ ｄ２－Ｘｄ１ Ｌ２＝０
ａｔｉｎｉｔｉａｌｔｉｍｅ，ｔｈｅｎｂｙＥｑ．（３５）ａｎｄｕｓｉｎｇＧｒｏｎｗａｌｌｓｉｎｅ
ｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ′

ｕ２－ｕ１
２
Ｌ２＋ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ′

ｄ２－ｄ１
２
Ｌ２＋

　 ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ′

ｄ２－Ｘｄ１
２
Ｌ２≤０．

Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎ（ｕ１，ｄ１）＝（ｕ２，ｄ２）ｏｎ［０，Ｔ′］．Ｂｙ
ｒｅｐｅａｔｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅａｒｇｕｍｅｎｔｓｔａｒｔｉｎｇａｔｔｉｍｅＴ′，ｗｅｃａｎ
ｐｒｏｖｅ（ｕ１，ｄ１）＝（ｕ２，ｄ２）ｆｏｒｔｉｍｅｔ∈［０，Ｔ］．Ｔｈｉｓｃｏｍ
ｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］　ＬｅｒａｙＪ．Ｓｕｒｌｅｍｏｕｖｅｍｅｎｔｄｕｎｌｉｑｕｉｄｅｖｉｓｑｕｅｕｘｅｍｐｌｉｓｓａｎｔｌｅｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，１９３４，６３：１９３２４８．
［２］　ＨｏｐｆＥ．ｂｅｒｄｉｅＡｎｆａｎｇｓｗｅｒｔａｕｆｇａｂｅｆüｒｄｉｅｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｓｃｈｅｎＧｒｕｎｄｇｌｅｉｃｈｕｎｇｅｎ．ＥｒｈａｒｄＳｃｈｍｉｄｔｚｕｓｅｉｎｅｍ７５．Ｇｅｂｕｒｔ

ｓｔａｇｇｅｗｉｄｍｅｔ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅＮａｃｈｒｉｃｈｔｅｎ，１９５０，４（１／２／３／４／５／６）：２１３２３１．
［３］　ＬａｄｙｚｈｅｎｓｋａｙａＯＡ．Ｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｔｈｅｏｒｙｏｆｖｉｓｃｏｕｓｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｆｌｏｗ［Ｍ］．２ｎｄｅｄｉｔｉｏｎ．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｇｏｒｄｏｎａｎｄ

Ｂｒｅａｃｈ，１９６９．
［４］　ＬｉｏｎｓＰＬ．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｔｏｐｉｃｓｉｎｆｌｕｉｄｍｅｃｈａｎｉｃｓ：Ｖｏｌｕｍｅ２：Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｍｏｄｅｌｓ［Ｍ］．Ｏｘｆｏｒｄ：ＯｘｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９９６．
［５］　ＴｅｍａｍＲ．ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．２ｎｄｅｄｉｔｉｏｎ．Ｐｈｉｌａｄｅｌｐｈｉａ：ＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＩｎｄｕｓｔｒｉａｌ

ａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９５．
［６］　ＴｅｍａｍＲ．ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓ：Ｔｈｅｏｒｙａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ：ＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，２００１．
［７］　ＴａｏＴ．ＦｉｎｉｔｅｔｉｍｅｂｌｏｗｕｐｆｏｒａｎａｖｅｒａｇｅｄｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔ

６５
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ｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，２０１５，２９（３）：６０１６７４．
［８］　ＧｕｏＢＬ，ＨｏｎｇＭＣ．ＴｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓｐｉｎｃｈａｉｎａｎｄｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｓ［Ｊ］．Ｃａｌｃｕｌｕｓｏｆ

ＶａｒｉａｔｉｏｎｓａｎｄＰａｒｔｉａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ，１９９３，１（３）：３１１３３４．
［９］　ＤｉｎｇＷＹ，ＷａｎｇＹＤ．Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒｆｌｏｗｏｆｍａｐｓｉｎｔｏｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍａｎｉｆｏｌｄｓ［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＡ：Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

１９９８，４１（７）：７４６７５５．
［１０］ＤｉｎｇＷＹ，ＷａｎｇＹＤ．ＬｏｃａｌＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｆｌｏｗｉｎｔｏＫｈｌｅｒｍａｎｉｆｏｌｄｓ［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＡ：Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００１，

４４（１１）：１４４６１４６４．
［１１］ＣａｒｂｏｕＧ，ＦａｂｒｉｅＰ．ＲｅｇｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒＬａｎｄａｕＬｉｆｓｃｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｉｎ

#

３［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＡｎａｌｙｓｉｓ，
２００１，５（１）：１７３０．

［１２］ＣａｒｂｏｕＧ，ＦａｂｒｉｅＰ．ＲｅｇｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒＬａｎｄａｕＬｉｆｓｃｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｉｎａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎ［Ｊ］．ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌａｎｄＩｎｔｅｇｒａｌＥ
ｑｕａｔｉｏｎｓ，２００１，１４（２）：２１３２２９．

［１３］ＣａｒｂｏｕＧ，ＥｆｅｎｄｉｅｖＭＡ，ＦａｂｒｉｅＰ．ＧｌｏｂａｌｗｅａｋｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅＬａｎｄａｕＬｉｆｓｃｈｉｔｚｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｍａｇｎｅｔｏｓｔｒｉｃｔｉｏｎ［Ｊ］．
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎｔｈｅＡｐｐｌｉｅｄＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１１，３４（１０）：１２７４１２８８．

［１４］ＦａｎＪ，ＧａｏＨ，ＧｕｏＢ．ＲｅｇｕｌａｒｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒｔｈｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙ
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