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一类时间离散反应扩散对流模型的全局动力学
彭清源，郭志明

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：时间离散空间连续的反应扩散方程模型是描述物种扩散行为的一类重要的研究工具。考虑到物种除
了随机扩散外还会存在依赖于局部环境的扩散，文章建立了单个物种关于时间离散空间连续的反应扩散对流

模型，然后利用主特征值理论分析了模型平衡点的存在性和稳定性。研究表明，加入依赖于局部环境的扩散对

种群的生存是有利的。

关键词：时间离散；空间连续；反应扩散对流模型；稳定性；主特征值

中图分类号：Ｏ１７５　　　文献标志码：Ａ

Ｇｌｏｂａｌｄｙｎａｍｉｃｓｏｆａｃｌａｓｓｏｆｔｅｍｐｏｒａｌｌｙｄｉｓｃｒｅｔｅ
ｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎａｄｖｅｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓ

ＰＥＮＧＱｉｎｇｙｕａｎ，ＧＵＯＺｈｉｍｉｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ，ＧｕａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｌｙｄｉｓｃｒｅｔｅａｎｄｓｐａｔｉａｌｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔ
ｉｍｐｏｒｔａｎｔｔｏｏｌｓｔｏｄｅｓｃｒｉｂｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｂｅｈａｖｉｏｒ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｉｔｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｈａｔｔｈｅｄｉｆｆｕｓｉｏｎｏｆｓｐｅｃｉｅｓ
ｄｅｐｅｎｄｓｎｏｔｏｎｌｙｏｎｒａｎｄｏｍｄｉｆｆｕｓｉｏｎｂｕｔａｌｓｏｏｎａｄｖｅｃｔｉｏｎｄｕｅｔｏｔｈｅｌｏｃａｌｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ，ａｔｅｍｐｏｒａｌ
ｌｙｄｉｓｃｒｅｔｅａｎｄｓｐａｔｉａｌｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎａｄｖｅｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｉｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ
ａｎｄｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｏｆｔｈｉｓｍｏｄｅｌｉｓａｎａｌｙｚｅｄｂｙｐｒｉｎｃｉｐａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｔｈｅｏｒｙ．Ｉｔ
ｓｈｏｗｓｔｈａｔａｄｖｅｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｌｏｃａｌｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｉｓｂｅｎｅｆｉｃｉａｌｆｏｒｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓｕｒｖｉｖａｌ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｔｅｍｐｏｒａｌｌｙｄｉｓｃｒｅｔｅ；ｓｐａｔｉａｌｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ；ｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎａｄｖｅｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌ；ｓｔａｂｉｌｉｔｙ；
ｐｒｉｎｃｉｐａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ

１　引言和模型的建立

物种的扩散行为是生态系统中一种普遍存在

的现象。由于种群在栖息地中的各个位置分布是

不均匀的，并且栖息地资源分布也是不均匀的，这

些不均匀性导致种群中的个体会在栖息地中随机

进行移动，即物种出现了扩散行为。物种的扩散

不但可以减少种内或种间的竞争，还可以使种群

找到新的适合生存的区域，使种群更好地发展。

描述物种扩散行为的数学工具有很多，反应

扩散方程模型是最为经典的研究工具。反应扩散

方程模型常用于描述环境、扩散、竞争等相互作用

的动态关系，在物种的生存和迁移、生态资源的利

用等方面得到了深入的应用，国内外的学者对反

应扩散方程模型进行了广泛的研究［１－８］。在实际

的生态环境中，扩散的方式通常有两种：不依赖于

局部环境的随机扩散，以及依赖于局部环境的扩

散。在许多早期的研究中，对于物种扩散的研究

只用到了随机扩散［９－１１］。然而在自然界中，有时
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用随机扩散不能很好地描述生物的扩散行为。

１９９５年，Ｂｅｌｇａｃｅｍ等［３］指出，在空间异质的环境

中，物种为了寻找更好的生存条件和资源，除了随

机扩散之外，还会存在沿着资源梯度方向上的对

流运动。他们提出了关于单个物种含有对流项的

反应扩散模型：

ｕｔ＝#·［ｄ#ｕ－αｕ#ｍ］＋ｕ（ｍ－ｕ）

　ｘ∈Ω×（０，∞），
（ｄ

#

ｕ－αｕ#ｍ）·→ｎ＝０　ｘ∈Ω×（０，∞
{

），

（１）

其中，ｕ（ｘ，ｔ）表示物种在空间位置 ｘ∈Ω和时间
ｔ＞０的种群密度，ｄ表示物种的随机扩散率，ｍ（ｘ）
是与ｘ有关的空间资源函数，非负常数 α表示物
种沿着资源梯度方向的对流强度，Ω是 ＲＮ中的有
界区域，具有光滑的边界 Ω，Ｎ是非负整数的集
合，→ｎ是边界 Ω上的单位外法向量。其研究结果
表明，在上述边界条件下，沿着资源梯度方向进行

扩散时，对于物种生存总是有利的。２００３年，Ｃｏｓ
ｎｅｒ等［１２］在相同的模型下发现如果栖息地是凸

的，那么沿着资源梯度方向的扩散总是对物种生

存有利；而对于非凸的栖息地，这种扩散方式可能

使物种灭绝。２０１０年，Ｃａｎｔｒｅｌｌ等［１３］在物种扩散

进化的研究中，提出了单个物种含有对流的反应

扩散方程模型：

ｕｔ＝μ#·［#ｕ－ｕ#Ｐ］＋ｕ（ｍ－ｕ）

　ｘ∈Ω×（０，∞），
（
#

ｕ－αｕ#Ｐ）→ｎ＝０　ｘ∈Ω×（０，∞
{

），

（２）

其中的参数与模型（１）中的参数表示含义相同。
在这种情况下，当且仅当 Ｐ＝ｌｎｍ＋Ｃ，Ｃ是常量
时，种群的扩散策略是理想自由扩散策略，并且这

种扩散策略可以使物种产生理想自由分布。

在很多关于反应扩散方程模型的研究中，研

究者大多是建立关于时间连续的反应扩散方程模

型来分析问题。但是在自然界中，许多现象本质

上就是离散的，例如一年生植物、世代不重叠的物

种、一年只繁殖一次的物种等，这些物种的种群数

量变化都是在离散时间点上。在实际生活中，很

多观察数据在时间上都是离散的，例如人口数量

的变化、鸟类的迁徙和外来物种的入侵等等，都是

按照离散时间来统计的。因此，通过建立时间离

散空间连续的反应扩散方程模型来研究相关问

题，在应用中能更好地反映实际情况，并且能更好

地描述种群动态。２００８年，Ｌｉｎ等［１４］研究了反应

项具有拟单调性的时滞时间离散扩散方程：

ｕｎ（ｘ）－ｕｎ－１（ｘ）＝ｄΔｘｕｎ（ｘ）＋ｆ（ｕｎ（ｘ），ｕｎ－
"

（ｘ）），

（３）
其中，ｕｎ（ｘ）表示物种在时刻ｎ∈Ｎ，ｘ∈Ｒ位置时个
体的数量或密度，ｄ＞０是扩散速率，Δｘ是关于 ｘ
的拉普拉斯算子，

"≥０是时滞，Ｎ是非负整数的
集合，ｆ（ｕ，ｖ）是（ｕ，ｖ）的连续函数，他们利用单调
迭代技巧和上下解方法建立了上述方程波前解的

存在性。后来Ｘｉａ等［１５］又将单个的时间离散反应

扩散方程推广到方程组的情形：

ｕｎ（ｘ）－ｕｎ－１（ｘ）＝ｄ１Δｘｕｎ（ｘ）＋

　ｆ１（ｕｎ－
"１
（ｘ），ｖｎ－

"２
（ｘ）），

ｖｎ（ｘ）－ｖｎ－１（ｘ）＝ｄ２Δｘｖｎ（ｘ）＋

　ｆ２（ｕｎ－
"３
（ｘ），ｖｎ－

"４
（ｘ










）），

（４）

其中的参数与模型（３）中的参数表示含义相同，得
到了上述方程行波解的存在性。２０２１年，Ｇｕｏ
等［１６］以具有年龄结构的单种群生长为背景，推导

出了一种具有时滞的时间离散反应扩散方程：

ｗ（ｎ＋１，ｘ）＝ＤΔｘｗ（ｎ＋１，ｘ）＋（１－ｄ）ｗ（ｎ，ｘ）＋
ηｂｗ（ｎ＋１－ｒ，ｘ）， （５）

其中，ｗ（ｎ，ｘ）为物种在时刻ｎ∈Ｎ，ｘ∈Ω位置时全
部成年个体的数量或密度，Ｎ为非负整数的集合，
Ω∈Ｒｎ是一个开区域，Δｘ是关于 ｘ的拉普拉斯算
子，ｒ∈Ｎ＼｛０｝为物种成年所需的时间，Ｄ＞０为成
年个体的扩散速率，０＜ｄ＜１为成年个体的死亡
率，ｂ为出生函数，０＜η＜１为未成年个体能生长
到成年的幸存率，他们应用上下解方法证明了上

述方程行波解的存在性。随后 Ｇｕｏ等［１７］又讨论

了有界域上时间离散的非局部反应扩散方程的全

局动力学。

现在假设物种的栖息地是一个一维有界区

域，记为Ω＝［０，ｌ］，随机扩散率记为 ｄ，０＜ｄ是一
个常数，在时刻ｎ∈Ｎ，ｘ∈Ω位置的种群密度记为
ｕｎ（ｘ），Ｎ为非负整数的集合，考虑到物种除了随
机扩散以外还会进行趋向性的移动，将建立以下

模型：

　

ｕｎ＋１（ｘ）＝［ｄｕ′ｎ＋１（ｘ）－αｕｎ＋１（ｘ）Ｐ′］′＋

　
ｍ（ｘ）ｆ０ｕｎ（ｘ）
１＋ｂ０ｕｎ（ｘ）

　ｘ∈［０，ｌ］，

ｄｕ′ｎ（０）－αｕｎ（０）Ｐ′（０）＝ｄｕ′ｎ（ｌ）－

　αｕｎ（ｌ）Ｐ′（ｌ）＝０













，

（６）

７２
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其中，α和 ｂ０是大于０的常数，ｍ（ｘ）为资源分布
函数，ｆ０表示物种在时刻 ｎ的最大存活率，Ｐ表示
与ｍ（ｘ）有关的函数。

２　非负平衡点的存在性

模型平衡点的存在性和稳定性是研究种群动

力学行为的一个重要部分，所以先分析模型平衡

点的存在性。

显然可以知道，ｕ（ｘ）＝０是模型（６）的一个平
衡点，下面来研究模型正平衡点的存在性。当物

种达到平衡状态时，则有

ｕ（ｘ）＝［ｄｕ′（ｘ）－αｕ（ｘ）Ｐ′］′＋
ｍ（ｘ）ｆ０ｕ（ｘ）
１＋ｂ０ｕ（ｘ）

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｄｕ′（０）－αｕ（０）Ｐ′（０）＝ｄｕ′（ｌ）－αｕ（ｌ）Ｐ′（ｌ）＝０










，

（７）
即

［ｄｕ′（ｘ）－αｕ（ｘ）Ｐ′］′＋（
ｍ（ｘ）ｆ０
１＋ｂ０ｕ（ｘ）

－１）ｕ（ｘ）＝０

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｄｕ′（０）－αｕ（０）Ｐ′（０）＝ｄｕ′（ｌ）－αｕ（ｌ）Ｐ′（ｌ）＝０










。

（８）
将模型（８）在ｕ＝０处线性化，可以得到
［ｄｕ′（ｘ）－αｕ（ｘ）Ｐ′］′＋（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｕ（ｘ）＝０

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｄｕ′（０）－αｕ（０）Ｐ′（０）＝ｄｕ′（ｌ）－αｕ（ｌ）Ｐ′（ｌ）＝０

{
，

（９）

令Ａ＝－αｄＰ，ｚ（ｘ）＝ｅ
Ａｕ（ｘ），则有

［ｄｚ′（ｘ）－ｄｚ（ｘ）Ａ′］′＋（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｚ（ｘ）＝０

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｚ′（０）＝ｚ′（ｌ）＝０

{
。

（１０）
对于方程［ｄｚ′（ｘ）－ｄｚ（ｘ）Ａ′］′＋（ｍ（ｘ）ｆ０－１）
ｚ（ｘ）＝０，两边同时乘以ｅ－Ａ，并且注意到

（ｅ－Ａｚ′）′＝ｅ－Ａｚ″－ｅ－ＡＡ′ｚ′，
则模型（１０）变为

　
ｄ（ｅ－Ａｚ′（ｘ））′＋（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａｚ（ｘ）＝０

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｚ′（０）＝ｚ′（ｌ）＝０

{
，

（１１）

所以模型（１１）对应的主特征值问题为

ｄ（ｅ－Ａ′）′＋γ（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ
－Ａ＝０

　ｘ∈［０，ｌ］，
′（０）＝′（ｌ）＝０

{
，

（１２）

其中，是γ对应的特征函数。不妨记模型（１２）
对应的主特征值为γ＋１，记

ｄ（ｅ－Ａ′）′＋（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ
－Ａ＝"ｅ－Ａ

　ｘ∈［０，ｌ］，
′（０）＝′（ｌ）

{
＝０

（１３）

的主特征值为
" １，由文献［１８］中的引理３．２可以

知道
" １＞１和０＜γ

＋
１ ＜１是等价的。模型（１２）对

应的主特征值为

１
γ＋１
＝ ｍａｘ
∈Ｌ２（［０，ｌ］）

≠０

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｄｅ－Ａ（′）２ｄｘ

。

将模型（６）在ｕ＝０处线性化，有

　

ｕｎ＋１（ｘ）＝［ｄｕ′ｎ＋１（ｘ）－αｕｎ＋１（ｘ）Ｐ′］′＋

　ｍ（ｘ）ｆ０ｕｎ（ｘ）　ｘ∈［０，ｌ］，

ｄｕ′ｎ（０）－αｕｎ（０）Ｐ′（０）＝ｄｕ′ｎ（ｌ）－

　αｕｎ（ｌ）Ｐ′（ｌ）＝０










，

（１４）

令Ａ＝－αｄＰ，ｈｎ（ｘ）＝ｅ
Ａｕｎ（ｘ），则有

ｈｎ＋１（ｘ）＝ｄｈ″ｎ＋１（ｘ）－ｄｈ′ｎ＋１（ｘ）Ａ′＋ｍ（ｘ）ｆ０ｈｎ（ｘ）

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｈ′ｎ（０）＝ｈ′ｎ（ｌ）＝０

{
。

（１５）
模型（１５）对应的主特征值问题为
!φ＝!ｄ（φ″－Ａ′φ′）＋ｍ（ｘ）ｆ０φ　ｘ∈［０，ｌ］，

φ′（０）＝φ′（ｌ）＝０{ ，
（１６）

其中，φ是 !

对应的特征函数。两边同时乘以ｅ－Ａ，
并且注意到

（ｅ－Ａφ′）′＝ｅ－Ａφ″－ｅ－ＡＡ′φ′，
则有

!

ｅ－Ａφ＝!ｄ（ｅ－Ａφ′）′＋ｍ（ｘ）ｆ０ｅ
－Ａφ　ｘ∈［０，ｌ］，

φ′（０）＝φ′（ｌ）＝０{ 。

（１７）
不妨记模型（１７）的主特征值为

!１，对于（１７）的第
一个方程，可以知道

!

（ｅ－Ａφ－ｄ（ｅ－Ａφ′）′）＝ｍ（ｘ）ｆ０ｅ
－Ａφ，

上述方程两边同时乘以 φ，并且对 ｘ在［０，ｌ］上积
分，则有

! ∫
ｌ

０
ｅ－Ａφ２ｄｘ－∫

ｌ

０
ｄφ（ｅ－Ａφ′）′ｄ( )ｘ＝

８２
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　　∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ａφ２ｄｘ，

由于边界条件，则有

! ∫
ｌ

０
ｅ－Ａφ２ｄｘ＋∫

ｌ

０
ｄｅ－Ａ（φ′）２ｄ( )ｘ＝

　　∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ａφ２ｄｘ，

所以得到模型（１７）的主特征值为

!１＝ ｍａｘ
φ∈Ｌ２（［０，ｌ］）

φ≠０

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ａφ２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｅ－Ａφ２ｄｘ＋∫

ｌ

０
ｄｅ－Ａ（φ′）２ｄｘ

。

所以有如下定理：

定理１　模型（１７）的主特征值
!１＞１当且仅当

０＜γ＋１ ＜１，γ
＋
１ 是模型（１２）对应的正的主特征值。

证明　令φ１是 !１对应的特征函数，由上面的

分析可以知道

!１（∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（φ１）

２ｄｘ＋∫
ｌ

０
ｄｅ－Ａ（φ′１）

２ｄｘ）＝

　　∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ａ（φ１）
２ｄｘ，

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ（φ１）
２ｄｘ≤ １

γ＋１
ｄ∫

ｌ

０
ｅ－Ａ（φ′１）

２ｄｘ，

所以有

１
γ＋１
－
!( )１ ｄ∫ｌ０ｅ－Ａ（φ′１）２ｄｘ≥

　　（
!１－１）∫

ｌ

０
ｅ－Ａ（φ１）

２ｄｘ。

当
１
γ＋１
＜
!１时，有!１－１＜０，即!１＜１，所以如果γ

＋
１ ＞

１，则
!１＜１。令１是γ

＋
１ 对应的特征函数，又因为

－ｄ∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（′１）

２ｄｘ＝

　　 －γ＋１∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ，

!１≥
∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（１）

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（′１）

２ｄｘ
，

则有

!１－１≥
∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ－（∫

ｌ

０
ｅ－Ａ（１）

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（′１）

２ｄｘ）

∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（１）

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（′１）

２ｄｘ
＝

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ－γ＋１∫

ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（１）

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（′１）

２ｄｘ
＝

（１－γ＋１）∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（１）

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
ｅ－Ａ（′１）

２ｄｘ
。

因为γ＋１ ＞０，则有∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｅ

－Ａ（１）
２ｄｘ＞０，

如果０＜γ＋１ ＜１，则 !１＞１。
由文献［１８］中的引理３１、引理３２以及引理

３３可以知道，模型（６）平衡态的存在性有以下两
种情况：

（１）
!１＞１时，模型（６）的正平衡态存在并唯一；

（２）
!１＜１时，模型（６）不存在正平衡态。

３　理想自由分布种群模型平衡点的
存在性和稳定性

　　现在来考虑一个具有理想自由分布的种
群［１９］。对于一个理想自由分布的种群，种群扩散

之后的分布状况和没扩散时的分布状况是一样

的，所以，假设种群存在正平衡态ｕ（ｘ），则有

ｕ（ｘ）＝
ｍ（ｘ）ｆ０ｕ（ｘ）
１＋ｂ０ｕ（ｘ）

，

即

ｕ（ｘ）＝
ｍ（ｘ）ｆ０－１
ｂ０

。

因此，正平衡点的存在条件为 ｍ（ｘ）ｆ０＞１对任意
的ｘ∈［０，ｌ］成立。并且由前面的分析已经知道在
ｍ（ｘ）ｆ０＞１时，!１＞１，模型的正平衡点是唯一的。

在种群达到理想自由分布的状态下，由ｄ和Ｐ
决定的扩散策略是理想自由扩散策略当且仅当

ｄ（ｕ（ｘ））′－αｕ（ｘ）Ｐ′＝０，

９２
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即

ｄｆ０（ｍ（ｘ））′
ｂ０

－α（
ｍ（ｘ）ｆ０－１

ｂ０
）Ｐ′＝０，

等价于

Ｐ′＝
ｄｆ０（ｍ（ｘ））′
α（ｍ（ｘ）ｆ０－１）

，

所以

Ｐ＝ｄ
α
ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１）。

因此，模型（６）变为

　

ｕｎ＋１（ｘ）＝［ｄｕ′ｎ＋１（ｘ）－

　ｄｕｎ＋１（ｘ）（ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１））′］′＋

　
ｍ（ｘ）ｆ０ｕｎ（ｘ）
１＋ｂ０ｕｎ（ｘ）

　ｘ∈［０，ｌ］，

ｕ′ｎ（０）－ｕｎ（０）［ｌｎ（ｍ（０）ｆ０－１）］′＝

　ｕ′ｎ（ｌ）－ｕｎ（ｌ）［ｌｎ（ｍ（ｌ）ｆ０－１）］′＝０















。

（１８）

下面将首先讨论模型（１８）零平衡点的稳定性。
把模型（１８）在ｕ＝０处线性化，有

　

ｕｎ＋１（ｘ）＝［ｄｕ′ｎ＋１（ｘ）－

　ｄｕｎ＋１（ｘ）（ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１））′］′＋

　ｍ（ｘ）ｆ０ｕｎ（ｘ）　ｘ∈［０，ｌ］，

ｕ′ｎ（０）－ｕｎ（０）［ｌｎ（ｍ（０）ｆ０－１）］′＝

　ｕ′ｎ（ｌ）－ｕｎ（ｌ）［ｌｎ（ｍ（ｌ）ｆ０－１）］′＝０













，

（１９）

令Ｂ＝－ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１），ｖｎ（ｘ）＝ｅ
Ｂｕｎ（ｘ），则有

ｖｎ＋１（ｘ）＝ｄｖ″ｎ＋１（ｘ）－ｄｖ′ｎ＋１（ｘ）Ｂ′＋ｍ（ｘ）ｆ０ｖｎ（ｘ）

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｖ′ｎ（０）＝ｖ′ｎ（ｌ）＝０

{
，

（２０）
模型（２０）对应的主特征值问题为
μφ＝μｄ（φ″－φ′Ｂ′）＋ｍ（ｘ）ｆ０φ　ｘ∈［０，ｌ］，

φ′（０）＝φ′（ｌ）＝０{ ，
（２１）

其中，φ是 μ对应的特征函数。模型（２１）的第一
个方程两边同时乘以ｅ－Ｂ，并且注意到

（ｅ－Ｂφ′）′＝ｅ－Ｂφ″－ｅ－ＢＢ′φ′，
则有

μｅ－Ｂφ＝μｄ（ｅ－Ｂφ′）′＋ｍ（ｘ）ｆ０ｅ
－Ｂφ　ｘ∈［０，ｌ］，

φ′（０）＝φ′（ｌ）＝０{ 。

（２２）
不妨记模型（２２）的主特征值为μ１，则有定理２：

定理２　如果ｍ（ｘ）ｆ０＞１对任意的ｘ∈［０，ｌ］成

立，则μ１＞１，从而ｕ＝０是不稳定的；如果ｍ（ｘ）ｆ０＜
１对任意的ｘ∈［０，ｌ］成立，则μ１＜１，从而 ｕ＝０是
稳定的。

证明　对于模型（２２）的第一个方程，可以得到
μ（ｅ－Ｂφ－ｄ（ｅ－Ｂφ′）′）＝ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ｂφ，
上述方程两边同时乘以 φ，并且对 ｘ在［０，ｌ］上积
分，则有

μ∫
ｌ

０
ｅ－Ｂφ２ｄｘ－∫

ｌ

０
ｄφ（ｅ－Ｂφ′）′ｄ( )ｘ＝

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ｂφ２ｄｘ，

由于边界条件，则有

μ∫
ｌ

０
ｅ－Ｂφ２ｄｘ＋∫

ｌ

０
ｄｅ－Ｂ（φ′）２ｄ( )ｘ＝

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ｂφ２ｄｘ，

所以得到模型（２２）的主特征值为

μ１ ＝ ｍａｘ
φ∈Ｌ２（［０，ｌ］）

φ≠０

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０ｅ

－Ｂφ２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｅ－Ｂφ２ｄｘ＋∫

ｌ

０
ｄｅ－Ｂ（φ′）２ｄｘ

，

将Ｂ＝－ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１）代入μ１中得到
μ１ ＝ ｍａｘ

φ∈Ｌ２（［０，ｌ］）
φ≠０

·

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０（ｍ（ｘ）ｆ０－１）φ

２ｄｘ

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）φ

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）（φ′）

２ｄｘ
．

由上面的分析可以知道，在ｍ（ｘ）ｆ０＞１对任意的ｘ∈
［０，ｌ］成立时，ｍ（ｘ）ｆ０－１＞０，因为 φ∈Ｌ

２（［０，
ｌ］），不妨取φ＝１，则有

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０（ｍ（ｘ）ｆ０－１）φ

２ｄｘ

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）φ

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）（φ′）

２ｄｘ
＝

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｄｘ

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ｄｘ

＞１，

则μ１＞１，从而ｕ＝０是不稳定的。如果ｍ（ｘ）ｆ０＜１
对任意的ｘ∈［０，ｌ］成立时，有

∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０（１－ｍ（ｘ）ｆ０）φ

２ｄｘ

∫
ｌ

０
（１－ｍ（ｘ）ｆ０）φ

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
（１－ｍ（ｘ）ｆ０）（φ′）

２ｄｘ
≤

０３
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∫
ｌ

０
ｍ（ｘ）ｆ０（１－ｍ（ｘ）ｆ０）φ

２ｄｘ

∫
ｌ

０
（１－ｍ（ｘ）ｆ０）φ

２ｄｘ
＜１，

则μ１＜１，从而ｕ＝０是稳定的。
接下来将研究正平衡态的稳定性。由前面分

析可知，当ｍ（ｘ）ｆ０＞１时，存在正平衡态 ｕ（ｘ）＝
ｍ（ｘ）ｆ０－１
ｂ０

，将模型（１８）在 ｕ（ｘ）＝
ｍ（ｘ）ｆ０－１
ｂ０

处

线性化，可以得到

ｕｎ＋１（ｘ）＝［ｄｕ′ｎ＋１（ｘ）－

　ｄｕｎ＋１（ｘ）（ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１））′］′＋

　 １
ｍ（ｘ）ｆ０

ｕｎ（ｘ）　ｘ∈［０，ｌ］，

ｕ′ｎ（０）－ｕｎ（０）［ｌｎ（ｍ（０）ｆ０－１）］′＝

　ｕ′ｎ（ｌ）－ｕｎ（ｌ）［ｌｎ（ｍ（ｌ）ｆ０－１）］′＝０















。

令Ｑ＝－ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１），ｗｎ（ｘ）＝ｅ
Ｑｕｎ（ｘ），则有

ｗｎ＋１（ｘ）＝ｄｗ″ｎ＋１（ｘ）－ｄｗ′ｎ＋１（ｘ）Ｑ′＋
１

ｍ（ｘ）ｆ０
ｗｎ（ｘ）

　ｘ∈［０，ｌ］，
ｗ′ｎ（０）＝ｗ′ｎ（ｌ）＝０










。

（２３）
模型（２３）对应的主特征值问题为

σψ＝σｄ（ψ″－ψ′Ｑ′）＋ １
ｍ（ｘ）ｆ０

ψ　ｘ∈［０，ｌ］，

ψ′（０）＝ψ′（ｌ）＝０{
，

（２４）
其中，ψ是σ对应的特征函数。模型（２４）的第一
个方程两边同时乘以ｅ－Ｑ，并且注意到

（ｅ－Ｑψ′）′＝ｅ－Ｑψ″－ｅ－ＱＱ′ψ′，
则有

σｅ－Ｑψ＝σｄ（ｅ－Ｑψ′）′＋ １
ｍ（ｘ）ｆ０

ｅ－Ｑψ　ｘ∈［０，ｌ］，

ψ′（０）＝ψ′（ｌ）＝０{
。

（２５）
不妨记模型（２５）的主特征值为σ１，则有定理３：

定理３　如果ｍ（ｘ）ｆ０＞１对任意的 ｘ∈［０，ｌ］
成立，则σ１＜１，从而ｕ（ｘ）是稳定的。

证明　对于模型（２５）的第一个方程，可以知
道

σ（ｅ－Ｑψ－ｄ（ｅ－Ｑψ′）′）＝ １
ｍ（ｘ）ｆ０

ｅ－Ｑψ，

方程两边同时乘以ψ，并且对ｘ在［０，ｌ］上积分，则
有

σ∫
ｌ

０
ｅ－Ｑψ２ｄｘ－∫

ｌ

０
ｄψ（ｅ－Ｑψ′）′ｄ( )ｘ＝

∫
ｌ

０

１
ｍ（ｘ）ｆ０

ｅ－Ｑψ２ｄｘ。

由于边界条件，则有

σ∫
ｌ

０
ｅ－Ｑψ２ｄｘ＋ｄ∫

ｌ

０
ｅ－Ｑ（ψ′）２ｄ( )ｘ＝

∫
ｌ

０

１
ｍ（ｘ）ｆ０

ｅ－Ｑψ２ｄｘ，

所以得到模型（２５）的主特征值为

σ１ ＝ ｍａｘ
ψ∈Ｌ２（［０，ｌ］）

ψ≠０

∫
ｌ

０

１
ｍ（ｘ）ｆ０

ｅ－Ｑψ２ｄｘ

∫
ｌ

０
ｅ－Ｑψ２ｄｘ＋∫

ｌ

０
ｄｅ－Ｑ（ψ′）２ｄｘ

。

将Ｑ＝－ｌｎ（ｍ（ｘ）ｆ０－１）代入σ１中得到

σ１ ＝ ｍａｘ
φ∈Ｌ２（［０，ｌ］）

φ≠０

·

∫
ｌ

０

ｍ（ｘ）ｆ０－１
ｍ（ｘ）ｆ０

ψ２ｄｘ

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ψ

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）（ψ′）

２ｄｘ
。

ｍ（ｘ）ｆ０＞１对任意的ｘ∈［０，ｌ］成立，所以有

∫
ｌ

０

ｍ（ｘ）ｆ０－１
ｍ（ｘ）ｆ０

ψ２ｄｘ＜∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ψ

２ｄｘ，

则有

∫
ｌ

０

ｍ（ｘ）ｆ０－１
ｍ（ｘ）ｆ０

ψ２ｄｘ

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ψ

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）（ψ′）

２ｄｘ
＜

　
∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ψ

２ｄｘ

∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）ψ

２ｄｘ＋ｄ∫
ｌ

０
（ｍ（ｘ）ｆ０－１）（ψ′）

２ｄｘ
＜１，

因此，主特征值σ１＜１，ｕ（ｘ）是稳定的。

在ｍ（ｘ）ｆ０＞１对任意的 ｘ∈［０，ｌ］成立时，系
统的零平衡点不稳定，正平衡点稳定，并且根据前

面的分析可以知道正平衡点是唯一的，所以正平

衡点也是全局渐近稳定的。

本文建立了单个物种关于时间离散空间连续

的反应扩散对流模型，首先讨论了模型平衡点的

存在性。对于一个具有理想自由分布的种群，利

用主特征值理论分析了模型平衡点的稳定性。最

１３
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后证明了在ｍ（ｘ）ｆ０＞１的情况下，模型的正平衡
点是全局渐近稳定的，这表明物种沿着依赖于局

部环境的扩散能够使物种持续生存下去，这种扩

散行为对物种生存是有利的。
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