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非对称性 Ｇｏｕｒｓａｔ引理的推广
何焕淇，孟凡宁 ，赖凯灵

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章根据群与环上Ｇｏｕｒｓａｔ引理的非对称版本，得到了理想上的Ｇｏｕｒｓａｔ引理，并给出了计算３个三次
交错群的直积的子群与

!２×!２×!２的子环的一般步骤。另外，进一步考虑有限个群直积的一个子群 Ｋ和任意
子群Ｇ的积都有对应的Ｇｏｕｒｓａｔ分解下的性质，并给出了有限个环直积下的理想形式。
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　　１８８９年，Ｇｏｕｒｓａｔ［１］给出了两个群的直积的子
群表达式，称之为 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，这是一个关于两
个群的直积的子群的完整描述。因此，这个涉及

到商群之间同构的引理得到了许多应用以及不同

代数结构上的推广。基于 Ｇｏｕｒｓａｔ引理对两个群
的直积的子群的刻画，Ｂｒｅｗｓｔｅｒ等［２］给出了两个群

的直积的子群之间包含的特征，根据此特征得到

了描述ｐ群的直积的子群格的过程，以此来描绘
出两个 ８阶四元数群的直积 Ｑ×Ｑ的子群格。
Ｔóｔｈ［３］则推导出了群

!ｍ×!ｎ的子群的简单表示和
不变因子分解，其中，ｍ和 ｎ是任意正整数，并且
得到了子群总数、具有给定不变因子分解的子群

数以及给定阶子群数的显式公式。

另外，除了群这个代数结构之外，其他代数结

构，如环、模、域是否也具有对应的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理？
Ａｎｄｅｒｓｏｎ等［４］给出环上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，证明了构
造两个环的直积的子环与理想的等价条件，同时

也给出了两个含幺环的直积的理想形式，这为推

广到有限多个含幺环的直积的理想形式提供了思

路。Ｍｅｎｇ等［５］给出了Ｒ模上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理的证
明，并且把Ｇｏｕｒｓａｔ引理推广到 Ｒ代数上，同时给
出了相应的例子来说明Ｇｏｕｒｓａｔ引理的实用性。

对于此引理，是否能够直接把它推广到 ｎ个
群上？事实上，Ｂａｕｅｒ等［６］给出了两个群上的
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Ｇｏｕｒｓａｔ引理的非对称版本，同时说明了Ｇｏｕｒｓａｔ引
理的非对称版本对于推广 ｎ＞２的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理的
必要性，并通过例子加以说明，即在

#

或者
"

上维

数至少为２的３个向量空间的直积Ｖ１×Ｖ２×Ｖ３的
两个三维子空间Ｗ１、Ｗ２所对应的同构与子空间完
全一致，但Ｗ１≠Ｗ２，这显然违背了初始版本结构
的双射对应原则，由此说明用初始版本的 Ｇｏｕｒｓａｔ
引理来推广 ｎ＞２的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理是行不通的，但
是通过归纳法的证明以及引入新的符号记法表明

是可以把 Ｇｏｕｒｓａｔ引理推广到有限个群上。通过
对此引理的推广，Ｍｂａｒｇａ［７］给出了３个群的直积
的子群之间包含的特征。笔者把这个推广应用到

其他的代数结构上，得到一些结论。

本文首先介绍了群上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理的推广，
得到了Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）的所有子群，进一
步考虑具有某种特殊性质的子群与任意子群的积

都有对应的 Ｇｏｕｒｓａｔ分解下的性质。另外，在环上
的Ｇｏｕｒｓａｔ引理的推广上，给出了计算

!２×!２×!２
的所有子环的详细过程，以及把环的直积下的理

想形式推广到了有限多个，最后得到理想上的

Ｇｏｕｒｓａｔ引理，并给出了一些应用。

１　群上的Ｇｏｕｒｓａｔ引理的推广

设Ａ１，Ａ２为两个群，Ｇ是Ａ１×Ａ２的子群，在不

引起混淆的情况下，本文群的单位元均记为 ｅ。记
Ｇ１１＝｛ａ∈Ａ１│（ａ，ｅ）∈Ｇ｝，

Ｇ１２＝｛ａ∈Ａ１│存在ｂ∈Ａ２，使得（ａ，ｂ）∈Ｇ｝，
Ｇ２１＝｛ｂ∈Ａ２│（ｅ，ｂ）∈Ｇ｝，

Ｇ２２＝｛ｂ∈Ａ２│存在ａ∈Ａ１，使得（ａ，ｂ）∈Ｇ｝。
定理１［４］　设 Ａ１，Ａ２为两个群，则
（１）若Ｇ为Ａ１×Ａ２的子群，则 Ｇｉ１，Ｇｉ２为 Ａｉ的

子群且满足 Ｇｉ１#Ｇｉ２，ｉ＝１，２，而且映射
ｆＧ∶Ｇ１２／Ｇ１１→Ｇ２２／Ｇ２１，ａＧ１１!ｂＧ２１

为同构映射，其中，（ａ，ｂ）∈Ｇ。进一步地，若 Ｇ#

Ａ１×Ａ２，则 Ｇｉ１，Ｇｉ２#Ａｉ，Ｇｉ２／Ｇｉ１Ｃ（Ａｉ／Ｇｉ１），ｉ＝１，
２，其中，Ｃ（Ａｉ／Ｇｉ１）为Ａｉ／Ｇｉ１的中心集。

（２）若Ｇｉ１，Ｇｉ２为 Ａｉ的子群且满足Ｇｉ１#Ｇｉ２，ｉ＝
１，２，又 ｆ：Ｇ１２／Ｇ１１→Ｇ２２／Ｇ２１为同构映射，则

Ｇ＝｛（ａ，ｂ）∈Ｇ１２×Ｇ２２│ｆ（ａＧ１１）＝ｂＧ２１｝
为 Ａ１×Ａ２的子群。进一步地，若 Ｇｉ１，Ｇｉ２#Ａｉ，Ｇｉ２／
Ｇｉ１Ｃ（Ａｉ／Ｇｉ１），ｉ＝１，２，则 Ｇ#

Ａ１×Ａ２。

（３）上述（１）和（２）是互逆的。
类似地，Ｂａｕｅｒ等［６］运用 Ｇｏｕｒｓａｔ五元组更简

单地表达了定理１，结论如下：
定理２［４］（群上的对称Ｇｏｕｒｓａｔ引理）　设 Ａ１，

Ａ２为两个群，Ｇ是 Ａ１×Ａ２的子群，则 Ｇ和五元组

Ｑ１（Ｇ）：＝｛Ｇ１１，Ｇ１２，Ｇ２１，Ｇ２２，θ｝是双射对应的，其
中，Ｇ１１#Ｇ１２≤Ａ１，Ｇ２１#Ｇ２２≤Ａ２，映射 θ：Ｇ１２／Ｇ１１→
Ｇ２２／Ｇ２１，ａＧ１１!ｂＧ２１，（ａ，ｂ）∈Ｇ，是同构映射。

事实上，子群Ｇ和五元组 Ｑ１（Ｇ）之间的双射
对应首先可以通过子群 Ｇ得到五元组 Ｑ１（Ｇ），即
由映射

π１：Ａ１×Ａ２→Ａ１，（ａ，ｂ）!ａ，

π２：Ａ１×Ａ２→Ａ２，（ａ，ｂ）!ｂ，

υ１：Ａ１→Ａ１×Ａ２，ａ!（ａ，ｅ），

υ２：Ａ２→Ａ１×Ａ２，ｂ!（ｅ，ｂ），
得出五元组

Ｑ１（Ｇ）＝｛Ｇ１２＝π１（Ｇ），Ｇ２２＝π２（Ｇ），

Ｇ１１＝υ
－１
１ （Ｇ），Ｇ２１＝υ

－１
２ （Ｇ），θ：Ｇ１２／Ｇ１１→

～
Ｇ２２／Ｇ２１｝。

其次，通过五元组｛Ｇ１１，Ｇ１２，Ｇ２１，Ｇ２２，θ｝可以构造
出子群

Ｇ＝｛（ａ，ｂ）∈Ｇ１２×Ｇ２２│θ（ａＧ１１）＝ｂＧ２１｝。
例１　取Ｓ３×Ｓ３的正规子群
Ｇ＝｛（ａ，ｂ）∈Ｓ３×Ｓ３│（ａ，ｂ）∈Ａ３×Ａ３或

ｏ（ａ）＝ｏ（ｂ）＝２｝，
其中，Ｓ３为三阶对称群，Ａ３为三次交错群，那么正
规子群Ｇ和五元组
Ｑ１（Ｇ）：＝｛Ｇ１１＝Ａ３，Ｇ１２＝Ｓ３，Ｇ２１＝Ａ３，Ｇ２２＝Ｓ３，

θ：Ｓ３／Ａ３→
～
Ｓ３／Ａ３｝

是双射对应的。此外易得，Ｇ
#

Ｓ３×Ｓ３等价于
Ａ３#Ｓ３，Ｓ３／Ａ３Ｃ（Ｓ３／Ａ３）。

定理３［６］（群上的非对称 Ｇｏｕｒｓａｔ引理）　设
Ａ１，Ａ２为两个群，若Ｇ是Ａ１×Ａ２的子群，则Ｇ和四
元组Ｑ２（Ｇ）：＝｛Ｇ１２，Ｇ２１，Ｇ２２，θ１｝是双射对应的，
其中，Ｇ１２≤Ａ１，Ｇ２１#Ｇ２２≤Ａ２，映射 θ１：Ｇ１２"Ｇ２２／
Ｇ２１是满同态。

例２　取?（１２）?×?（１２）?的子群Ｇ＝｛（（１），
（１）），（（１２），（１３））｝，则子群Ｇ和四元组Ｑ２（Ｇ）：＝
｛Ｇ１２＝?（１２）?，Ｇ２１＝?（１）?，Ｇ２２＝?（１３）?，θ１：
?（１２）?

"

?（１３）?／?（１）?｝
是双射对应的，即通过子群 Ｇ可得到

Ｇ１２＝π１（Ｇ），Ｇ２２＝π２（Ｇ），Ｇ１１＝υ
－１
１ （Ｇ），

４３
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Ｇ２１＝υ
－１
２ （Ｇ），θ１∶Ｇ１２"Ｇ２２／Ｇ２１。

另一方面，通过四元组

｛Ｇ１２＝?（１２）?，Ｇ２１＝?（１）?，Ｇ２２＝?（１３）?，
θ１：?（１２）?"?（１３）?／?（１）?｝，
可以构造出子群 Ｇ＝｛（ａ，ｂ）∈?（１２）?×?（１３）?
│θ１（ａ）＝ｂ?（１）?｝。

注１：定理 ２和定理 ３是相互等价的。事实
上，只须证明θ与θ１可以相互确定即可。

一方面，θ可以确定 θ１。因为 φ：Ｇ１２"Ｇ１２／Ｇ１１
为满同态，且 θ：Ｇ１２／Ｇ１１→Ｇ２２／Ｇ２１为同构映射，从
而有θ１：＝θφ：Ｇ１２"Ｇ２２／Ｇ２１为满同态。

另一方面，θ１可以确定 θ。由于 θ１：Ｇ１２"Ｇ２２／
Ｇ２１为满同态，根据群同态基本定理可得 Ｇ１２／
ｋｅｒ（θ１）Ｇ２２／Ｇ２１。又因为
ｋｅｒ（θ１）＝｛ａ∈Ｇ１２"θ１（ａ）＝ｂＧ２１＝Ｇ２１，（ａ，ｂ）∈Ｇ｝＝

｛ａ∈Ｇ１２"ｂ∈Ｇ２１，（ａ，ｂ）∈Ｇ｝＝
｛ａ∈Ｇ１２"（ｅ，ｂ）∈Ｇ，（ａ，ｂ）∈Ｇ｝＝
｛ａ∈Ｇ１２"（ｅ，ｂ）

－１＝（ｅ，ｂ－１）∈Ｇ，（ａ，ｂ）∈Ｇ｝＝
｛ａ∈Ｇ１２"（ａ，ｅ）∈Ｇ｝＝Ｇ１１，

从而有θ：Ｇ１２／Ｇ１１→
～
Ｇ２２／Ｇ２１。

定义１［６］设 Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ）为群，Ｇ≤Ａ１×… ×
Ａｎ．令Ｓ｛１，２，…，ｎ｝＝ｎ，ｊ∈ｎ＼Ｓ，记

Ｇ（ｊ│Ｓ）：＝｛ｘｊ∈Ａｊ│存在ｘｉ∈Ａｉ，ｉ≠ｊ，１≤ｉ≤
ｎ，使得（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｎ）∈Ｇ，并且若 ｉ∈Ｓ，则ｘｉ＝
ｅ｝。
若Ｓ＝

$

，则

珔Ｇｊ：＝Ｇ（ｊ│$

）：＝｛ｘｊ∈Ａｊ│存在ｘｉ∈Ａｉ，ｉ≠ｊ，
１≤ｉ≤ｎ，使得（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｎ）∈Ｇ｝。
注２：为简便起见，一般忽略集合Ｓ中的括号，

如Ｇ（１│｛２，３｝）＝Ｇ（１│２，３）。实际上，当 ｎ＝２
时，对比定理２来看，

Ｇ（１│$

）＝珔Ｇ１＝Ｇ１２，

Ｇ（２│$

）＝珔Ｇ２＝Ｇ２２，

Ｇ（２│１）＝Ｇ２１。
引理１［６］（群上的非对称 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，ｎ≥２）

设Ａｊ（１≤ｊ≤ｎ）是群，Ｇ≤Ａ１×…×Ａｎ，则Ｇ和（３ｎ－
２）元组

Ｑｎ（Ｇ）：＝｛珔Ｇ１，珔Ｇ２，Ｇ（２│１），θ１，…，珔Ｇｎ，
Ｇ（ｎ│１，…，ｎ－１），θｎ－１｝

是双射对应的，其中，Ｇ（ｉ＋１│１，…，ｉ）#珔Ｇｉ＋１≤
Ａｉ＋１，并且映射 θｉ：Λｉ"Ｇｉ＋１／Ｇ（ｉ＋１│１，…，ｉ）是
满同态，其中，Λｉ≤Ａ１×…×Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ－１）是递

归定义的，即 Λ１：＝珔Ｇ１，
Λｉ＋１：＝Γ（｛Λｉ，珔Ｇｉ＋１，Ｇ（ｉ＋１│１，…，ｉ），θｉ｝）≤

（Ａ１×…×Ａｉ）×Ａｉ＋１，
且

Γ（｛Λｉ，珔Ｇｉ＋１，Ｇ（ｉ＋１│１，…，ｉ），θｉ｝）：＝ｐ
－１
ｉ （ψθｉ），

其中，ｐｉ：Λｉ×珔Ｇｉ＋１→Λｉ×（珔Ｇｉ＋１／Ｇ（ｉ＋１│１，…，ｉ））
为自然满射，ψθｉΛｉ×（珔Ｇｉ＋１／Ｇ（ｉ＋１│１，…，ｉ））
为θｉ的图。

根据引理１（见文献［６］中定理３．２）的证明过
程，可知 Λｉ＝∏ｉ（Ｇ）（１≤ｉ≤ｎ－１），其中，映射
∏ｉ：Ａ１×…×Ａｎ"Ａ１×…×Ａｉ。

例３　求 Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）的所有子
群，其中，Ａｌｔ（３）为三次交错群。

（１）Ａｌｔ（３）的子群只有?（１）?，Ａｌｔ（３）＝
?（１２３）?，同时它们也是Ａｌｔ（３）的正规子群。

（２）找出所有的商群 Ｈ／Ｎ，其中，Ｎ
#

Ｈ≤
Ａｌｔ（３），并对其阶数进行分类，从而构造同构。由
商群的阶可得

（ａ）│Ｈ／Ｎ│ ＝１：?（１）?／?（１）?，Ａｌｔ（３）／
Ａｌｔ（３）；

（ｂ）│Ｈ／Ｎ│＝３：Ａｌｔ（３）／?（１）?。
（３）根据 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，可得 Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）

的子群共有６个。
在（２）中（ａ）情形下，商群的阶均为１，所以共

有４个映射均为单位映射，从而只有４个同构，分
别为

ｆ１：?（１）?／?（１）?→?（１）?／?（１）?，
ｆ２：?（１）?／?（１）?→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３），
ｆ３：Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３）→?（１）?／?（１）?，
ｆ４：Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３）→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３）。

这样共得到４个子群，分别为
Ｇ１１＝｛（ａ，ｂ）∈?（１）?×?（１）?"ｆ１（ａ?（１）?）＝

ｂ?（１）?｝＝?（１）?×?（１）?；
Ｇ１２＝｛（ａ，ｂ）∈?（１）?×Ａｌｔ（３）"ｆ２（ａ?（１）?）＝

ｂＡｌｔ（３）｝＝?（１）?×Ａｌｔ（３）；
Ｇ１３＝｛（ａ，ｂ）∈Ａｌｔ（３）×?（１）?"ｆ３（ａＡｌｔ（３））＝

ｂ?（１）?｝＝Ａｌｔ（３）×?（１）?；
Ｇ１４＝｛（ａ，ｂ）∈Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）"ｆ４（ａＡｌｔ（３））＝

ｂＡｌｔ（３）｝＝Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）。
在（２）中（ｂ）情形下，商群的阶均为 ３，映射

ｆ５：Ａｌｔ（３）／?（１）?→Ａｌｔ（３）／?（１）?能够得出２个
同构，从而得出２个子群，分别为

５３
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Ｇ１５＝｛（ａ，ｂ）∈Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）"ｆ５（ａ?（１）?）＝
ｂ?（１）?｝＝｛（（１），（１）），（（１２３），（１２３）），（（１３２），
（１３２））｝；

Ｇ１６＝｛（ａ，ｂ）∈Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）"ｆ５（ａ?（１）?）＝
ｂ?（１）?｝＝｛（（１），（１）），（（１２３），（１３２）），（（１３２），
（１２３））｝。
因而，Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）的子群有６个，分别为 Ｇ１１，
Ｇ１２，Ｇ１３，Ｇ１４，Ｇ１５和 Ｇ１６。根据定理１可知，这６个
子群均为Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）的正规子群。

（４）找出所有的商群 Ｈ１／Ｎ１，其中，Ｎ１#Ｈ１≤
Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３），并对其阶数进行分类，从而构造
同构。由商群的阶可得

（ａ）│Ｈ１／Ｎ１│ ＝１：Ｇ１１／Ｇ１１，Ｇ１２／Ｇ１２，Ｇ１３／Ｇ１３，
Ｇ１４／Ｇ１４，Ｇ１５／Ｇ１５，Ｇ１６／Ｇ１６；

（ｂ）│Ｈ１／Ｎ１│ ＝３：Ｇ１２／Ｇ１１，Ｇ１３／Ｇ１１，Ｇ１５／Ｇ１１，
Ｇ１６／Ｇ１１，Ｇ１４／Ｇ１２，Ｇ１４／Ｇ１３，Ｇ１４／Ｇ１５，Ｇ１４／Ｇ１６；

（ｃ）│Ｈ１／Ｎ１│＝９：Ｇ１４／Ｇ１１。
（５）根据Ｇｏｕｒｓａｔ引理，可得Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）×

Ａｌｔ（３）的子群共有２８个。
在（４）中（ａ）情形下，商群的阶均为１，所以共

有１２个映射均为单位映射，从而只有１２个同构，
分别为

ｇ１：Ｇ１１／Ｇ１１→?（１）?／?（１）?，
ｇ２：Ｇ１２／Ｇ１２→?（１）?／?（１）?，
ｇ３：Ｇ１３／Ｇ１３→?（１）?／?（１）?，
ｇ４：Ｇ１４／Ｇ１４→?（１）?／?（１）?，
ｇ５：Ｇ１５／Ｇ１５→?（１）?／?（１）?，
ｇ６：Ｇ１６／Ｇ１６→?（１）?／?（１）?，
ｇ７：Ｇ１１／Ｇ１１→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３），
ｇ８：Ｇ１２／Ｇ１２→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３），
ｇ９：Ｇ１３／Ｇ１３→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３），
ｇ１０：Ｇ１４／Ｇ１４→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３），
ｇ１１：Ｇ１５／Ｇ１５→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３），
ｇ１２：Ｇ１６／Ｇ１６→Ａｌｔ（３）／Ａｌｔ（３）。

这样共得到１２个子群，分别为
Ｇ１，１＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１１×?（１）?"ｇ１（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝Ｇ１１×?（１）?；
Ｇ１，２＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１２×?（１）?"ｇ２（（ａ，ｂ）Ｇ１２）＝
ｃ?（１）?｝＝Ｇ１２×?（１）?；
Ｇ１，３＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１３×?（１）?"ｇ３（（ａ，ｂ）Ｇ１３）＝
ｃ?（１）?｝＝Ｇ１３×?（１）?；
Ｇ１，４＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×?（１）?"ｇ４（（ａ，ｂ）Ｇ１４）＝

ｃ?（１）?｝＝Ｇ１４×?（１）?；
Ｇ１，５＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１５×?（１）?"ｇ５（（ａ，ｂ）Ｇ１５）＝
ｃ?（１）?｝＝Ｇ１５×?（１）?；
Ｇ１，６＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１６×?（１）?"ｇ６（（ａ，ｂ）Ｇ１６）＝
ｃ?（１）?｝＝Ｇ１６×?（１）?；
Ｇ１，７＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１１×Ａｌｔ（３）"ｇ７（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃＡｌｔ（３）｝＝Ｇ１１×Ａｌｔ（３）；
Ｇ１，８＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１２×Ａｌｔ（３）"ｇ８（（ａ，ｂ）Ｇ１２）＝
ｃＡｌｔ（３）｝＝Ｇ１２×Ａｌｔ（３）；
Ｇ１，９＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１３×Ａｌｔ（３）"ｇ９（（ａ，ｂ）Ｇ１３）＝
ｃＡｌｔ（３）｝＝Ｇ１３×Ａｌｔ（３）；
Ｇ１，１０＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）"ｇ１０（（ａ，ｂ）Ｇ１４）＝
ｃＡｌｔ（３）｝＝Ｇ１４×Ａｌｔ（３）；
Ｇ１，１１＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１５×Ａｌｔ（３）"ｇ１１（（ａ，ｂ）Ｇ１５）＝
ｃＡｌｔ（３）｝＝Ｇ１５×Ａｌｔ（３）；
Ｇ１，１２＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１６×Ａｌｔ（３）"ｇ１２（（ａ，ｂ）Ｇ１６）＝
ｃＡｌｔ（３）｝＝Ｇ１６×Ａｌｔ（３）。
在（４）中（ｂ）情形下，商群的阶均为 ３，映射有 ８
个，分别为

珘ｇ１：Ｇ１２／Ｇ１１→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ２：Ｇ１３／Ｇ１１→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ３：Ｇ１５／Ｇ１１→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ４：Ｇ１６／Ｇ１１→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ５：Ｇ１４／Ｇ１２→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ６：Ｇ１４／Ｇ１３→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ７：Ｇ１４／Ｇ１５→Ａｌｔ（３）／?（１）?，
珘ｇ８：Ｇ１４／Ｇ１６→Ａｌｔ（３）／?（１）?。

记单位元 ｅ＝（（１），（１），（１）），根据同构的定义，
这８个映射可以产生１６个同构，所以有１６个子
群，分别为

Ｇ１，１３＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１２×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ１（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１），（１２３），（１２３）），（（１），（１３２），
（１３２））｝；
Ｇ１，１４＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１２×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ１（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１），（１２３），（１３２）），（（１），（１３２），
（１２３））｝；
Ｇ１，１５＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１３×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ２（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１），（１２３）），（（１３２），（１），
（１３２））｝；
Ｇ１，１６＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１３×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ２（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１），（１３２）），（（１３２），（１），
（１２３））｝；

６３
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Ｇ１，１７＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１５×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ３（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１２３），（１２３）），（（１３２），
（１３２），（１３２））｝；
Ｇ１，１８＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１５×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ３（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１２３），（１３２）），（（１３２），
（１３２），（１２３））｝；
Ｇ１，１９＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１６×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ４（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１３２），（１２３）），（（１３２），
（１２３），（１３２））｝；
Ｇ１，２０＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１６×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ４（（ａ，ｂ）Ｇ１１）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１３２），（１３２）），（（１３２），
（１２３），（１２３））｝；
Ｇ１，２１＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ５（（ａ，ｂ）Ｇ１２）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１），（１２３），（１）），（（１），（１３２），
（１）），（（１２３），（１），（１２３）），（（１２３），（１２３），
（１２３）），（（１２３），（１３２），（１２３）），（（１３２），（１），
（１３２）），（（１３２），（１２３），（１３２）），（（１３２），（１３２），
（１３２））｝；
Ｇ１，２２＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ５（（ａ，ｂ）Ｇ１２）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１），（１２３），（１）），（（１），（１３２），
（１）），（（１２３），（１），（１３２）），（（１２３），（１２３），
（１３２）），（（１２３），（１３２），（１３２）），（（１３２），（１），
（１２３）），（（１３２），（１２３），（１２３）），（（１３２），（１３２），
（１２３））｝；
Ｇ１，２３＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ６（（ａ，ｂ）Ｇ１３）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１），（１）），（（１３２），（１），
（１）），（（１），（１２３），（１２３）），（（１２３），（１２３），
（１２３）），（（１３２），（１２３），（１２３）），（（１），（１３２），
（１３２）），（（１２３），（１３２），（１３２）），（（１３２），（１３２），
（１３２））｝；
Ｇ１，２４＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ６（（ａ，ｂ）Ｇ１３）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１），（１）），（（１３２），（１），
（１）），（（１），（１２３），（１３２）），（（１２３），（１２３），
（１３２）），（（１３２），（１２３），（１３２）），（（１），（１３２），
（１２３）），（（１２３），（１３２），（１２３）），（（１３２），（１３２），
（１２３））｝；
Ｇ１，２５＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ７（（ａ，ｂ）Ｇ１５）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１２３），（１）），（（１３２），
（１３２），（１）），（（１２３），（１），（１２３）），（（１），（１３２），
（１２３）），（（１３２），（１２３），（１２３）），（（１３２），（１），
（１３２）），（（１），（１２３），（１３２）），（（１２３），（１３２），
（１３２））｝；

Ｇ１，２６＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ７（（ａ，ｂ）Ｇ１５）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１２３），（１）），（（１３２），
（１３２），（１）），（（１２３），（１），（１３２）），（（１），（１３２），
（１３２）），（（１３２），（１２３），（１３２）），（（１３２），（１），
（１２３）），（（１），（１２３），（１２３）），（（１２３），（１３２），
（１２３））｝；
Ｇ１，２７＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ８（（ａ，ｂ）Ｇ１６）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１３２），（１）），（（１３２），
（１２３），（１）），（（１２３），（１），（１２３）），（（１），（１２３），
（１２３）），（（１３２），（１３２），（１２３）），（（１３２），（１），
（１３２）），（（１），（１３２），（１３２）），（（１２３），（１２３），
（１３２））｝；
Ｇ１，２８＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｇ１４×Ａｌｔ（３）" 珘ｇ８（（ａ，ｂ）Ｇ１６）＝
ｃ?（１）?｝＝｛ｅ，（（１２３），（１３２），（１）），（（１３２），
（１２３），（１）），（（１２３），（１），（１３２）），（（１），（１２３），
（１３２）），（（１３２），（１３２），（１３２）），（（１３２），（１），
（１２３）），（（１），（１３２），（１２３）），（（１２３），（１２３），
（１２３））｝。
由于在（４）中（ｃ）情形下，商群的阶为９，没有对应
的商群同阶，无法构造出同构映射。

总之，根据Ｇｏｕｒｓａｔ引理得出 Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）
有６个子群，Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）×Ａｌｔ（３）有２８个子
群。

定义２［６］　对于引理１中一个子群 Ｇ所对应
的（３ｎ－２）元组 Ｑｎ（Ｇ）称为子群 Ｇ的 Ｇｏｕｒｓａｔ分
解。

在定理１中，当子群Ｇ为 Ａ１×Ａ２的正规子群
时，可以得到 Ｇｉ１，Ｇｉ２#Ａｉ，Ｇｉ２／Ｇｉ１Ｃ（Ａｉ／Ｇｉ１），ｉ＝
１，２，其中，Ｃ（Ａｉ／Ｇｉ１）为 Ａｉ／Ｇｉ１的中心集。同样地，
在ｎ＞２的情况下，若 Ｇ

#

Ａ１×… ×Ａｎ，也有类似
的结果。

引理２［７］（正规子群上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，ｎ≥２）
令Ｇ≤Ａ１×…×Ａｎ，且Ｇ具有对应的Ｇｏｕｒｓａｔ分解

Ｑｎ（Ｇ）：＝｛珔Ｇ１，珔Ｇ２，Ｇ（２│１），θ１，…，珔Ｇｎ，Ｇ（ｎ│
１，…，ｎ－１），θｎ－１｝。
若Ｇ

#

Ａ１×… ×Ａｎ，则 珔Ｇｉ#Ａｉ，且 珔Ｇｉ／Ｇ（ｉ│１，…，
ｉ－１）Ｃ（Ａｉ／Ｇ（ｉ│１，…，ｉ－１）），其中，Ｃ（Ａｉ／Ｇ（ｉ│
１，…，ｉ－１））为Ａｉ／Ｇ（ｉ│１，…，ｉ－１）的中心集。

定理４　对于Ａ１×… ×Ａｎ的任意子群 Ｇ，若
存在Ａ１×… ×Ａｎ的一个子群 Ｋ，使得 ＫＧ具有对
应的Ｇｏｕｒｓａｔ分解

Ｑｎ（ＫＧ）：＝｛（ＫＧ）１，（ＫＧ）２，（ＫＧ）（２│１），

７３
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γ１，…，（ＫＧ）ｎ，（ＫＧ）（ｎ│１，…，ｎ－１），γｎ－１｝，
则对任意ａｉ∈Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ），

珔Ｋｉ≤ＮＡｉ（Ｋ（ｉ│１，…，ｉ－１）?ａｉ?），
其中，ＮＡｉ（Ｋ（ｉ│１，…，ｉ－１）?ａｉ?）为 Ｋ（ｉ│１，…，
ｉ－１）?ａｉ?在Ａｉ中的正规化子。

证明　若 ＫＧ都具有对应的 Ｇｏｕｒｓａｔ分解
Ｑｎ（ＫＧ），则对任意 Ｇ≤Ａ１×… ×Ａｎ，ＫＧ≤Ａ１×…
×Ａｎ。因而

ＫＧ＝（ＫＧ）－１＝Ｇ－１Ｋ－１＝ＧＫ。
不失一般性，令ｉ＝２，对任意ａ２∈Ａ２，ｙ２∈珔Ｋ２，有

存在ｙｊ∈Ａｊ，ｊ≠２，１≤ｊ≤ｎ，（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｋ。
因为Ａ１×… ×Ａｎ的任意子群 Ｇ，有 ＫＧ＝ＧＫ。取
Ｇ＝?（ｅ，ａ２，ｅ，…，ｅ）?，则
Ｋ?（ｅ，ａ２，ｅ，…，ｅ）?＝?（ｅ，ａ２，ｅ，…，ｅ）?Ｋ。

从而，对任意ｌ∈!

，存在（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ）∈Ｋ，ｍ∈!

，

使得

（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ）（ｅ，ａ
ｍ
２，ｅ，…，ｅ）＝

　　（ｅ，ａｌ２，ｅ，…，ｅ）（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）。
因而，ｚｊ＝ｙｊ，ｊ≠２。进一步可得，

（ｙ１，…，ｙｎ）
－１（ｚ１，…，ｚｎ）＝

　　（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）
－１（ｙ１，ｚ２，…，ｙｎ）＝

　　（ｅ，ｙ２
－１ｚ２，…，ｅ）∈Ｋ。

所以，ｙ２
－１ｚ２∈Ｋ（２│１）。这样，存在 ｘ０∈Ｋ（２│

１），使得ｘ０＝ｙ２
－１ｚ２，即ｚ２＝ｙ２ｘ０。根据 ｚ２ａ

ｍ
２＝ａ

ｌ
２ｙ２

得

ｙ－１２ ａ
ｌ
２ｙ２＝ｘ０ａ

ｍ
２∈Ｋ（２│１）?ａ２?。

因为Ｋ（２│１）#珔Ｋ２，所以对任意ｙ２∈珔Ｋ２，有ｙ２Ｋ（２│
１）ｙ－１２ ＝Ｋ（２│１），从而得
ｙ２Ｋ（２│１）?ａ２?ｙ

－１
２ ＝Ｋ（２│１）ｙ２?ａ２?ｙ

－１
２ 。

另外，对任意ｘ∈Ｋ（２│１），ｌ∈!

，存在 ｘ０∈Ｋ（２│
１），ｍ∈!

，使得

ｘｙ２ａ
ｌ
２ｙ
－１
２ ＝ｘｘ０ａ

ｍ∈Ｋ（２│１）?ａ２?。
这样

ｙ２Ｋ（２│１）?ａ２?ｙ
－１
２ Ｋ（２│１）?ａ２?。

又因为ｙ２Ｋ（２│１）＝Ｋ（２│１）ｙ２，所以对任意 ｘ∈
Ｋ（２│１），存在 ｘ１∈Ｋ（２│１），使得 ｘｙ２＝ｙ２ｘ１。
因此，

ｘａｌ２＝ｘｙ２ｘ０ａ
ｍ
２ｙ

－１
２ ＝ｙ２ｘ１ｘ０ａ

ｍ
２ｙ

－１
２ ＝

ｙ２（ｘ１ｘ０）ａ
ｍ
２ｙ

－１
２ ∈ｙ２Ｋ（２│１）?ａ２?ｙ

－１
２ 。

所以，

Ｋ（２│１）?ａ２?ｙ２Ｋ（２│１）?ａ２?ｙ
－１
２ 。

进一步有

ｙ２Ｋ（２│１）?ａ２?ｙ
－１
２ ＝Ｋ（２│１）?ａ２?，ｙ２∈珔Ｋ２。

又 珔Ｋ２，ＮＡ２（Ｋ（２│１）?ａ２?）为 Ａ２的子群，所以，珔Ｋ２
≤ＮＡ２（Ｋ（２│１）?ａ２?）。

对于 ｉ≠２的情形，不失一般性，同理可得。
证毕。

定理５　假设ＧＡ１×…×Ａｎ，且Ｇ具有对应
的Ｇｏｕｒｓａｔ分解Ｑｎ（Ｇ）。若 Ｇ#

Ａ１×… ×Ａｎ，那么

∏ｉ
（Ｇ）

#

Ａ１×… ×Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ），并且ｋｅｒ（θｎ－１）#

Ａ１×…×Ａｎ－１，其中，映射∏ｉ
：Ａ１×… ×Ａｎ"Ａ１×

… ×Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ）。

证明　由于∏ｉ
：Ａ１×… ×Ａｎ"Ａ１×… ×

Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ）为满射，则对任意珔ａ∈ Ａ１×…×Ａｉ，

存在ａ∈Ａ１×…×Ａｎ，使得∏ｉ
（ａ）＝珔ａ。从而对任

意珔ｇ∈ ∏ｉ
（Ｇ），存在 ｇ∈ Ａ１ ×… ×Ａｎ，使得

∏ｉ
（ｇ）＝珔ｇ。由于Ｇ#Ａ１×… ×Ａｎ，故ａ

－１ｇａ∈Ｇ。

又因为

∏ｉ
为 同 态 映 射， 因 而 （珔ａ）－１珔ｇ珔ａ ＝

∏ｉ
（ａ－１ｇａ）∈∏ｉ

（Ｇ），这样

∏
ｉ
（Ｇ）

#

Ａ１×… ×Ａｉ，１≤ｉ≤ｎ。

下证ｋｅｒ（θｎ－１）#Ａ１×…×Ａｎ－１。因为θｎ－１：Λｎ－１"
珔Ｇｎ／Ｇ（ｎ│１，…，ｎ－１），根据引理１的证明，可知

Λｎ－１ ＝∏ｎ－１
（Ｇ），这样 ｋｅｒ（θｎ－１）＝｛（ａ１，…，

ａｎ－１）∈∏ｎ－１
（Ｇ）│（ａ１，…，ａｎ－１，ｅ）∈Ｇ，ａｉ∈Ａｉ，

１≤ｉ≤ｎ－１｝。
另一方面，对任意 ｋ＝（ａ１，…，ａｎ－１）∈

ｋｅｒ（θｎ－１），有（ａ１，…，ａｎ－１，ｅ）∈Ｇ。因为 Ｇ#

Ａ１×
…×Ａｎ，所以，对任意 ｃ＝（ｃ１，…，ｃｎ）∈Ａ１×… ×
Ａｎ，有
ｃ－１（ａ１，…，ａｎ－１，ｅ）ｃ＝（ｃ

－１
１ ａ１ｃ１，…，ｃ

－１
ｎ ａｎ－１ｃｎ，ｅ）∈Ｇ。

这样，对任意（ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ａ１×…×Ａｎ－１，有
（ｃ１，…，ｃｎ－１）

－１ｋ（ｃ１，…，ｃｎ－１）＝
　　（ｃ－１１ ａ１ｃ１，…，ｃ

－１
ｎ ａｎ－１ｃｎ）∈ｋｅｒ（θｎ－１），

从而ｋｅｒ（θｎ－１）#Ａ１×…×Ａｎ－１。

２　环上的Ｇｏｕｒｓａｔ引理的推广

引理３　设Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）为含幺环，那么 Ｒ１×

…×Ｒｎ的每一个右理想（左理想，双边理想）都有

８３
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形式Ｉ１×…×Ｉｎ，其中，Ｉｉ（１≤ｉ≤ｎ）为Ｒｉ的右理想
（左理想，双边理想）。

证明　假设Ｉ为Ｒ１×…×Ｒｎ的右理想，令
Ｉｉ＝｛ａｉ∈Ｒｉ│（ａ１，…，ａｉ，…，ａｎ）∈Ｉ，ａｊ＝０，

ｊ≠ｉ，１≤ｊ≤ｎ｝，
则对任意 ａｉ∈Ｉｉ，有（ａ１，…，ａｉ，…，ａｎ）∈Ｉ，ａｊ＝０，
ｊ≠ｉ，１≤ｊ≤ｎ。从而对任意（ｒ１，…，ｒｉ，…，ｒｎ）∈
Ｒ１×…×Ｒｎ，有

（ａ１，…，ａｉ，…，ａｎ）（ｒ１，…，ｒｉ，…，ｒｎ）∈Ｉ，
即

（ａ１ｒ１，…，ａｉｒｉ，…，ａｎｒｎ）∈Ｉ，ａｊｒｊ＝０，ｊ≠ｉ，１≤ｊ≤ｎ。
因而ａｉｒｉ∈Ｉｉ，即Ｉｉ（１≤ｉ≤ｎ）为Ｒｉ的右理想。

另一方面，令（ａ１，…，ａｎ）∈Ｉ１×… ×Ｉｎ，即
ａｉ∈Ｉｉ，１≤ｉ≤ｎ，则
｛（ａ１，０，…，０），（０，ａ２，…，０），…，（０，０，…，ａｎ）｝Ｉ。
从而

　（ａ１，０，…，０）＋（０，ａ２，…，０）＋…＋（０，０，…，ａｎ）＝
　（ａ１，ａ２，…，ａｎ）∈Ｉ，

这样Ｉ１×…×ＩｎＩ。
反之，若（ａ１，…，ａｎ）∈Ｉ，由于 Ｉ为 Ｒ１×… ×

Ｒｎ的右理想，则对任意（ｒ１，…，ｒｎ）∈Ｒ１×… ×Ｒｎ，
有

（ａ１，…，ａｎ）（ｒ１，…，ｒｎ）∈Ｉ。
取（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）＝（１，０，…，０），（０，１，…，０），…，
（０，０，…，１），则ａｉ∈Ｉｉ，１≤ｉ≤ｎ。因而（ａ１，…，ａｎ）∈
Ｉ１×…×Ｉｎ，即ＩＩ１×…×Ｉｎ，这样Ｉ＝Ｉ１×…×Ｉｎ。

定义３［４］　一个环Ｒ称为右ｅ环，如果对任意
ｒ∈Ｒ，存在一个依赖于 ｒ的元素 ｅｒ∈Ｒ，使得 ｒｅｒ＝
ｒ。一个环 Ｒ称为左 ｅ环，如果对任意 ｓ∈Ｒ，存在
一个依赖于ｓ的元素ｅｓ∈Ｒ，使得ｅｓｓ＝ｒ。

推论１　环Ｒ是一个右 ｅ环当且仅当对 Ｒ的
任意右理想Ｉ，有ＩＲ＝Ｉ。

证明　若 Ｒ为右 ｅ环，则对任意 ｒ∈Ｒ，存在
ｅｒ∈Ｒ，使得ｒｅｒ＝ｒ。从而对任意ｉ∈Ｉ，存在ｅｉ∈Ｒ，
使得 ｉｅｉ＝ｉ。又因为 Ｉ为右理想，所以对任意 ｒ∈

Ｒ，ｉ∈Ｉ，有ｉｒ∈Ｉ。由于 ＩＲ＝｛∑ｍ

ｋ＝１
ｉｋｒｋ│ｉｋ∈ Ｉ，

ｒｋ∈Ｒ，ｍ∈ !

＋｝，有ＩＲＩ。另外，对任意ｉ∈Ｉ，有
ｉ＝ｉｅｉ∈ＩＲ，因此ＩＩＲ。这样ＩＲ＝Ｉ。

反之，若对Ｒ的任意右理想 Ｉ，有 ＩＲ＝Ｉ。此
时，取Ｉ＝（ｒ），ｒ∈Ｒ，其中，（ｒ）为由ｒ生成的主右理
想，则（ｒ）Ｒ＝（ｒ）。因（ｒ）＝｛ｒａ＋ｎｒ│ａ∈Ｒ，ｎ∈!

｝，

则

（ｒ）Ｒ＝｛∑ｍ

ｋ＝１
（ｒａｋ＋ｎｋｒ）ｂｋ"ａｋ，ｂｋ∈Ｒ，ｎｋ∈

!

，ｍ∈!

＋｝＝｛∑ｍ

ｋ＝１
（ｒａｋｂｋ＋ｒｎｋｂｋ）"ａｋ，ｂｋ∈Ｒ，

ｎｋ∈ !

，ｍ∈!

＋｝＝｛ｒ∑ｍ

ｋ＝１
（ｃｋ＋ｎｋｂｋ）"ｂｋ，ｃｋ∈

Ｒ，ｎｋ∈ !

，ｍ∈ !

＋｝。

这样，对任意 ｒ∈（ｒ）＝（ｒ）Ｒ，显然存在 ｅｒ ＝

∑ｍ

ｋ＝１
（ｃｋ＋ｎｋｂｋ）∈Ｒ，使得ｒｅｒ＝ｒ。因而，环Ｒ为

右ｅ环。
引理４［４］　对于环Ｒ，下列说法等价：
（１）Ｒ是左ｅ环；
（２）对于任意的环Ｓ，Ｒ×Ｓ的每一个左理想具

有形式 Ｉ＝Ｉ１×Ｉ２，其中，Ｉ１为 Ｒ的左理想，Ｉ２为 Ｓ
的左理想。

定理６　对于环Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ），下列说法等价：
（１）Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）是右ｅ环；
（２）对于任意的环 Ｓ，Ｓ×Ｒ１×… ×Ｒｎ的每一

个右理想具有形式Ｉ＝Ｉｓ×Ｉ１×…×Ｉｎ，其中，Ｉｓ为Ｓ
的右理想，Ｉｉ为Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）的右理想。

证明　（１）（２）：首先，Ｒ１×… ×Ｒｎ仍为一
个右ｅ环。事实上，因为Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）是右ｅ环，故
对任意ｒｉ∈Ｒｉ，存在ｅｒｉ∈Ｒｉ，使得ｒｉｅｒｉ＝ｒｉ。这样，对
任意（ｒ１，…，ｒｎ）∈Ｒ１×… ×Ｒｎ，存在（ｅｒ１，…，ｅｒｎ）∈
Ｒ１×…×Ｒｎ，使得

（ｒ１，…，ｒｎ）（ｅｒ１，…，ｅｒｎ）＝（ｒ１，…，ｒｎ）。
因此，Ｒ１×…×Ｒｎ仍为一个右 ｅ环。其次，令 Ｉ为
Ｓ×Ｒ１×…×Ｒｎ的右理想，由

（０，ｅｒ１，…，０），（０，０，ｅｒ２，…，０），…，（０，０，…，
ｅｒｎ）∈Ｓ×Ｒ１×…×Ｒｎ，
知道，对任意（ｓ，ａ１，…，ａｎ）∈ Ｉ，ｓ∈Ｓ，ａｉ∈Ｒｉ，有
（０，ａ１，…，０），（０，０，ａ２，…，０），…，（０，０，…，ａｎ）∈Ｉ。
从而

（ｓ，ａ１，…，ａｎ）－（０，ａ１，…，０）－…－（０，０，…，ａｎ）＝
（ｓ，０，…，０）∈Ｉ。
根据引理３的证明可得，Ｉ＝Ｉｓ×Ｉ１×… ×Ｉｎ，其中，
Ｉｓ＝｛ｓ∈Ｓ│（ｓ，０，…，０）∈Ｉ｝为Ｓ的右理想，

Ｉｉ＝｛ａｉ∈Ｒｉ│（０，ａ１，…，ａｉ，…，ａｎ）∈Ｉ，ａｊ＝０，
ｊ≠ｉ，１≤ｊ≤ｎ｝
为Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）的右理想。

（２）（１）：令 Ｓ＝Ｒ１＝Ｒｉ（２≤ｉ≤ｎ），虽然这
里有ｎ＋１个Ｒ１直积，不失一般性，这里只需考虑
ｎ个Ｒ１直积即可。对于任意 ａ１∈Ｒ１，由（ａ１，…，
ａ１）生成的主右理想为

９３
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（（ａ１，…，ａ１））ｒ＝｛（ａ１，…，ａ１）（ｒ１１，…，ｒ１ｎ）＋
ｍ（ａ１，…，ａ１）│ｒ１ｉ∈Ｒ１（１≤ｉ≤ｎ），ｍ∈!

｝。

由（２）知，（（ａ１，…，ａ１））ｒ＝Ｉ１×…×Ｉｎ，其中，Ｉｉ为
Ｒ１的右理想。显然，ａ１∈Ｉｉ，从而（ａ１）ｒＩｉ。这样
（ａ１）ｒ×…×（ａ１）ｒＩ１×…×Ｉｎ＝（（ａ１，…，ａ１））ｒ。
又因为（ａ１）ｒ×…×（ａ１）ｒ（（ａ１，…，ａ１））ｒ，因而

（ａ１）ｒ×…×（ａ１）ｒ＝（（ａ１，…，ａ１））ｒ。
另外，由于ａ１∈（ａ１）ｒ，０∈（ａ１）ｒ，故（ａ１，０，…，０）∈
（（ａ１，…，ａ１））ｒ，即存在 ｒ１ｉ∈Ｒ１（１≤ｉ≤ｎ），ｍ∈
!

，使得

（ａ１，０，…，０）＝（ａ１，…，ａ１）（ｒ１１，…，ｒ１ｎ）＋
　　ｍ（ａ１，…，ａ１），

即

ａ１＝ａ１ｒ１１＋ｍａ１，

０＝ａ１ｒ１２＋ｍａ１，

……

０＝ａ１ｒ１ｎ＋ｍａ１










。

这样

ａ１＝ａ１ｒ１１＋ｍａ１＝ａ１ｒ１１－ａ１ｒ１ｎ＝ａ１（ｒ１１－ｒ１ｎ），
ａ１∈Ｒ１．
因而，Ｒ１是右ｅ环。不失一般性，可得 Ｒｉ（１≤ｉ≤
ｎ）是右ｅ环。

推论２　对于环Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ），下列说法等价：
（１）Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）是左ｅ环；
（２）对于任意的环 Ｓ，Ｒ１×… ×Ｒｎ×Ｓ的每一

个左理想具有形式Ｉ＝Ｉ１×… ×Ｉｎ×Ｉｓ，其中，Ｉｓ为
Ｓ的左理想，Ｉｉ为Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）的左理想。

设Ｒ１，Ｒ２是两个环，且 Ｓ是 Ｒ１×Ｒ２的子环。
在不混淆的情况下，本文所讨论的环的加法单位

元均记为０。记
Ｓ１１＝｛ａ∈Ｒ１│（ａ，０）∈Ｓ｝，

Ｓ１２＝｛ａ∈Ｒ１│存在ｂ∈Ｒ２，使得（ａ，ｂ）∈Ｓ｝，
Ｓ２１＝｛ｂ∈Ｒ２│（０，ｂ）∈Ｓ｝，

Ｓ２２＝｛ｂ∈Ｒ２│存在ａ∈Ｒ１，使得（ａ，ｂ）∈Ｓ｝。
定理７［４］（环上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理）　设 Ｒ１，Ｒ２

为两个环，Ｓ是 Ｒ１×Ｒ２的子环，则 Ｓ和五元组
Ｑ１（Ｓ）：＝｛Ｓ１１，Ｓ１２，Ｓ２１，Ｓ２２，ｆ｝是双射对应的，其中，
Ｓｉ１，Ｓｉ２为Ｒｉ的子环，Ｓｉ１为 Ｓｉ２的理想，ｉ＝１，２，且映
射ｆ：Ｓ１２／Ｓ１１→Ｓ２２／Ｓ２１是同构映射。进一步地，

（１）Ｓ为 Ｒ１×Ｒ２的右理想（左理想，双边理
想）；

（２）Ｓｉ２ＲｉＳｉ１（ＲｉＳｉ２Ｓｉ１；Ｓｉ２ＲｉＳｉ１和 ＲｉＳｉ２

Ｓｉ１），ｉ＝１，２。
此外，（１）与（２）是相互等价的。
定理８（环上的Ｇｏｕｒｓａｔ引理的非对称版本）　

设Ｒ１，Ｒ２为两个环，Ｓ是Ｒ１×Ｒ２的子环，则Ｓ和四
元组Ｑ２（Ｓ）：＝｛Ｓ１２，Ｓ２１，Ｓ２２，ｆ１｝是双射对应的，其
中，Ｓ１２为Ｒ１的子环，Ｓ２１，Ｓ２２为Ｒ２的子环，且Ｓ２１为
Ｓ２２的理想，映射ｆ１：Ｓ１２"Ｓ２２／Ｓ２１是环的满同态。

证明　根据定理３，可得Ｓ１２为Ｒ１的子群，Ｓ２１，
Ｓ２２为Ｒ２的子群，并且 Ｓ２１为 Ｓ２２的正规子群，映射
ｆ１：Ｓ１２"Ｓ２２／Ｓ２１是群的满同态，因此，对于 Ｓ１２，Ｓ２１，
Ｓ２２，只需证明它们在乘法下封闭即可；对于映射 ｆ１
同样只需证明其保持乘法运算即可。对任意 ａ１，
ａ２∈Ｓ１２，存在ｂ１，ｂ２∈Ｒ２，使得（ａ１，ｂ１），（ａ２，ｂ２）∈
Ｓ。由于Ｓ是Ｒ１×Ｒ２的子环，故

（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２）＝（ａ１ａ２，ｂ１ｂ２）∈Ｓ，
其中，ｂ１ｂ２∈Ｒ２。这样，ａ１ａ２∈Ｓ１２。从而 Ｓ１２为 Ｒ１
的子环。同样可得，Ｓ２１，Ｓ２２为Ｒ２的子环。另外，对
任意ｂ∈Ｓ２２，存在ａ∈Ｒ１，使得（ａ，ｂ）∈Ｓ，且对任意
ｂ′∈Ｓ２１，（０，ｂ′）∈Ｓ，有

（ａ，ｂ）（０，ｂ′）＝（０，ｂｂ′）∈Ｓ，
这样ｂｂ′∈Ｓ２１，从而有 Ｓ２１为 Ｓ２２的理想。另一方
面，假设ｂ１，ｂ２∈Ｓ１２，由于映射ｆ１为群的满同态，则
存在 珋ｂ１，珋ｂ２∈Ｓ２２／Ｓ２１，使得ｆ１（ｂ１）＝珋ｂ１，ｆ１（ｂ２）＝珋ｂ２。
又ｂ１ｂ２∈Ｓ１２，根据商环的乘法运算，有

ｆ１（ｂ１ｂ２）＝ｂ１ｂ２＝珋ｂ１珋ｂ２＝ｆ１（ｂ１）ｆ１（ｂ２）。
从而，映射ｆ１：Ｓ１２"Ｓ２２／Ｓ２１是环的满同态。

定义４　设Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）是环，Ｓ为Ｒ１×…×Ｒｎ
的子环。令Ｅ｛１，２，…，ｎ｝＝ｎ，ｊ∈ｎ＼Ｅ，定义

Ｓ（ｊ│Ｅ）：＝｛ｘｊ∈Ｒｊ│存在 ｘｉ∈Ｒｉ，ｉ≠ｊ，１≤
ｉ≤ｎ，使得（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｎ）∈Ｓ，并且若 ｉ∈Ｅ，则
ｘｉ＝０｝。

另外，定义珔Ｓｊ：＝Ｓ（ｊ│），即
珔Ｓｊ：＝｛ｘｊ∈Ｒｊ│存在 ｘｉ∈Ｒｉ，ｉ≠ｊ，１≤ｉ≤ｎ，使

得（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｎ）∈Ｓ｝。
注３：为简便起见，一般忽略集合Ｅ中的括号，

如Ｓ（１│｛２，３｝）＝Ｓ（１│２，３）。实际上，当 ｎ＝２
时，对比定理８来看，有

Ｓ（１│）＝珔Ｓ１＝Ｓ１２，Ｓ（２│）＝珔Ｓ２＝Ｓ２２，Ｓ（２│
１）＝Ｓ２１。

推论３（环上的Ｇｏｕｒｓａｔ引理，ｎ≥２）　设Ｒｊ（１≤
ｊ≤ｎ）是环，Ｓ为Ｒ１×…×Ｒｎ的子环，则Ｓ和（３ｎ－
２）元组

０４
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Ｑｎ（Ｓ）：＝｛珔Ｓ１，珔Ｓ２，Ｓ（２│１），ｆ１，…，珔Ｓｎ，Ｓ（ｎ│１，
…，ｎ－１），ｆｎ－１｝
是双射对应的，其中，Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ），珔Ｓｉ＋１为
Ｒｉ＋１的子环，Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ）为珔Ｓｉ＋１的理想，并且
映射ｆｉ：Δｉ"珔Ｓｉ＋１／Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ）是环的满同态，
其中，Δｉ为Ｒ１×…×Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ－１）的子环，并且
Δｉ是递归定义的，即

Δ１：＝珔Ｓ１，

　Δｉ＋１：＝Γ（｛Δｉ，珔Ｓｉ＋１，Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ），ｆｉ｝）≤
（Ｒ１×…×Ｒｉ）×Ｒｉ＋１，

且

Γ（｛Δｉ，珔Ｓｉ＋１，Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ），ｆｉ｝）：＝ｑ
－１
ｉ （φｆｉ），

其中，ｑｉ：Δｉ×珔Ｓｉ＋１→Δｉ×（珔Ｓｉ＋１／Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ））
为自然满射，φｆｉΔｉ×（珔Ｓｉ＋１／Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ））为
ｆｉ的图。

根据引理１（文献［６］中定理３．２）的证明过

程，可知Δｉ＝∏ｉ
（Ｓ）（１≤ｉ≤ｎ－１），其中，映

射∏ｉ
：Ａ１×… ×Ａｎ"Ａ１×… ×Ａｉ。

例４　求
!２×!２×!２的所有子环。

（１）
!２的子环只有｛［０］｝，!２＝｛［０］，［１］｝，

同时它们也是
!２的理想。

（２）找出所有的商环 Ｈ／Ｔ，其中，Ｈ、Ｔ为
!２的

子环，Ｔ为Ｈ的理想，对其加法阶进行分类，从而
构造同构。根据环的加法阶有

（ａ）│Ｈ／Ｔ│＝１：｛［０］｝／｛［０］｝，!２／!２；
（ｂ）│Ｈ／Ｔ│＝２：!２／｛［０］｝。
（３）根据环上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，可得

!２×!２的
子环共有５个。

在（２）中（ａ）情形下，商环的阶均为１，所以共
有４个映射均为单位映射，从而只有４个同构，分
别为

ｆ１：｛［０］｝／｛［０］｝→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｆ２：｛［０］｝／｛［０］｝→!２／!２，
ｆ３：!２／!２→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｆ４：!２／!２→!２／!２。

这样共得到４个子环，分别为
Ｓ１１＝｛（ａ，ｂ）∈｛［０］｝×｛［０］｝" ｆ１（ａ＋

｛［０］｝）＝ｂ＋｛［０］｝｝＝｛［０］｝×｛［０］｝；
Ｓ１２＝｛（ａ，ｂ）∈｛［０］｝×!２"ｆ２（ａ＋｛［０］｝）＝

ｂ＋
!２｝＝｛［０］｝×!２；
Ｓ１３＝｛（ａ，ｂ）∈!２×｛［０］｝"ｆ３（ａ＋!２）＝ｂ＋

｛［０］｝｝＝
!２×｛［０］｝；

Ｓ１４＝｛（ａ，ｂ）∈!２×!２"ｆ４（ａ＋!２）＝ｂ＋!２｝＝
!２×!２。

在（２）中（ｂ）情形下，商群的阶均为 ２，映射
ｆ５：!２／｛［０］｝→!２／｛［０］｝，只能得出１个同构，从
而得出１个子环

Ｓ１５＝｛（ａ，ｂ）∈!２×!２"ｆ５（ａ＋｛［０］｝）＝ｂ＋
｛［０］｝｝＝｛（［０］，［０］），（［１］，［１］）｝。
这样，

!２×!２的子环有５个，分别为 Ｓ１１、Ｓ１２、Ｓ１３、
Ｓ１４和Ｓ１５。根据定理７可知，Ｓ１１、Ｓ１２、Ｓ１３、Ｓ１４为!２×
!２的理想，但Ｓ１５不是!２×!２的理想。

（４）找出所有的商环 Ｈ１／Ｔ１，其中，Ｈ１、Ｔ１为
!２×!２的子环，Ｔ１为Ｈ１的理想。对其加法阶数进
行分类，从而构造同构。环的加法阶有

（ａ）│Ｈ１／Ｔ１│ ＝１：Ｓ１１／Ｓ１１，Ｓ１２／Ｓ１２，Ｓ１３／Ｓ１３，
Ｓ１４／Ｓ１４，Ｓ１５／Ｓ１５；

（ｂ）│Ｈ１／Ｔ１│ ＝２：Ｓ１２／Ｓ１１，Ｓ１３／Ｓ１１，Ｓ１５／Ｓ１１，
Ｓ１４／Ｓ１２，Ｓ１４／Ｓ１３，

（ｃ）│Ｈ１／Ｔ１│＝４：Ｓ１４／Ｓ１１。
（５）根据环上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，可得

!２×!２×
!２的子环共有１５个。

在（４）中（ａ）情形下，商群的阶均为１，所以共
有１０个映射且均为单位映射，从而只有１０个同
构，分别为

ｇ１：Ｓ１１／Ｓ１１→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｇ２：Ｓ１２／Ｓ１２→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｇ３：Ｓ１３／Ｓ１３→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｇ４：Ｓ１４／Ｓ１４→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｇ５：Ｓ１５／Ｓ１５→｛［０］｝／｛［０］｝，
ｇ６：Ｓ１１／Ｓ１１→!２／!２，
ｇ７：Ｓ１２／Ｓ１２→!２／!２，
ｇ８：Ｓ１３／Ｓ１３→!２／!２，
ｇ９：Ｓ１４／Ｓ１４→!２／!２，
ｇ１０：Ｓ１５／Ｓ１５→!２／!２。

这样共得到１０个子环，分别为
Ｓ１，１＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１１×｛［０］｝" ｇ１（（ａ，ｂ）＋

Ｓ１１）＝ｃ＋｛［０］｝｝＝Ｓ１１×｛［０］｝；
Ｓ１，２＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１２×｛［０］｝" ｇ２（（ａ，ｂ）＋

Ｓ１２）＝ｃ＋｛［０］｝｝＝Ｓ１２×｛［０］｝；
Ｓ１，３＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１３×｛［０］｝" ｇ３（（ａ，ｂ）＋

Ｓ１３）＝ｃ＋｛［０］｝｝＝Ｓ１３×｛［０］｝；
Ｓ１，４＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１４×｛［０］｝" ｇ４（（ａ，ｂ）＋

１４
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Ｓ１４）＝ｃ＋｛［０］｝｝＝Ｓ１４×｛［０］｝；
Ｓ１，５＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１５×｛［０］｝" ｇ５（（ａ，ｂ）＋

Ｓ１５）＝ｃ＋｛［０］｝｝＝Ｓ１５×｛［０］｝；
Ｓ１，６＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１１×!２"ｇ６（（ａ，ｂ）＋Ｓ１１）＝

ｃ＋
!２｝＝Ｓ１１×!２；
Ｓ１，７＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１２×!２"ｇ７（（ａ，ｂ）＋Ｓ１２）＝

ｃ＋
!２｝＝Ｓ１２×!２；
Ｓ１，８＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１３×!２"ｇ８（（ａ，ｂ）＋Ｓ１３）＝

ｃ＋
!２｝＝Ｓ１３×!２；
Ｓ１，９＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１４×!２"ｇ９（（ａ，ｂ）＋Ｓ１４）＝

ｃ＋
!２｝＝Ｓ１４×!２；
Ｓ１，１０＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１５×!２" ｇ１０（（ａ，ｂ）＋

Ｓ１５）＝ｃ＋!２｝＝Ｓ１５×!２。
在（４）中条件（ｂ）下，商环的阶均为２，映射有

５个，分别为
珘ｇ１：Ｓ１２／Ｓ１１→!２／｛［０］｝，
珘ｇ２：Ｓ１３／Ｓ１１→!２／｛［０］｝，
珘ｇ３：Ｓ１５／Ｓ１１→!２／｛［０］｝，
珘ｇ４：Ｓ１４／Ｓ１２→!２／｛［０］｝，
珘ｇ５：Ｓ１４／Ｓ１３→!２／｛［０］｝。

根据同构的定义，这５个映射可以产生５个同构，
所以有５个子环，分别为

Ｓ１，１１＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１２×!２"珘ｇ１（（ａ，ｂ）＋Ｓ１１）＝
ｃ＋｛［０］｝｝＝｛（［０］，［０］，［０］），（［０］，［１］，
［１］）｝；

Ｓ１，１２＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１３×!２"珘ｇ２（（ａ，ｂ）＋Ｓ１１）＝
ｃ＋｛［０］｝｝＝｛（［０］，［０］，［０］），（［１］，［０］，
［１］）｝；

Ｓ１，１３＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１５×!２"珘ｇ３（（ａ，ｂ）＋Ｓ１１）＝
ｃ＋｛［０］｝｝＝｛（［０］，［０］，［０］），（［１］，［１］，
［１］）｝；

Ｓ１，１４＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１４×!２"珘ｇ４（（ａ，ｂ）＋Ｓ１２）＝
ｃ＋｛［０］｝｝＝｛（［０］，［０］，［０］），（［０］，［１］，
［０］），（［１］，［０］，［１］），（［１］，［１］，［１］）｝；

Ｓ１，１５＝｛（ａ，ｂ，ｃ）∈Ｓ１４×!２"珘ｇ５（（ａ，ｂ）＋Ｓ１３）＝
ｃ＋｛［０］｝｝＝｛（［０］，［０］，［０］），（［１］，［０］，
［０］），（［０］，［１］，［１］），（［１］，［１］，［１］）｝。

由于在（４）中条件（ｃ）下，商环的阶为４，没有
对应的商环同阶，无法构造出同构映射。

综上，根据环上的Ｇｏｕｒｓａｔ引理得出
!２×!２有

５个子环，
!２×!２×!２有１５个子环。

定义５［６］　对于推论３中一个子环Ｓ所对应的

（３ｎ－２）元组Ｑｎ（Ｓ）称为子环Ｓ的Ｇｏｕｒｓａｔ分解。
定理９（理想上的 Ｇｏｕｒｓａｔ引理，ｎ≥２）　设 Ｓ

为Ｒ１×… ×Ｒｎ的子环，且 Ｓ具有对应的 Ｇｏｕｒｓａｔ
分解

Ｑｎ（Ｓ）：＝｛珔Ｓ１，珔Ｓ２，Ｓ（２│１），ｆ１，…，珔Ｓｎ，Ｓ（ｎ│１，
…，ｎ－１），ｆｎ－１｝。
若Ｓ为Ｒ１×…×Ｒｎ的右理想（或左理想），则Ｓ（ｉ│
１，…，ｉ－１），珔Ｓｉ为 Ｒｉ的右理想（或左理想），且
珔ＳｉＲｉＳ（ｉ│１，…，ｉ－１）（或 Ｒｉ珔ＳｉＳ（ｉ│１，…，ｉ－
１））。

证明　根据定义可知，对任意ｓｉ∈Ｓ（ｉ│１，…，
ｉ－１），存在ａｊ∈Ｒｊ（ｉ＋１≤ｊ≤ｎ）使得（０，…，０，ｓｉ，
ａｉ＋１，…，ａｎ）∈Ｓ，且对任意ｒｉ∈Ｒｉ，有（０，…，ｒｉ，…，
０）∈Ｒ１×…×Ｒｎ。因为 Ｓ是 Ｒ１×… ×Ｒｎ的右理
想，所以

（０，…，０，ｓｉ，ａｉ＋１，…，ａｎ）（０，…，ｒｉ，…，０）＝
（０，…，０，ｓｉｒｉ，０，…，０）∈Ｓ，
这样ｓｉｒｉ∈Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－１），从而 Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－
１）为Ｒｉ的右理想。

另外，对任意 珋ｓｉ∈珔Ｓｉ，存在 ａｊ∈Ｒｊ，ｊ≠ｉ，使得
（ａ１，…，ａｉ－１，珋ｓｉ，ａｉ＋１，…，ａｎ）∈Ｓ，且对任意ｒｉ∈Ｒｉ，
有（０，…，ｒｉ，…，０）∈Ｒ１×…×Ｒｎ。由于 Ｓ是 Ｒ１×
…×Ｒｎ的右理想，故

（ａ１，…，ａｉ－１，珋ｓｉ，ａｉ＋１，…，ａｎ）（０，…，ｒｉ，…，０）＝
（０，…，０，珋ｓｉｒｉ，０，…，０）∈Ｓ，
这样珋ｓｉｒｉ∈珔Ｓｉ，从而珔Ｓｉ为Ｒｉ的右理想。

下证珔ＳｉＲｉＳ（ｉ│１，…，ｉ－１）。由于对任意珋ｓｉ∈
珔Ｓｉ，存在ｒｊ∈Ｒｊ，ｊ≠ｉ，使得（ｒ１，…，珋ｓｉ，…，ｒｎ）∈Ｓ。由
Ｓ是Ｒ１×… ×Ｒｎ的右理想可得，对任意 ｒ＝（ｒ１，
…，ｒｎ）∈Ｒ１×…×Ｒｎ，ｓ＝（ｓ１，…，ｓｎ）∈Ｓ，有ｓｒ∈Ｓ。
又因为对任意ｒｉ∈Ｒｉ，有（０，…，ｒｉ，…，０）∈Ｒ１×…
×Ｒｎ，从而
（ｒ１，…，珋ｓｉ，…，ｒｎ）（０，…，ｒｉ，…，０）＝（０，…，

珋ｓｉｒｉ，…，０）∈Ｓ，
这样，珋ｓｉｒｉ∈Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－１）。根据引理１可得，
Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－１），珔Ｓｉ为（Ｒｉ，＋）的加法子群，因而
Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－１）对加法封闭。从而，珔ＳｉＲｉＳ（ｉ│
１，…，ｉ－１）。

推论４　Ｒ１×…×Ｒｎ的子环 Ｓ可表示成形如
Ｓ１×…×Ｓｎ当且仅当

∏ｉ
（Ｓ）＝ｋｅｒ（ｆｉ）＝Ｓ１×…×Ｓｉ，珔Ｓｉ＋１＝Ｓ（ｉ＋

１│１，…，ｉ）＝Ｓｉ＋１，１≤ｉ≤ｎ－１，

２４
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其中，ｋｅｒ（ｆｉ），Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ）分别为∏ｉ
（Ｓ），

珔Ｓｉ＋１的理想，ｆｉ：∏ｉ
（Ｓ）

"

珔Ｓｉ＋１／Ｓ（ｉ＋１│１，…，ｉ）。

例５　运用定理９和推论４证明引理３。
证明　由定理９得，对于 Ｒ１×… ×Ｒｎ的任意

一个右理想 Ｓ，有 珔ＳｉＲｉＳ（ｉ│１，…，ｉ－１）。由
Ｒｉ（１≤ｉ≤ｎ）为含幺环得珔Ｓｉ珔ＳｉＲｉ，又因为

珔ＳｉＲｉＳ（ｉ│１，…，ｉ－１）珔Ｓｉ，
故珔ＳｉＲｉ＝Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－１），从而珔ＳｉＳ（ｉ│１，…，
ｉ－１）。因此珔Ｓｉ＝Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－１）。

另外，由于映射ｆｉ∶Δｉ＝∏ｉ
（Ｓ）

"

珔Ｓｉ＋１／Ｓ（ｉ＋

１│１，…，ｉ）是环的满同态，并且珔Ｓｉ＝Ｓ（ｉ│１，…，ｉ－

１），因而映射珓ｆｉ∶∏ｉ
（Ｓ）／ｋｅｒ（ｆｉ）→珔Ｓｉ＋１／Ｓ（ｉ＋１│１，

…，ｉ）为平凡同构。这样∏ｉ
（Ｓ）＝ｋｅｒ（ｆｉ）（１≤ｉ≤

ｎ－１）。由推论４得，Ｒ１×…×Ｒｎ的每一个右理想
Ｓ都有形式 Ｉ１×…×Ｉｎ，其中，Ｉｊ（１≤ｊ≤ｎ）为Ｒｊ的
右理想。

例６　运用定理９和推论４证明定理６中的

（１）（２）。
证明　对于任意的环Ｔ１，由定理９得，对Ｔ１×

Ｒ２×…×Ｒｎ的任意一个右理想 Ｓ，有珔ＳｊＲｊＳ（ｊ│
１，…，ｊ－１）（２≤ｊ≤ｎ）。因为Ｒｊ为右 ｅ环，故珔Ｓｊ
珔ＳｊＲｊ。
又因为

珔ＳｊＲｊＳ（ｊ│１，…，ｊ－１）珔Ｓｊ，
故珔ＳｊＲｊ＝Ｓ（ｊ│１，…，ｊ－１），从而 珔ＳｊＳ（ｊ│１，…，
ｊ－１）。这样

珔Ｓｊ＝Ｓ（ｊ│１，…，ｊ－１）（２≤ｊ≤ｎ）。

另外，因为ｆ１∶∏１
（Ｓ）＝珔Ｓ１"珔Ｓ２／Ｓ（２│１）为满同

态，其中，珔Ｓ１为Ｔ１的子环，并且珔Ｓ２＝Ｓ（２│１），所以
珓ｆ１∶珔Ｓ１／ｋｅｒ（ｆ１）→珔Ｓ２／Ｓ（２│１）为平凡同构，从而

∏１
（Ｓ）＝ｋｅｒ（ｆ１）。以此类推可得，∏ｉ

（Ｓ）＝

ｋｅｒ（ｆｉ）（１≤ｉ≤ｎ－１）。根据推论４得，Ｔ１×Ｒ２×
…×Ｒｎ的每一个右理想Ｓ都有形式 Ｉｔ×Ｉ２×… ×
Ｉｎ，其中，Ｉｔ为Ｔ１的右理想，Ｉｊ（２≤ｊ≤ｎ）为Ｒｊ的右
理想。
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