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半群作用的传递紧
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（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章主要研究了半群作用的动力系统中的传递紧以及它与其他传递性之间的关联。主要结果如下：

①当Ｓ是一个交换半群时，若（Ｓ，Ｘ）是弱混合，则（Ｓ，Ｘ）是传递紧；②若（Ｓ，Ｘ）是弹性的，则（Ｓ，Ｘ）是完全传

递的；③当Ｓ是一个交换半群时，ｎ传递（ｎ≥２）、弱混合和弹性是等价的。
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　　拓扑传递（ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｔｒａｎｓｉｔｉｖｅ），亦称拓扑可
迁，是动力系统中的一个重要概念，也是一类常

见的动力性质。为了更好地研究经典拓扑传递的

动力系统中的 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ点的动力性质，Ｈｕａｎｇ
等［１］引入新的传递属性的概念———传递紧。

弹性作用这一概念偶尔也会出现在一些文献

中，但它通常没有一个单独的名称来表示，因为它

与流和单一映射的弱混合相一致，因此，为了更好

地研究一般半群作用的拓扑动力系统中的弹性作

用，Ｃａｉｒｎｓ等［２］首次引入“弹性”一词。

弱混合和弹性是拓扑动力系统中的较强的回

复性。在经典动力系统中，强混合蕴含ｎ传递，ｎ
传递蕴含弱混合和弹性。对于一个交换的群作用

的动力系统而言，ｎ传递、弱混合和弹性是等价
的［２］。但是在一般群（半群）作用的动力系统中，

它们是不一样的，见文献［２］中的例３～例５。
在这些学者们研究的基础上，本文主要研究

半群作用的动力系统中传递紧以及它与弱混合、

弹性之间的联系。

１　预备知识

设Ｘ是一个紧致的度量拓扑空间，Ｓ是一个
离散的拓扑作用半群。如果 π：Ｓ×Ｘ→Ｘ，（ｓ，ｘ）
!

ｓｘ是一个连续映射（作用），且对任意的 ｘ∈Ｘ，
ｔ，ｓ∈Ｓ，ｔ（ｓｘ）＝（ｔｓ）ｘ，则称三元组（Ｓ，Ｘ，π）为一



　第６期 杨　霄等：半群作用的传递紧 　　　

个半群作用的拓扑动力系统（或简称为一个动力

系统，或一个系统），记为（Ｓ，Ｘ）。特别地，如果
Ｓ含有单位元ｅ，还要求对任意ｘ∈Ｘ，有ｅｘ＝ｘ。

如果Ｓ＝｛Ｔｎ：ｎ＝０，１，…｝且 Ｔ：Ｘ→Ｘ是一个
连续映射，则称（Ｓ，Ｘ）为一个经典动力系统。如
果（Ｓ，Ｘ１），（Ｓ，Ｘ２），…，（Ｓ，Ｘｎ）是 ｎ个动力系统，
则它们的乘积系统（Ｓ，Ｘ１×Ｘ２×…×Ｘｎ）定义为对
任意的ｓ∈Ｓ，任意的（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｘ１×Ｘ２×…
×Ｘｎ，有ｓ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝（ｓｘ１，ｓｘ２，…，ｓｘｎ）。
称Ｓ是一个交换半群，如果对任意的 ａ，ｂ∈

Ｓ，有ａｂ＝ｂａ。称半群Ｓ满足左消去律，如果对任
意的ａ，ｂ，ｃ∈Ｓ，有ａｂ＝ａｃ蕴含ｂ＝ｃ。

本文假定 Ｘ和 Ｓ都是无限集。用
% ＋表示所

有非负整数组成的集合，
$

＝
% ＋＼｛０｝。

设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，ｘ０∈Ｘ，Ｕ，ＶＸ。
记Ｎ（ｘ０，Ｕ）＝｛ｓ∈Ｓ：ｓｘ０∈Ｕ｝，Ｎ（Ｕ，Ｖ）＝｛ｓ∈Ｓ：
ｓＵ∩Ｖ≠｝，Ｓｘ＝｛ｓｘ：ｓ∈Ｓ｝。

设ＡＸ，记 珔Ａ是 Ａ的闭包；记 Ａ°是 Ａ的内
部；记Ａ的直径为

ｄｉａｍ（Ａ）＝ｓｕｐ｛ｄ（ｘ，ｙ）：ｘ，ｙ∈Ａ｝。
假设α是Ｘ的一个开覆盖，定义α的直径为
ｄｉａｍ（α）＝ｓｕｐ｛ｄｉａｍ（Ａ）：Ａ∈α｝。

定义１　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统。
（１）称ＰＳ是 ｓｙｎｄｅｔｉｃ集，如果存在一个有

限集ＦＳ，满足 Ｓ＝"ｆ∈Ｆｆ
－１Ｐ，而 ｆ－１Ｐ＝｛ｓ∈Ｓ：

ｆｓ∈Ｐ｝；
（２）称ＰＳ是 ｇｓｙｎｄｅｔｉｃ集，如果存在一个

有限集ＦＳ，满足 Ｓ＝"ｆ∈ＦｆＰ，而 ｆＰ＝｛ｆｐ：ｐ∈
Ｐ｝；

（３）称 ＰＳ是 ｔｈｉｃｋ集，如果对任意有限集
ＦＳ，都存在ｓ∈Ｓ，满足ＰＦｓ。

定义２　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统。
（１）称（Ｓ，Ｘ）是点传递的，如果存在点 ｘ０∈

Ｘ，使得Ｓｘ０＝Ｘ。这时，也称ｘ０是（Ｓ，Ｘ）的一个传
递点，用Ｔｒａｎｓ（Ｓ，Ｘ）表示（Ｓ，Ｘ）所有传递点组成
的集合；

（２）称ＡＸ是不变集，如果对所有的 ｓ∈Ｓ，
都有ＳＡＡ；

（３）称ＡＸ是强不变集，如果对所有的 ｓ∈
Ｓ，都有ｓＡ＝Ａ；

（４）称ＭＸ是极小集，如果对所有的ｘ∈Ｍ，

都有Ｓｘ＝Ｍ，其中，Ｍ中的点ｘ称为极小点；
（５）称（Ｓ，Ｘ）是一个 Ｍ系统，如果它是传递

系统并且极小点集Ｍ在Ｘ中稠密。
定义３　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统。
（１）称（Ｓ，Ｘ）是拓扑传递的，如果对 Ｘ中的

任意两个非空开集Ｕ，Ｖ，Ｎ（Ｕ，Ｖ）是非空的；
（２）称（Ｓ，Ｘ）是拓扑弱混合的，如果乘积系统

（Ｓ，Ｘ×Ｘ）是拓扑传递的。即对 Ｘ中的任意非空
开集 Ｕ１，Ｕ２，Ｖ１，Ｖ２，存在一个 ｓ∈Ｓ，使得（Ｕ１×
Ｕ２）∩（ｓ×ｓ）

－１（Ｖ１×Ｖ２）≠；
（３）称（Ｓ，Ｘ）是拓扑 ｎ传递的，如果（Ｓ，Ｘｎ）

是拓扑传递的。即
#

ｎ
ｉ＝１Ｎ（Ｕｉ，Ｖｉ）＝Ｎ（Ｕ１×Ｕ２×…

×Ｕｎ，Ｖ１×Ｖ２×…×Ｖｎ）≠；
（４）称（Ｓ，Ｘ）是弹性的，如果对任意的 ｎ∈$

和Ｘ中的任意有限开集Ｕ，Ｖ１，…，Ｖｎ，满足

#

ｎ
ｉ＝１Ｎ（Ｕ，Ｖｉ）≠；

（５）称（Ｓ，Ｘ）是完全传递的，如果（Ｓ，Ｘ）是传
递的且对Ｓ中任意的ｓｙｎｄｅｔｉｃ子半群Ｈ，（Ｈ，Ｘ）是
拓扑传递的；

定义４　设 Ｓ是一个非空集合，记
'

＝
'

（Ｓ）
是Ｓ所有子集组成的集族。称

('

是一个 Ｆｕｒｓｔ
ｅｎｂｅｒｇ族，如果

(

具有向上遗传性。即若Ｆ１Ｆ２，
且Ｆ１∈(

，则Ｆ２∈(

。给定一个族
(

，它的对偶族

定义为｛Ｆ∈'

；Ｆ∩Ｆ′≠对所有的Ｆ′∈(

｝，记为

ｋ
(

。

定义５［１］　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统。令
(

是

一个族，ｘ∈Ｘ，相对于族(

的点 ｘ的 ω－极限集，
定义为

#Ｆ∈Ｆ(ｘ＝｛ｚ∈Ｘ：对 ｚ的每一个邻域 Ｕ，有
Ｎ（ｘ，Ｕ）∈ｋ(｝，

记为ω
(

（ｘ）。
记

)

是Ｓ中所有无限子集组成的族。特别地，
点ｘ的ω－极限集为

ω（ｘ）＝#Ｆ∈ｋＢ(ｘ＝｛ｚ∈Ｘ：对 ｚ的每一个邻域
Ｕ，有Ｎ（ｘ，Ｕ）∈)

｝。

定义６［１］　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，记
"

是

包含Ｎ（Ｕ，Ｖ）的Ｓ的所有子集组成的集族，其中，
Ｕ，Ｖ是Ｘ中的任意两个非空开集。称（Ｓ，Ｘ）是一
个传递紧的动力系统，如果对任意的 ｘ∈Ｘ，
ω

"

（ｘ）是非空集合。换句话说，对任意的 ｘ∈Ｘ，
存在点ｚ∈Ｘ，使得对点ｚ的任意开邻域Ｇｚ和Ｘ中

７８
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的任意非空开集Ｕ，Ｖ，都有Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠
。

定义７　设 Ｓ是一个非空集合，称 Ｓ的一个
非空子集族

(

是一个滤子，如果它满足：

（１）(

；

（２）如果Ｆ１∈(

且Ｆ１Ｆ２，则Ｆ２∈(

；

（３）对任意的Ｆ１，Ｆ２∈(

，有Ｆ１∩Ｆ２∈(

。

定义８　设Ｓ是一个非空集合，
(

是Ｓ的一个
滤子。一个集族

*(

称为 Ｆ的一个滤子基，如
果

*(

且对每一个Ｂ∈(

，存在一个Ａ∈*

，使得

ＡＢ。

２　传递紧与拓扑传递

引理１［６］　如果（Ｓ，Ｘ）是一个传递紧的动力
系统，则Ｘ没有孤立点。

证明　假设（Ｓ，Ｘ）有一个孤立点ｘ，设Ｕ为点
ｘ的开邻域并且Ｕ∩｛ｘ｝＝｛ｘ｝，由于（Ｓ，Ｘ）是传递
紧，故存在ｚ∈ω

"

（ｘ）。
（１）若 ｚ≠ｘ。取 ｚ的开邻域 Ｖ，使得 Ｕ∩Ｖ＝

，于是存在 ｓ∈Ｎ（ｘ，Ｖ）∩Ｎ（Ｕ，Ｕ），故 ｓｘ∈Ｖ，
ｓｘ∈Ｕ，矛盾；

（２）若ｚ＝ｘ。取Ｘ中的一个非空开邻域Ｖ，使
得Ｕ∩Ｖ＝，于是存在 ｓ∈Ｎ（ｘ，Ｕ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ），
故ｓｘ∈Ｕ，ｓｘ∈Ｖ，矛盾。

引理２　设（Ｓ，Ｘ）是一个传递紧的动力系统
且ｘ∈Ｘ。对ｙ的任意开邻域Ｇｙ，对Ｘ中的任意非
空开集Ｕ，Ｖ，则 Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ）是一个无限
集。

证明　假设存在 Ｘ中非空开集 Ｕ，Ｖ，存在点
ｙ∈ω

"

（ｘ）和ｙ的一个开邻域Ｇｙ，使得Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩
Ｎ（Ｕ，Ｖ）是一个有限集。不妨设Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩Ｎ（Ｕ，
Ｖ）＝｛ｓ１，…，ｓｋ｝。因为非单点集空间 Ｘ没有孤立
点，所以可以构造非空开集Ｕ１Ｕ，且Ｕ１足够小，

使得Ｖ１＝Ｖ＼"
ｋ
ｉ＝１ｓｉＵ１，故Ｖ１是Ｘ中的一个非空开

集。因此，

Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）Ｎ（Ｕ，Ｖ），Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）＝，
这矛盾于ｙ∈ω

"

（ｘ）。
命题１　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，Ｓ中每一

个元素都是Ｘ到Ｘ的满射，考虑下列条件：
（１）（Ｓ，Ｘ）是传递紧的；

（２）（Ｓ，Ｘ）是拓扑传递的且对任意的点ｘ∈Ｘ，
存在点ｚ∈Ｘ，使得对ｚ的任意开邻域Ｇｚ和Ｘ中的
任意开集Ｗ，对任意的ｓ∈Ｓ，有

Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｗ，ｓ
－１Ｗ）≠，

则（１）（２）。如果 Ｓ是一个交换半群，则（２）
（１）。

证明　（１）（２）。显然成立。
（２）（１）。假设存在 Ｘ中非空开集 Ｕ，Ｖ，由

于（Ｓ，Ｘ）是拓扑传递的，故存在 ｔ∈Ｓ，使得 Ｖ∩
ｔ－１Ｕ≠。令 Ｗ＝Ｖ∩ｔ－１Ｕ。取定 ｘ∈Ｘ，则存在
ｚ∈Ｘ，使得对 ｚ的任意开邻域 Ｇｚ，对 Ｘ中的非空
开集Ｗ，有

Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｗ，ｔ
－１Ｗ）≠。

取ｓ∈Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｗ，ｔ
－１Ｗ），则 ｓｘ∈Ｇｚ，ｓ∈

Ｎ（Ｗ，ｔ－１Ｗ）。那么
Ｗ∩ｓ－１ｔ－１Ｗ＝Ｗ∩（ｔｓ）－１Ｗ≠，

即（（ｔｓ）Ｗ）∩Ｗ≠，所以有
（（ｔｓ）Ｗ）∩Ｗ＝ｔｓ（Ｖ∩ｔ－１Ｕ）∩Ｖ∩ｔ－１Ｕ

ｔｓ（ｔ－１Ｕ）∩Ｖ＝ｓｔ（ｔ－１Ｕ）∩ＶｓＵ∩Ｖ，即 ｓ∈Ｎ（Ｕ，
Ｖ），故Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠，则（Ｓ，Ｘ）是传递
紧的。

引理３　设（Ｓ，Ｘ）是一个传递紧的动力系统，
其中，Ｓ中每一个元素都是 Ｘ到 Ｘ的满射。对任
意的ｘ∈Ｘ，则ω

"

（ｘ）是Ｘ中的一个不变闭子集。
证明　易知ω

"

（ｘ）是Ｘ中的一个闭子集。设
ｙ∈ω

"

（ｘ），ｔ∈Ｓ。下证：ｔｙ∈ω
"

（ｘ）。

令Ｇｔｙ是ｔｙ的一个开邻域，则 ｔ
－１Ｇｔｙ是 ｙ的一

个开邻域。设Ｕ，Ｖ是Ｘ中任意非空开集。由于 ｙ
∈ω

"

（ｘ），故可取ｓ∈Ｎ（ｘ，ｔ－１Ｇｔｙ）∩Ｎ（Ｕ，ｔ
－１Ｖ）≠

。由 ｓ∈Ｎ（ｘ，ｔ－１Ｇｔｙ），可得 ｓｘ∈ｔ
－１Ｇｔｙ，则

ｔｓｘ∈Ｇｔｙ。由ｓ∈Ｎ（Ｕ，ｔ
－１Ｖ），可得 Ｕ∩ｓ－１ｔ－１Ｖ≠

，即ｔｓ∈Ｎ（Ｕ，Ｖ），所以 ｔｓ∈Ｎ（ｘ，Ｇｔｙ）∩Ｎ（Ｕ，
Ｖ）≠，故ｔｙ∈ω

"

（ｘ）。

引理４［３］　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，考虑下
列条件：

（１）（Ｓ，Ｘ）是拓扑传递；
（２）对每一个非空开集ＵＸ，Ｓ－１Ｕ＝"ｓ∈Ｓｓ

－１Ｕ
稠密；

（３）如果非空开集 Ｕ满足：对任意的 ｓ∈Ｓ，
有ｓ－１ＵＵ，则Ｕ是稠密的；

８８
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（４）如果Ｅ是Ｘ的一个不变闭子集，则Ｅ＝Ｘ
或 珔Ｅ°＝。

则（１）（２）（３）（４）。如果存在 ｓ∈Ｓ，
使得ｓ：Ｘ→Ｘ为满射，则（４）（１）。

引理５　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，Ｓ
满足左消去律。对任意的 ｘ∈Ｘ，则 ω（ｘ）是 Ｘ中
一个不变闭子集。

证明　显然看到 ω（ｘ）是一个闭集。令 ｙ∈
ω（ｘ）和ｔ∈Ｓ，接下来证明：ｔｙ∈ω（ｘ）。令 Ｕ为 ｔｙ
的一个开邻域，则ｔ－１Ｕ为 ｙ的一个开邻域。因为
Ｎ（ｘ，Ｕ）ｔＮ（Ｘ，ｔ－１Ｕ）和 Ｎ（ｘ，ｔ－１Ｕ）是无限集，
则Ｎ（ｘ，Ｕ）是无限集，因此，ｔｙ∈ω（ｘ）。

推论１　设（Ｓ，Ｘ）是一个传递紧的动力系统，
Ｓ中每一个元素都是 Ｘ到 Ｘ的满射，那么以下条
件成立：

（１）要么ω
"

（ｘ）＝Ｘ，要么ω
"

（ｘ）°＝；
（２）如果ｘ是极小点且Ｍ是包含ｘ的极小集，

则ω
"

（ｘ）＝Ｍ。特别地，如果 Ｓ满足左消去律，
那么ω

"

（ｘ）＝ω（ｘ）＝Ｍ。
证明　（１）因为（Ｓ，Ｘ）是一个传递紧的动力

系统，所以（Ｓ，Ｘ）是拓扑传递的。由引理３可知，
ω

"

（ｘ）是 Ｘ中的一个不变闭子集。由引理 ４可

知，要么ω
"

（ｘ）＝Ｘ，要么ω
"

（ｘ）°＝。
（２）事实上有ω

"

（ｘ）ω（ｘ）Ｍ。由Ｍ的极
小性，有ω

"

（ｘ）＝Ｍ。如果Ｓ满足左消去律，那么
ω

"

（ｘ）ω（ｘ）Ｍ。由 Ｍ的极小性，有 ω
"

（ｘ）＝
ω（ｘ）＝Ｍ。

３　传递紧与弱混合

引理６［４］　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，
Ｓ是一个交换半群，那么（Ｓ，Ｘ）是弱混合当且仅当
*

＝｛Ｎ（Ｕ，Ｖ）：Ｕ和Ｖ是Ｘ中的开子集｝是Ｓ中的
滤子基。

引理７［３］　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，
Ｓ是一个交换半群。考虑如下条件：

（１）（Ｓ，Ｘ）是弱混合；
（２）对Ｘ中任意非空开集Ｕ，Ｖ，有Ｎ（Ｕ，Ｕ）∩

Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠；
（３）对Ｘ中任意非空开集Ｕ，Ｖ，有Ｎ（Ｕ，Ｕ）∩

Ｎ（Ｖ，Ｕ）≠；

（４）｛Ｎ（Ｕ，Ｖ）：Ｕ，Ｖ是 Ｘ中的非空开集｝是 Ｓ
中的一个滤子基。

那么（１）（４），（１）（２）（３）。如果每个
ｓ∈Ｓ都是Ｘ到Ｘ的满射，那么（３）（１）。

引理８［３］　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中Ｓ
是一个交换半群，Ｓ中每一个元素都是 Ｘ到 Ｘ的
满射。考虑如下条件：

（１）（Ｓ，Ｘ）是弱混合；
（２）（Ｓ，Ｘ）是ｔｈｉｃｋｌｙ传递。
那么（１）（２）。如果 Ｓ是幺半群，那么（２）

（１）。
命题２［６］　设（Ｓ，Ｘ）是一个弱混合的动力系

统，其中，Ｓ是一个交换半群，Ｓ中每一个元素都是
Ｘ到Ｘ的满射。如果存在 ｘ∈Ｘ和 Ｘ中的一个紧
子集Ｗ，使得Ｎ（ｘ，Ｗ）是 ｓｙｎｄｅｔｉｃ集，则 ω

"

（ｘ）∩
Ｗ≠。

证明　假设ω
"

（ｘ）∩Ｗ＝。那么对每一个
ｙ∈Ｗ，存在ｙ的非空开邻域 Ｇｙ和 Ｘ中的非空开
集Ｕｙ，Ｖｙ，使得Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩Ｎ（Ｕｙ，Ｖｙ）＝。由于
Ｗ是紧致的，故可取 ｙ１，…，ｙｋ，使得｛Ｇｙ１，…，Ｇｙｋ｝
覆盖Ｗ。由于（Ｓ，Ｘ）是弱混合的，故设 Ｕｙ１，Ｖｙ１是
Ｘ中的开集。由引理 ８可知

#

ｋ
ｉ＝１Ｎ（Ｕｙｉ，Ｖｙｉ）是

ｔｈｉｃｋ集。又由于 Ｎ（ｘ，Ｗ）是 ｓｙｎｄｅｔｉｃ集，故存在
ｓ∈#

ｋ
ｉ＝１Ｎ（Ｕｙｉ，Ｖｙｉ）∩Ｎ（ｘ，Ｗ），则 ｓｘ∈Ｗ。那么存

在１＜ｊ＜ｋ，使得 ｓｘ∈Ｇｙｊ。所以 ｓ∈Ｎ（ｘ，Ｇｙｊ）∩
Ｎ（Ｕｙｊ，Ｖｙｊ），故与假设矛盾。

命题３　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，Ｓ
是一个交换半群且Ｘ是紧致的。如果（Ｓ，Ｘ）是弱
混合的，那么（Ｓ，Ｘ）是传递紧的。

证明　假设存在 ｘ∈Ｘ，使得 ω
"

（ｘ）＝，那
么对每一个ｙ∈Ｘ，存在ｙ的非空开邻域Ｇｙ和Ｘ中
的非空开集 Ｕｙ，Ｖｙ，使得 Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩Ｎ（Ｕｙ，Ｖｙ）＝
。由于 Ｘ是紧致的，故可取 ｙ１，…，ｙｋ，使得
｛Ｇｙ１，…，Ｇｙｋ｝覆盖Ｘ。由于（Ｓ，Ｘ）是弱混合的，根
据引理６，可以找到

ｓ∈#

ｋ
ｉ＝１Ｎ（Ｕｙｉ，Ｖｙｉ）≠，

那么存在 １≤ｊ≤ｋ，使得 ｓｘ∈Ｇｙｊ，这就说明 ｓ∈
Ｎ（ｘ，Ｇｙｊ）∩Ｎ（Ｕｙｊ，Ｖｙｊ），矛盾。

４　弹性与完全传递

命题４　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，Ｘ

９８
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是紧致的。如果对所有的ｎ≥２，（Ｓ，Ｘ）是 ｎ传递
的，那么（Ｓ，Ｘ）是传递紧的。

证明　假设存在 ｘ∈Ｘ，使得 ω
"

（ｘ）＝，那
么对每一个ｙ∈Ｘ，存在 ｙ的非空开邻域 Ｇｙ和 Ｘ
中的非空开集 Ｕｙ，Ｖｙ，使得 Ｎ（ｘ，Ｇｙ）∩Ｎ（Ｕｙ，Ｖｙ）
＝。由于 Ｘ是紧致的，故可取 ｙ１，…，ｙｋ，使得
｛Ｇｙ１，…，Ｇｙｋ｝覆盖Ｘ。因为对所有的ｎ≥２，有（Ｓ，
Ｘ）是ｎ传递的，所以可以找到

ｓ∈#

ｋ
ｉ＝１Ｎ（Ｕｙｉ，Ｖｙｉ）≠，

那么存在 １≤ｊ≤ｋ，使得 ｓｘ∈Ｇｙｊ，这就说明 ｓ∈
Ｎ（ｘ，Ｇｙｊ）∩Ｎ（Ｕｙｊ，Ｖｙｊ），矛盾。

命题５　设（Ｇ，Ｘ）是一个弱混合的动力系统，
其中，Ｇ是一个交换群，Ｘ是一个紧致的度量空
间。如果ｘ∈Ｘ，则ω

"

（ｘ）是强不变的。
证明　由命题 ３易知，ω

"

（ｘ）≠。设 ｙ∈
ω

"

（ｘ）和ｇ∈Ｇ，下证存在ｚ∈ω
"

（ｘ），使得ｇｚ＝ｙ。
对每一个ｋ∈Ｎ，找到一个有限开覆盖+ｋ覆盖Ｘ且

ｄｉａｍ（
+ｋ）＜

１
ｋ和 ｙ的一个开邻域 Ｗｋ，并且

ｄｉａｍ（Ｗｋ）＜
１
ｋ。因为（Ｇ，Ｘ）是弱混合并且 Ｇ是

交换的，由引理６可得，所以存在 Ｘ中的非空开
集Ｕ１，Ｖ１，使得

Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）#Ｕ，Ｖ∈+１
Ｎ（Ｕ，Ｖ）。

由于ｙ∈ω
"

（ｘ），所以可取
ｇ１∈Ｎ（ｘ，Ｗ１）∩Ｎ（ｇ

－１Ｕ１，Ｖ１）。
现假设ｇ１，ｇ２，…，ｇｍ两两不等和构造 Ｘ中的非空
开集Ｕ１，Ｖ１，…，Ｕｍ，Ｖｍ，其中，ｍ∈$

。可以从 Ｘ中
找到非空开集Ｕｍ＋１，Ｖｍ＋１，使得

Ｎ（Ｕｍ＋１，Ｖｍ＋１）#Ｕ，Ｖ∈+ｍ＋１
Ｎ（Ｕ，Ｖ）∩

　　
#

ｍ
ｉ＝１Ｎ（Ｕｉ，Ｖｉ）。

由于ｙ∈ω
"

（ｘ），故可以选出ｇｍ＋１∈Ｎ（ｘ，Ｗｍ＋１）∩
Ｎ（ｇ－１Ｕｍ＋１，Ｖｍ＋１），而 ｇｍ＋１｛ｇ１，ｇ２，…，ｇｍ｝。现
假设ｌｉｍｉ→∞ ｇ

－１ｇｉｘ＝ｚ∈Ｘ。由于 ｇｉｘ∈Ｗｉ，故
ｌｉｍｉ→∞ｇｉｘ＝ｙ，所以ｌｉｍｉ→∞ｇ

－１ｇｉｘ＝ｇ
－１ｙ，于是ｇ－１ｙ＝

ｚ，则ｇｚ＝ｙ。
下证ｚ∈ω

"

（ｘ）。令Ｇｚ是点ｚ的一个开邻域，
Ｕ′，Ｖ′∈+ｌ是 Ｘ中的非空开集。取充分大的 ｌ，使
得Ｕ′ｌＵ′，Ｖ′ｌＶ′，且 Ｕ′ｌ，Ｖ′ｌ∈+ｌ。现假设 ｌ充分
大，使得ｇ－１ｇｌ∈Ｎ（ｘ，Ｇｚ）。此外，

ｇｌ∈Ｎ（ｇ
－１Ｕｌ，Ｖｌ），

故ｇ－１ｇｌ∈Ｎ（Ｕｌ，Ｖｌ）Ｎ（Ｕ′ｌ，Ｖ′ｌ）Ｎ（Ｕ′，Ｖ′），所
以Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｕ′，Ｖ′）≠，故ｚ∈ω

"

（ｘ）。
命题６　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统。考虑以

下条件：

（１）（Ｓ，Ｘ）是弱混合；
（２）存在Ｘ中的稠密子集 Ｘ′，对任意的 ｘ∈

Ｘ′，有ｘ∈ω
"

（ｘ）；
（３）存在Ｘ中的稠密 Ｇδ子集 Ｘ″，对任意的 ｘ

∈Ｘ″，有ω
"

（ｘ）＝Ｘ；
（４）存在ｘ０∈Ｘ，使得ω

"

（ｘ）＝Ｘ；
那么有：

（ａ）（３）（２）和（３）（４）；
（ｂ）如果Ｓ是交换半群并且 Ｓ中每一个元素

都是Ｘ到Ｘ的满射，那么（２）（１）；
（ｃ）如果Ｓ是一个群，那么（４）（１）；
（ｄ）如果 Ｓ是交换半群，Ｓ中每一个元素都

是Ｘ到 Ｘ的满射，并且 Ｘ有一个可数基，那么
（１）（３）。

证明　（ａ）（３）（２）和（３）（４）是显然的。
（ｂ）如果Ｓ是一个交换半群并且 Ｓ中每一个

元素都是Ｘ到Ｘ的满射，证明（２）（１）。令Ｕ，Ｖ
是Ｘ中的非空开集。根据Ｘ′的稠密性，可以取点
ｘ∈Ｕ∩Ｘ′。因为 ｘ∈ω

"

（ｘ），所以 Ｎ（ｘ，Ｕ）∩
Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠，故

Ｎ（Ｕ，Ｕ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠。
由引理７和Ｕ，Ｖ的任意性可得，（Ｓ，Ｘ）是弱混合。

（ｃ）如果 Ｓ是一个群，证明（４）（１）。令
Ｕ１，Ｕ２，Ｖ１，Ｖ２是Ｘ中的非空开集，取 ｙ１∈Ｕ１，ｙ２∈
Ｖ１。注意到 ω

"

（ｘ０）＝Ｘ，ｙ１∈ω
"

（ｘ０），故存在
ｓ０∈Ｓ，使得ｓ０ｘ０∈Ｕ１。另外，根据 ｙ２∈ω

"

（ｘ０）和
引理２，可以选择

ｓ∈Ｎ（ｘ０，Ｖ１）∩Ｎ（ｓ
－１
０ Ｕ２，Ｖ２），

其中，ｓ≠ｓ０。特别地，ｓｓ
－１
０ ∈Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）∩Ｎ（Ｕ２，

Ｖ２）。由于Ｕ１，Ｕ２，Ｖ１，Ｖ２的任意性，故（Ｓ，Ｘ）是弱
混合。

（ｄ）假设Ｘ有一个可数基，证明（１）（３）。
令（Ｓ，Ｘ）是弱混合，根据文献［５］中的命题３２，
Ｔｒａｎｓ（Ｓ，Ｘ×Ｘ）是 Ｘ×Ｘ中稠密的 Ｇδ子集。对每
一点（ｘ，ｙ）∈Ｔｒａｎｓ（Ｓ，Ｘ×Ｘ），都有 ω

"

（ｘ）＝Ｘ。
令 Ｇ，Ｕ，Ｖ是 Ｘ中的非空开集，显然 ｙ∈Ｔｒａｎｓ（Ｓ，
Ｘ）。因此，存在ｓ０∈Ｓ，使得 ｓ０ｙ∈Ｕ。偶对（ｘ，ｙ）

０９
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是拓扑传递点，所以存在 ｓ∈Ｎ（ｘ，Ｇ）∩Ｎ（ｙ，
ｓ－１０ Ｖ）≠。ｓｓ０ｙ∈Ｖ和 ｓ０ｙ∈Ｕ，所以 ｓｘ∈Ｇ和
ｓＵ∩Ｖ≠。因此，对 Ｘ中的任意非空开集 Ｇ，Ｕ，
Ｖ，有ｓ∈Ｎ（ｘ，Ｇ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠，故ω

"

（ｘ）＝Ｘ。

推论２［６］　设（Ｓ，Ｘ）是一个 Ｍ系统，其中，Ｓ
是一个交换半群，Ｓ中每一个元素都是 Ｘ到 Ｘ的
满射。如果对任意的极小点 ｘ∈Ｘ，有 ω

"

（ｘ）≠
，那么（Ｓ，Ｘ）是弱混合的。特别地，每一个传
递紧的Ｍ系统都是弱混合的。

命题７　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，Ｓ
中每一个元素都是Ｘ到Ｘ的满射。如果（Ｓ，Ｘ）是
弹性的，那么（Ｓ，Ｘ）是完全传递。

证明　因为（Ｓ，Ｘ）是弹性的，所以（Ｓ，Ｘ）是
拓扑传递。令Ｈ是Ｓ的一个ｓｙｎｄｅｔｉｃ子半群，那么
存在Ｓ中有限集Ｆ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，使得Ｆ

－１Ｈ＝
Ｓ。令Ｕ，Ｖ是Ｘ中的非空开集，（Ｓ，Ｘ）是弹性的，
所以存在ｓ∈Ｓ，使得对每一个ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，有
ｓＵ∩ａｉ

－１Ｖ≠。

由于Ｆ－１Ｈ＝Ｓ，故存在ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，使得
ａｊｓ∈Ｈ。那么有≠ａｊ（ｓＵ∩ａ

－１
ｊ Ｖ）ａｊｓＵ∩ａｊａ

－１
ｊ Ｖ

ａｊｓＵ∩Ｖ，故（Ｈ，Ｘ）是拓扑传递。所以（Ｓ，Ｘ）是完
全传递。

命题８　设（Ｓ，Ｘ）是一个弱混合动力系统，其
中，Ｓ是一个交换半群，Ｘ是一个度量空间。如果
Ｓ中每一个元素都是 Ｘ到 Ｘ的满射，那么对任意
的ｘ∈Ｘ，存在有限集Ｆ，使得

ω
"

（ｘ）＝
"ａ∈Ｆω"

（ａｘ，Ｈ），
其中，Ｈ是Ｓ的一个 ｇｓｙｎｄｅｔｉｃ子半群。在（Ｈ，Ｘ）
中，ω

"

（ａｘ，Ｈ）是点ａｘ的ω
"

极限集。

证明　因为 Ｈ是 Ｓ是一个 ｇｓｙｎｄｅｔｉｃ子群，
那么存在 Ｓ中有限子集 Ｆ，使得 ＦＨ＝Ｓ。令 ｚ∈
ω

"

（ｘ）和Ｕ，Ｖ是Ｘ中的非空开集。对每一个 ｋ∈
$

，令Ｇｋ是以ｚ为中心且半径为１／ｋ的开球。因
为（Ｓ，Ｘ）是弱混合，则存在 Ｘ中非空开集 Ｕ１，Ｖ１，

使得Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）#ｓ∈ＦＮ（ｓ
－１Ｕ，Ｖ）。对任意的ｋ∈

$

，ｚ∈ω
"

（ｘ），有Ｎ（ｘ，Ｇｋ）∩Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）≠。对
每一个ｋ∈$

，取ｓｋ∈Ｎ（ｘ，Ｇｋ）∩Ｎ（Ｕ１，Ｖ１），使得
｛ｓｋ∶ｋ∈$

｝是无限集。对所有 ｉ∈$

，可以找到

｛ｓｋ∶ｋ∈$

｝中的无限集 ｛ｓｋｉ∶ｉ∈$

｝，ａ∈Ｆ和 Ｈ中
一个子集｛ｈｋｉ：ｋｉ∈$

｝使得 ａｈｋｉ＝ｓｋｉ。那么对每一

个 ｉ∈$

，有 ｈｋｉａｘ＝ｓｋｉｘ∈Ｇｋｉ。这就蕴含 ｈｋｉ∈
Ｎ（ａｘ，Ｇｋｉ）。因为

ａｈｋｉ＝ｓｋｉ∈Ｎ（Ｕ１，Ｖ１）#ｓ∈ＦＮ（ｓ
－１Ｕ，Ｖ），

有ａｈｋｉ∈Ｎ（ａ
－１Ｕ，Ｖ），这就蕴含ｈｋｉ∈Ｎ（Ｕ，Ｖ）。因

此，ｈｋｉ∈Ｎ（ａｘ，Ｇｋｉ）∩Ｎ（Ｕ，Ｖ），故ｚ∈ω"

（ａｘ，Ｈ）。
推论３　设级联（Ｘ，Ｔ）是经典的动力系统，

其中，Ｘ是一个度量空间，Ｔ是 Ｘ到 Ｘ的一个满
射。令ｎ∈$

，则对动力系统（Ｘ，Ｔｎ）而言，若（Ｘ，
Ｔ）是弱混合的，那么对任意 ｘ∈Ｘ，有 ω

"

（ｘ）＝

"

ｎ－１
ｉ＝０ω

"

（Ｔｉｘ，Ｔｎ），其中，ω
"

（Ｔｉｘ，Ｔｎ）是点 Ｔｉｘ的
ω

"

极限集。

证明　令 Ｈ＝｛ｎｋ∶ｋ∈$

｝，令 Ｆ∈｛０，１，…，
ｎ－１｝，那么Ｆ＋Ｈ＝

% ＋。根据命题８，结论成立。
命题９　设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，其中，Ｓ

是一个交换半群，则 ｎ传递（ｎ≥２），弱混合和弹
性是等价的。

证明　仅需要证明：弱混合ｎ传递；弹性
弱混合。

下面证明：弱混合ｎ传递。考虑非空开集
Ｕｉ，Ｖｉ，ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，因为（Ｓ，Ｘ）是弱混合，所
以存在ｓ１∈Ｓ，使得

Ｕ２∩ｓ
－１
１ Ｕ１≠和Ｖ２∩ｓ

－１
１ Ｖ１≠。

存在ｓ２∈Ｓ，使得 Ｕ３∩ｓ２
－１（Ｕ２∩ｓ

－１
１ Ｕ１）≠和

Ｖ３∩ｓ
－１
２ （Ｖ２∩ｓ

－１
１ Ｖ１）≠。

重复上面的步骤到ｎ。令Ｕ＝Ｕｎ∩ｓ
－１
ｎ－１（Ｕｎ－１）

∩…∩（ｓ１ｓ２…ｓｎ－１）
－１（Ｕ１）≠，

Ｖ＝Ｖｎ∩ｓ
－１
ｎ－１（Ｖｎ－１）∩…（ｓ１ｓ２…ｓｎ－１）

－１（Ｖ１）≠
。存在 ｓ∈Ｓ，使得 Ｕ∩ｓ－１Ｖ≠，那么 Ｕｎ∩
ｓ－１Ｖｎ≠。对所有 ｉ∈｛１，２，…，ｎ－１｝，有（ｓｉ…
ｓｎ－１）

－１（Ｕｉ）∩ｓ
－１（ｓｉ…ｓｎ－１）

－１（Ｖｉ）＝（ｓｉ…ｓｎ－１）
－１

（Ｕｉ∩ｓ
－１Ｖｉ）≠。所以，（Ｓ，Ｘ）是ｎ传递。

下面证明：弹性弱混合。考虑非空开集
Ｕ１，Ｕ２，Ｖ１，Ｖ２，因为（Ｓ，Ｘ）是弹性的，所以存在ｓ１∈
Ｓ，使得

Ｕ１∩ｓ
－１
１ Ｕ２≠和Ｕ１∩ｓ

－１
１ Ｖ２≠。

存在ｓ２∈Ｓ，使得Ｕ１∩ｓ
－１
１ Ｕ２∩ｓ

－１
２ Ｖ１≠和

Ｕ１∩ｓ
－１
１ Ｕ２∩ｓ

－１
２ （Ｕ１∩ｓ

－１
１ Ｖ２）≠。

那么Ｕ１∩ｓ
－１
２ Ｖ１≠，

ｓ－１１ Ｕ２∩ｓ
－１
２ ｓ

－１
１ Ｖ２＝ｓ

－１
１ （Ｕ２∩ｓ

－１
２ Ｖ２）≠。

故Ｕ２∩ｓ
－１
２ Ｖ２≠，所以（Ｓ，Ｘ）是弱混合。

１９
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５　结　语

本文主要研究了半群作用的动力系统中的传

递紧以及它与其他传递性之间的关联。在第２节
中，证明了以下结论：设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，
其中，Ｓ是一个交换半群，Ｓ中每一个元素都是 Ｘ
到Ｘ的满射。则（Ｓ，Ｘ）是传递紧当且仅当（Ｓ，Ｘ）
是拓扑传递的且对任意的ｘ∈Ｘ，存在点ｚ∈Ｘ，使
得对ｚ任意的开邻域 Ｇｚ和 Ｘ中的开集 Ｗ，对任意

的ｓ∈Ｓ，有Ｎ（ｘ，Ｇｚ）∩Ｎ（Ｗ，ｓ
－１Ｗ）≠。

在第３节中，证明了下面的结论：设（Ｓ，Ｘ）
是一个动力系统，其中，Ｓ是一个交换半群。如果
（Ｓ，Ｘ）是弱混合的，那么（Ｓ，Ｘ）是传递紧的。

在第４节中，证明了：设（Ｓ，Ｘ）是一个动力
系统，其中，Ｓ中的每一个元素都是 Ｘ到 Ｘ的满
射。如果（Ｓ，Ｘ）是弹性的，那么（Ｓ，Ｘ）是完全传
递。并且，还证明了：设（Ｓ，Ｘ）是一个动力系统，
其中，Ｓ是一个交换半群，则 ｎ传递（ｎ≥２），弱混
合和弹性是等价的。
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