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一类 Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分微分方程不可数
个有界正解的存在性

罗志敏，钟满田
（江门职业技术学院 人文教育学院，广东 江门　５２９０００）

摘　要：文章讨论了一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分微分方程解的存在性，运用Ｂａｎａｃｈ空间中不动点方法，得到两个定理
给出方程存在不可数个有界正解的充分条件，拓展了一些已有结果。最后举例说明结论的可行性。
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０　引言

诸多领域如物理、生物和社会学中的很多问

题可以归结为非线性中立型积分或微分方程数学

模型，通过对模型解的振动性、稳定性、（概）周期

性以及极限环等方面的讨论，从而对现实问题进

行决策与预测。学者们为此做了大量工作，并得

到了很多优秀成果［１－１０］。对于这些方面的讨论，

解的存在性是首要问题，该方面的文献主要聚焦

于解存在或不存在条件，但对于不可数个解存在

条件的研究并不多见。文献［７］讨论如下非线性
中立型方程：

［ｘ（ｔ）－ａ（ｔ）ｘ（ｔ－
"

）］′＝ｐ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ－σ）），ｔ≥ｔ０，
不可数个有界正解的存在性。受其启发，本文研

究形式更为广泛的Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分微分方程：
［ｘ（ｔ）－ｐ（ｔ）ｘ（δ（ｔ））］′＝

　∫
ｔ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓ，ｔ≥ｔ０。 （１）

文献［４，６，９］等运用了非紧性测度、压缩映射原理
及Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ谱配置等方法研究了积分方程模型
存在解的充分条件。本文则运用 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不
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动点定理，不仅给出了方程（１）存在有界正解的充
分条件（定理１），更进一步给出了存在不可数个
有界正解的充分条件（定理２），拓展了一些已有
的相关结论。

引理１［１０］（Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不动点定理）　设 Ｃ
是Ｂａｎａｃｈ空间，Ｘ是Ｃ上的有界闭凸子集。给定
两个映射Ｆ，Ｕ：Ｘ→Ｃ，满足：

（１）对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，有Ｆｘ＋Ｕｙ∈Ｘ；
（２）Ｆ是Ｘ上的压缩映射；
（３）Ｕ是全连续算子；

则Ｆ＋Ｕ在Ｘ上存在不动点。

１　主要结论

为得到本文的结论，假设方程（１）满足如下
条件：

（Ｈ１）ｔ０≤δ（ｔ），σ（ｔ），γ（ｔ）≤ｔ，ｐ∈Ｃ（［ｔ０，
∞），（０，∞）），ｑ∈（Ｒ×［ｔ０，ｔ］，（０，∞））；

（Ｈ２）ｆ∈Ｃ（Ｒ，Ｒ），当ｘ＞０时，ｆ是非减函数，
且ｆ（ｘ）＞０；

（Ｈ３）存在有上界函数 ｖ和有下界函数 ｕ，ｕ，
ｖ∈Ｃ１（［ｔ０，∞），（０，∞））；同时存在常数 !

＞０，
Ｋ２＞Ｋ１≥０，ｔ１≥ｔ０＋ｍ（ｍ＞０），使得

ｕ（ｔ）≤ｖ（ｔ），ｔ≥ｔ０，
ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）≥ｕ（ｔ）－ｕ（ｔ１），ｔ０≤ｔ≤ｔ１， （２）

ｐ（ｔ）≥ １
ｕ（δ（ｔ (））

ｕ（ｔ）－Ｋ１＋

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｖ（σ（ｓ）））ｄｓｄ )ｒ，ｔ≥ｔ１，

（３）

ｐ（ｔ）≤ １
ｖ（δ（ｔ (））

ｖ（ｔ）－Ｋ２＋

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｕ（σ（ｓ）））ｄｓｄ )ｒ ≤

!

＜１，ｔ≥ｔ１。 （４）
定理１　若方程（１）满足条件（Ｈ１）、（Ｈ２）和

（Ｈ３），则方程（１）存在有界正解。
证明　给定［ｔ０，∞）上的全体连续函数集合

Ｃ（［ｔ０，∞），（０，∞）），对任意 ｘ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，∞），
（０，∞）），定义Ｃ（［ｔ０，∞），（０，∞）））上的范数为
ｘ＝ｓｕｐｔ≥ｔ０ ｘ（ｔ）。易验证Ｃ（［ｔ０，∞），（０，∞））
为Ｂａｎａｃｈ空间。在空间 Ｃ（［ｔ０，∞），（０，∞））中，

构造如下有界闭凸子集：

Ｘ＝｛ｘ＝ｘ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，∞），（０，∞））：
ｕ（ｔ）≤ｘ（ｔ）≤ｖ（ｔ），ｔ≥ｔ０｝。

取Ｋ∈［Ｋ１，Ｋ２］，定义两个映射 Ｆ，Ｕ：Ｘ→Ｃ（［ｔ０，
∞），（０，∞）），使得：

（Ｆｘ）（ｔ）＝
Ｋ＋ｐ（ｔ）ｘ（δ（ｔ））， ｔ≥ｔ１，

（Ｆｘ）（ｔ１）， ｔ０≤ｔ≤ｔ１{ ，

（５）
（Ｕｘ）（ｔ）＝

－∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ， ｔ≥ｔ１，

（Ｕｘ）（ｔ１）＋ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）， ｔ０≤ｔ≤ｔ１
{

。

（６）
以下证明Ｆ，Ｕ满足引理１条件：
（ｉ）任取ｘ，ｙ∈Ｘ，当ｔ≥ｔ１时，结合式（４）有

（Ｆｘ）（ｔ）＋（Ｕｙ）（ｔ）＝Ｋ＋ｐ（ｔ）ｘ（δ（ｔ））－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ≤

Ｋ＋ｐ（ｔ）ｖ（δ（ｔ））－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｕ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ≤

Ｋ＋ｖ（ｔ）－Ｋ２≤ｖ（ｔ）。
当ｔ０≤ｔ≤ｔ１时，由式（２）有
（Ｆｘ）（ｔ）＋（Ｕｙ）（ｔ）＝（Ｆｘ）（ｔ１）＋

（Ｕｙ）（ｔ１）＋ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）≤
ｖ（ｔ１）＋ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）＝ｖ（ｔ）。

另一方面，当ｔ≥ｔ１时，结合式（３）有
（Ｆｘ）（ｔ）＋（Ｕｙ）（ｔ）＝Ｋ＋ｐ（ｔ）ｘ（δ（ｔ））－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ≥

Ｋ＋ｐ（ｔ）ｕ（δ（ｔ））－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｖ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ≥

Ｋ＋ｕ（ｔ）－Ｋ１≥ｕ（ｔ）。 （７）
当ｔ０≤ｔ≤ｔ１时，由式（２）有
（Ｆｘ）（ｔ）＋（Ｕｙ）（ｔ）＝（Ｆｘ）（ｔ１）＋

（Ｕｙ）（ｔ１）＋ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）≥
ｕ（ｔ１）＋ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）≥ｕ（ｔ）。

由以上可得，对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，当 ｔ∈［ｔ０，∞）
时，有Ｆｘ＋Ｕｙ∈Ｘ。

（ｉｉ）Ｆ是 Ｘ上的压缩映射。任取 ｘ，ｙ∈Ｘ，当
ｔ≥ｔ１时，

（Ｆｘ）（ｔ）－（Ｆｙ）（ｔ） ＝

３８
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　 ｐ（ｔ） ｘ（δ（ｔ））－ｙ（δ（ｔ））≤! ｘ－ｙ。
即 Ｆｘ－Ｆｙ≤ !

ｘ－ｙ。当 ｔ０≤ ｔ≤ ｔ１ 时，
（Ｆｘ）（ｔ）－（Ｆｙ）（ｔ） ＝ （Ｆｘ）（ｔ１）－（Ｆｙ）（ｔ１）≤

!

ｘ－ｙ也是明显成立的。因此，可以推出 Ｆ是 Ｘ
上的压缩映射。

（ｉｉｉ）Ｕ是全连续算子。首先证明 Ｕ是连续
的，取函数序列｛ｘｎ（ｔ）｝ｎ∈Ｎ，ｘｎ（ｔ）∈Ｘ，当 ｎ→∞
时，ｘｎ（ｔ）→ｘ（ｔ）。由于 Ｘ是闭集，则 ｘ＝ｘ（ｔ）∈
Ｘ。当ｔ≥ｔ１时有
（Ｕｘｎ）（ｔ）－（Ｕｘ）（ｔ） ＝

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））［ｆ（ｘｎ（σ（ｓ）））－

ｆ（ｘ（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ ≤

∫
∞

ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ）） ｆ（ｘｎ（σ（ｓ）））－

ｆ（ｘ（σ（ｓ））） ｄｓｄｒ。
因为Ｆｘ＋Ｕｙ∈Ｘ，故Ｆｘ＋Ｕｙ有界，由式（７）可知

∫
∞

ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｖ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ＜∞，（８）

即∫
∞

ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｖ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ收敛。另外，

由ｆ的连续性可得：
ｆ（ｘｎ（σ（ｓ）））－ｆ（ｘ（σ（ｓ）））→０（ｎ→∞），

由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理，可以得到：
ｌｉｍ
ｎ→∞

（Ｕｘｎ）（ｔ）－（Ｕｘ）（ｔ） ＝０，

故Ｕ是连续的。
接下来验证ＵＸ是相对紧的。由 Ｕ的连续性

及Ｘ的定义易知ＵＸ一致有界，根据ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ
定理，仅需证明Ｕ等度连续。

对任意的ｘ∈Ｘ和 ε＞０，取充分大的 ｔ２≥ｔ１，
由式（８）有

∫
∞

ｔ２
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｖ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ＜ε２，

因此，对任意的Ｔ２＞Ｔ１≥ｔ２有
（Ｕｘ）（Ｔ２）－（Ｕｘ）（Ｔ１） ＝

　 ∫
∞

Ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ－

　∫
∞

Ｔ２
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ≤

　∫
∞

Ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ＋

　∫
∞

Ｔ２
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ＜

　 ε
２＋

ε
２ ＝ε。

任取Ｔ１，Ｔ２∈［ｔ１，ｔ２］，且Ｔ１＜Ｔ２，有
（Ｕｘ）（Ｔ２）－（Ｕｘ）（Ｔ１）≤

　∫
Ｔ２

Ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ≤

　 ｓｕｐ
ｔ１≤ｒ≤ｔ２

｛∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓ｝（Ｔ２－Ｔ１），

取 δ１ ＝
ε
Ｍ， 这 里 Ｍ ＝ ｓｕｐ

ｔ１≤ｒ≤ｔ２
｛∫

ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，

γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓ｝（Ｔ２－Ｔ１），当０＜Ｔ２－Ｔ１＜
δ１时，于是有

（Ｕｘ）（Ｔ２）－（Ｕｘ）（Ｔ１） ＜ε。
最后，考查任取Ｔ１，Ｔ２∈［ｔ０，ｔ１］，且Ｔ１＜Ｔ２，取δ２＝

ε
ｓｕｐ
ｔ０≤ｒ≤ｔ２

｛ｖ′（ｓ）｝，当０＜Ｔ２－Ｔ１＜δ２时有

（Ｕｘ）（Ｔ２）－（Ｕｘ）（Ｔ１） ＝

　 ｖ（Ｔ１）－ｖ（Ｔ２） ＝ ∫
Ｔ２

Ｔ１
ｖ′（ｓ）ｄｓ≤

　 ｓｕｐ
ｔ０≤ｒ≤ｔ２

｛ｖ′（ｓ）｝（Ｔ２－Ｔ１）＜ε。

Ｕ的等度连续性得到证明，由 ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理
可知ＵＸ是相对紧的，因此，算子Ｕ是全连续的。

综合以上讨论，由引理１可知，存在ｘ∈Ｘ，有
Ｆｘ ＋Ｕｘ ＝ｘ，故ｘ ＝ｘ（ｔ）即为方程（１）的正解。

定理２　若方程（１）满足条件（Ｈ１）、（Ｈ２）和
（Ｈ３），则方程存在不可数个正解，且介于ｕ，ｖ之间。

证明　任取Ｋ∈［Ｋ１，Ｋ２］，且 Ｋ≠Ｋ，将式
（５）中的Ｋ替换为 Ｋ，相应得到两个映射 Ｆ和
Ｕ，由定理１可知，存在 ｘ１＝ｘ１（ｔ）∈Ｘ和 ｘ２＝
ｘ２（ｔ）∈Ｘ，满足Ｆｘ１＋Ｕｘ１＝ｘ１，Ｆｘ２＋Ｕｘ２＝ｘ２，
即ｘ１＝ｘ１（ｔ）和ｘ２＝ｘ２（ｔ）为方程（１）的有界正解。
由于区间［Ｋ１，Ｋ２］是不可数集，要证明方程（１）存
在不可数个正解，仅需证明当Ｋ≠Ｋ时，ｘ１≠ｘ２。

事实上，当ｔ＞ｔ１时有
ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ） ＝

Ｋ＋ｐ（ｔ）ｘ１（δ（ｔ））－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ－

Ｋ －ｐ（ｔ）ｘ２（δ（ｔ））＋

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ ＝

Ｋ－Ｋ ＋ｐ（ｔ）［ｘ１（δ（ｔ））－ｘ２（δ（ｔ））］－

４８
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∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））［ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））－

ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ ≥

Ｋ－Ｋ －ｐ（ｔ）ｘ１（δ（ｔ））－ｘ２（δ（ｔ））－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））［ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））－

ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ≥ Ｋ－Ｋ －ｐ（ｔ）ｘ１－ｘ２－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））［ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））－

ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ ≥ Ｋ－Ｋ －!ｘ１－ｘ２－

∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））［ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））＋

ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ，
由此不等式进一步可以得到：

（１＋
!

）ｘ１－ｘ２≥ Ｋ－Ｋ －

　∫
∞

ｔ∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））［ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））＋

　ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ。

因为∫
∞

ｔ１
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓｄｒ收敛，

则存在ｔ２＞ｔ１有

　　∫
∞

ｔ２
∫
ｒ

ｔ０
ｑ（ｒ，γ（ｓ））［ｆ（ｘ１（σ（ｓ）））＋

　　ｆ（ｘ２（σ（ｓ）））］ｄｓｄｒ＜ Ｋ－Ｋ ，
则当ｔ≥ｔ２＞ｔ１有ｘ１≠ｘ２。因此，方程（１）存在不可
数个正解，且介于ｕ，ｖ之间。

２　结论应用

例：考查下列Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分微分方程：
［ｘ（ｔ）－ｐ（ｔ）ｘ（δ（ｔ））］′＝

　∫
ｔ

ｔ０
ｑ（ｔ，γ（ｓ））ｆ（ｘ（σ（ｓ）））ｄｓ，ｔ≥ｔ０。 （９）

这里ｔ０＝１，ｔ１＝４，δ（ｔ）＝γ（ｔ）＝σ（ｔ）＝ｔ－１，
ｑ（ｔ，ｓ）＝ｅ－ｔ－ｓ，ｆ（ｘ（ｔ））＝ｘ２（ｔ）。接着取 ｕ（ｔ）＝
ｅ－ｔ，ｖ（ｔ）＝ｅｔ＋２ｅ－ｔ，ｔ≥１。验证方程（９）满足条
件（Ｈ１）、（Ｈ２）和（Ｈ３）。显然

ｕ（ｔ）≤ｖ（ｔ），ｔ≥１，
ｖ（ｔ）－ｖ（ｔ１）≥ｕ（ｔ）－ｕ（ｔ１），１≤ｔ≤４。

进一步取常数Ｋ１＝１，Ｋ２＝ｅ－１。当ｔ≥４时，有
　ｅ－１（１－ｅｔ＋ｅ３＋６ｅ３－ｔ＋４ｅ３－２ｔ）≤ｐ（ｔ）≤

ｅ－１＋ ｅ３－４ｔ

３（１＋３ｅ－ｔ）
， （１０）

因不等式（１０）左边小于０，故不等式（１０）成立是
必然的。于是方程（９）有不可数个有界正解。
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