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可满足性问题的精确算法和计算复杂性
陈建二，杨　伟

（广州大学 计算机科学与网络工程学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：可满足性（ＳＡＴ）问题是计算机科学中最重要的理论研究和实际应用问题之一。文章从标准计算复杂
性理论的角度论述ＳＡＴ问题的精确算法和计算复杂性，主要论述算法的发展，分析算法（最坏情况）的复杂度，
并探讨ＳＡＴ问题的复杂度上限。对一些具有意义的算法结果进行了解释和分析，并讨论了算法的重要性，同时
还介绍了近几年的相关研究进展。

关键词：可满足性；ＳＡＴ算法；ＮＰ完全性；精确算法；计算复杂性理论
中图分类号：ＴＰ３０１　　　文献标志码：Ａ

Ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｂｌｅｍ：Ｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

ＣＨＥＮＪｉａｎｅｒ，ＹＡＮＧＷｅｉ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＣｙｂｅｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＧｕａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ（ＳＡＴ）ｐｒｏｂｌｅｍｉｓａｍｏｎｇｔｈｅｍｏｓｔｉｍｐｏｒｔａｎｔｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｃｏｍｐｕｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ，
ｆｏｒｂｏｔｈｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｅａｒｃｈａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｉｎｔｈｉｓｓｕｒｖｅｙ，ｗｅｓｔｕｄｙｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄ
ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅＳＡＴｐｒｏｂｌｅｍｆｒｏｍｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ．Ｗｅｗｉｌｌｆｏｃｕｓｏｎ
ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｔｈａｔｄｅｖｅｌｏｐｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎａｌｙｚｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｗｏｒｓｔｃａｓｅ）ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ａｎｄｓｔｕｄｉｅｓｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｂｏｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅＳＡＴｐｒｏｂｌｅｍ．Ｗｅｗｉｌｌｒｅｖｉｅｗｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓａｎｄｓｏｍｅ
ｏｆｔｈｅｍｏｓｔｆａｍｏｕｓｍｉｌｅｓｔｏｎｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｔｈｅＳＡＴｐｒｏｂｌｅｍ，ｇｉｖｅｉｎｔｕｉｔｉｖｅｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｓａｎｄｄｅｔａｉｌｅｄ
ｆｏｒｍａｌａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｔｈｅｓｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓａｎｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｉｒｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ．Ｗｅｗｉｌｌａｌｓｏｄｅ
ｓｃｒｉｂｅｔｈｅｍｏｓｔｒｅｃｅｎｔａｄｖａｎｃｅｓｉｎｔｈｅｐａｓｔｃｏｕｐｌｅｏｆｙｅａｒｓ，ａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｆｕｒｔｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｉｎ
ｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆＳＡＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｉｓｓｕｅｓｏｆｔｈｅＳＡＴｐｒｏｂｌｅｍ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ；ＳＡＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ；ＮＰｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓ；ｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｔｈｅｏｒｙ

　　可满足性问题是计算机科学中最重要且十分著名
的问题之一。在理论计算机科学的研究中，可满足性问

题是第一个 ＮＰ（ＮｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ，ＮＰ）完全
问题［１］，在计算困难问题的研究中起着重要作用［２］。

实践中可满足性问题是解决很多应用领域问题的基础，

包括人工智能［３］、模型检查［４］、自动推理［５］、计算机辅

助设计［６］、数据库［７］、机器人学［８］、调度［９］、电路设

计［１０］、计算机体系结构设计［１１］和计算机网络［１２］等。

布尔变量是只能采用布尔值 １（ＴＲＵＥ）或 ０
（ＦＡＬＳＥ）的变量。布尔函数是布尔变量上输出布尔值
的函数，仅使用逻辑运算 ∧ （ＡＮＤ）、∨ （ＯＲ）和
（ＮＯＴ）。对布尔函数 Ｆ赋值是给 Ｆ中的每个变量赋
一个确定的０或１的布尔值，如果Ｆ在赋值集合π下输
出１，则π满足Ｆ，称布尔函数Ｆ是可满足的；否则 Ｆ是
不可满足的。

文字是布尔变量ｘ或 ｘ的否定 珋ｘ，子句 Ｃ是文字的
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析取，Ｃ＝ｘ１∨ｘ２∨…∨ｘｋ，其中，ｘｋ表示文字。当增加
新的文字ｘ到子句Ｃ上时，可以得到一个新的子句Ｃ′＝
ｘ∨ｘ１∨…∨ｘｋ，也可以直接写成 Ｃ′＝ｘ∨Ｃ。ＣＮＦ公式
Ｆ是一个合取范式的布尔函数，Ｆ＝Ｃ１∧Ｃ２∧…∧Ｃｍ，其
中，Ｃｍ表示子句，同样也可以在ＣＮＦ公式中添加或删除
一个子句来得到新的 ＣＮＦ公式。每个布尔函数都可以
写成合取范式［２］。可满足性问题定义如下：

可满足性（ＳＡＴ）：给定 ＣＮＦ公式 Ｆ，确定 Ｆ是否可
满足。

ＳＡＴ是ＮＰ完全问题，除非有Ｐ＝ＮＰ，否则ＳＡＴ问题
在多项式时间内不能有效求解，Ｐ＝ＮＰ在计算机科学和
数学领域共识中是不成立的。

本文从标准计算复杂性理论的角度论述了 ＳＡＴ问
题的精确算法和计算复杂性。精确算法指的是对每个

输入实例输出正确解的算法，并且根据输入实例的参数

对其（最坏情况）运行时间有一个已证明的上界。这与

启发式算法是一致的，启发式算法的正确性可能不会被

正式验证而且其运行时间上限也可能不会被指定。文

章重点论述了 ＳＡＴ问题的算法发展，算法（最坏情况）
复杂性分析和复杂度上界；对一些著名的有意义的算法

结果进行解释和分析，并讨论它们的意义；介绍了最近

几年相关领域的研究进展；最后简要分析了已经在许多

领域取得成功应用的启发式算法在 ＳＡＴ问题中的应用
情况。

１　基础概念和相关技术

设ＣＮＦ公式Ｆ＝Ｃ１∧Ｃ２∧…∧Ｃｍ为ＳＡＴ问题的一

个实例，Ｃｍ表示子句。以下情况可以进行预处理：
（１）如果一个子句 Ｃｉ包含空文字，那么 Ｃｉ不可能

被满足。对于这样的实例Ｆ，直接输出ＮＯ；
（２）如果一个子句 Ｃｉ只包含一个文字 ｘ（单位子

句），为了满足Ｆ，必须令ｘ＝１来满足Ｃｉ；
（３）如果公式Ｆ包含文字ｘ且不包含珋ｘ，那么可以令

ｘ＝１来满足Ｆ中包含ｘ的子句，而且不影响Ｆ中其他子
句的满足性；

（４）如果一个子句 Ｃｉ同时包含一个变量 ｘ和它的
否定 珋ｘ，那么Ｃｉ总是可满足的。可以忽略子句 Ｃｉ（不需
要确定ｘ的值）。

编写一个简单的算法可以处理上述情况。预处理

完成之后，ＣＮＦ公式就是明确的。下面的研究放在明确
的ＳＡＴ问题实例上。

ＳＡＴ算法的发展有两种基本技术：消解和分支搜
索。这两种技术已经被证明在ＳＡＴ算法分析、计算复杂
性以及在ＳＡＴ问题的算法开发中有着重要作用。
１．１　消解

消解技术是由 Ｄａｖｉｓ等［１３］提出的，设 Ｃ１＝ｘ∨Ｃ′１、

Ｃ２＝珋ｘ∨Ｃ′２为两个子句，分别包含一个变量 ｘ和它的否
定 珋ｘ，其中，Ｃ′１和 Ｃ′２是子句。变量 ｘ上 Ｃ１和 Ｃ２的消解
子句为Ｃ′１∨Ｃ′２。其中，子句Ｃ′１和Ｃ′２可能有共同的文字，
那么就需要删除 Ｃ′１∨Ｃ′２中的重复文字。Ｆ为 ＣＮＦ公
式，Ｆ在变量 ｘ上的消解也是 ＣＮＦ公式，该公式通过删
除Ｆ中包含ｘ和 珋ｘ的所有子句，并将Ｆ中所有子句的消
解子句添加到变量ｘ上获得。具体如下：

Ｆ＝Ｆ０∧ ∧
１≤ｉ≤ｓ（ｘ∨Ｃｉ）∧

∧
１≤ｊ≤ｔ（珋ｘ∨Ｃ′ｊ）， （１）

其中，Ｆ０是子句既不包含 ｘ也不包含 珋ｘ的 ＣＮＦ公式。
那么Ｆ在变量ｘ上的消解式为

ＤＰｘ（Ｆ）＝Ｆ０∧ ∧
１≤ｉ≤ｓ，１≤ｊ≤ｔ（Ｃｉ∨Ｃ′ｊ）。 （２）

下面给出定理，并对完整性进行证明。

定理１（消解原理）　设 ｘ是一个确定的 ＣＮＦ公式
Ｆ中的任意变量，Ｆ是可满足的当且仅当 ＤＰｘ（Ｆ）是可
满足的。

证明　设Ｆ是变量集 Ｘ＝｛ｘ，ｘ２，…，ｘｎ｝上的 ＣＮＦ
公式，如（１）所示，在变量 ｘ上的消解 ＤＰｘ（Ｆ）如（２）所
示。

假设 Ｆ是可满足的。π是 Ｆ的一个可满足赋值集
合，π（ｘ）＝ｘ，π（ｘｋ）＝ｘｋ（２≤ｋ≤ｎ），其中，ｘ和 ｘｋ
是布尔常数。设π′为ＣＮＦ公式ＤＰｘ（Ｆ）中变量｛ｘ２，…，
ｘｎ｝的赋值集合，π′（ｘｋ）＝ｘｋ（２≤ｋ≤ｎ）。如果 π（ｘ）＝
ｘ ＝０，那么由于π（Ｆ）＝１，必须有 π（ｘ∨Ｃｉ）＝１，因此
π′（Ｃｉ）＝１（１≤ｉ≤ｓ）（Ｆ是明确的，Ｃｉ既不包含 ｘ也不
包含 珋ｘ）；如果π（ｘ）＝ｘ ＝１，那么 π（珋ｘ）＝０，必须有
π′（Ｃ′ｊ）＝１（１≤ｊ≤ｔ）。在这两种情况下，总有π′（Ｃｉ∨
Ｃ′ｊ）＝１（１≤ｉ≤ｓ和１≤ｊ≤ｔ）。此外，由于Ｆ０既不包含ｘ
也不包含珋ｘ，有π′（Ｆ０）＝π（Ｆ０）＝１。因此，π′（ＤＰｘ（Ｆ））
＝１。ＤＰｘ（Ｆ）是可满足的。
另一方面，假设 ＤＰｘ（Ｆ）是可满足的，π′是可满足

ＤＰｘ（Ｆ）的变量｛ｘ２，…，ｘｎ｝上的赋值集合。如果π′（Ｃｉ）
＝１（１≤ｉ≤ｓ），那么除了π′之外，指定 ｘ＝０，则 珋ｘ＝１，赋
值满足Ｆ中的所有子句；如果对于某些ｉ０，有π′（Ｃｉ０）＝
０，由于π′（ＤＰｘ（Ｆ））＝１，可得 π′（Ｃｉ０∨Ｃ′ｊ）＝１（１≤ｊ≤
ｔ），即π′（Ｃ′ｊ）＝１（１≤ｊ≤ｔ）。这种情况下，在 π′之外指

２４
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定ｘ＝１，满足公式Ｆ。因此，只要 ＤＰｘ（Ｆ）是可满足的，
公式Ｆ就是可满足的。证明完成。

根据消解原理，要判定ＳＡＴ的一个实例Ｆ是否可满
足，只需判定Ｆ中任意变量ｘ上 Ｆ的消解 ＤＰｘ（Ｆ）是否
可满足。消解原理消去了 ＳＡＴ实例 Ｆ中变量本身和它
的否定都出现的变量。不好之处在于ＤＰｘ（Ｆ）是通过从
Ｆ中删除ｓ＋ｔ个子句，然后向Ｆ中添加ｓ×ｔ（最大）个子
句来获得。当ｓ和ｔ较大时，这会明显增加实例的大小，
因此，消解原理不能保证总是有效地解决 ＳＡＴ问题，但
是在子句数量较少的情况下，消解原理是非常有用的，

它减少了ＣＮＦ公式中的变量数量，不会显著增加实例大
小。目前，消解原理仍然是大多数启发式算法的基础，

这些算法可以有效地解决一组非常大的ＳＡＴ实例。
１．２　分支搜索

算法１是基于分支和搜索技术的 ＳＡＴ算法，Ｆ［ｘ＝
０］（或Ｆ［ｘ＝１］）为变量ｘ赋值０（或１）。Ｆ［ｘ＝１］是通
过删除包含ｘ的所有子句（由于 ｘ＝１而满足），并删除
文字 珋ｘ（因为通过赋值ｘ＝１，珋ｘ＝０），获得的ＣＮＦ公式。

算法１：ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ）
ＩＮＰＵＴ：一个ＳＡＴ实例Ｆ
ＯＵＴＰＵＴ：判断Ｆ是否满足
１．ＩＦ（ｎ（Ｆ）≤１），ＴＨＥＮ求解Ｆ；ＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ／ＮＯ）；
２．选取Ｆ中任意变量ｘ；
３．Ｆ０＝Ｆ［ｘ＝０］，Ｆ１＝Ｆ［ｘ＝１］；
４．ＩＦ（ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ０）可满足），ＴＨＥＮＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；
　ＥＬＳＥＩＦ（ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ１）可满足），ＴＨＥＮＲＥＴＵＲＮ

（ＹＥＳ）；
　ＥＬＳＥＲＥＴＵＲＮ（ＮＯ）。

　　ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ）显然能够求解 ＳＡＴ问题：如果 Ｆ是可
满足的，那么对 Ｆ的一个满意赋值必须给变量 ｘ赋值，
这个值可以是０或１。因此，Ｆ０＝Ｆ［ｘ＝０］和Ｆ１＝Ｆ［ｘ＝
１］中的至少一个是可满足的，ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ）步骤４输出
ＹＥＳ。反之，如果Ｆ不可满足，那么Ｆ［ｘ＝０］和Ｆ［ｘ＝１］
都不可满足，则ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ）第４步输出ＮＯ。

将ｎ个变量上输入实例Ｆ的 ＳＡＴＡｌｇ（Ｆ）时间复杂
度记为Ｔ（ｎ）。Ｆ０和 Ｆ１最多都有 ｎ－１个变量，有以下
递推关系，其中，Ｌ（Ｆ）是输入实例Ｆ的长度：

ＩＦｎ≤１：Ｔ（ｎ）＝Ｏ（Ｌ（Ｆ）），
ＩＦｎ＞１：Ｔ（ｎ）≤２Ｔ（ｎ－１）＋Ｏ（Ｌ（Ｆ））。 （３）

容易得到Ｔ（ｎ）＝Ｏ（２ｎＬ（Ｆ）），有如下定理：
定理２　ＳＡＴＡｌｇ在 Ｏ（２ｎＬ）时间内解决有 ｎ个变

量、长度为Ｌ的ＳＡＴ实例Ｆ。

许多参数可以用来衡量 ＣＮＦ公式的“大小”，也可
以衡量ＳＡＴ算法的时间复杂度。子句Ｃｉ的大小｜Ｃｉ｜是
Ｃｉ中的文字数。ＣＮＦ公式 Ｆ＝Ｃ１∧Ｃ２∧…∧Ｃｍ，用
ｎ（Ｆ）表示Ｆ中变量的个数，ｍ（Ｆ）表示 Ｆ中子句个数，

Ｌ（Ｆ）＝∑ｍ

ｉ＝１
｜Ｃｉ｜表示Ｆ的长度。一般情况下用ｎ、

ｍ和Ｌ来表示这些参数。在一个明确的ＣＮＦ实例中，有
如下关系：ｎ，ｍ≤Ｌ，Ｌ≤ｎｍ，ｍ≤２ｎ。ＳＡＴ是 ＮＰ完全
的，不期望ＳＡＴ算法在这些参数多项式时间内运行。无
论使用哪种参数来分析时间复杂性，ＳＡＴ算法在最坏情
况下的运行时间都是该参数的时间上界。

一种典型的基于分支搜索技术的 ＳＡＴ算法
!

的工

作原理如下：在ＣＮＦ公式 Ｆ上，如果 Ｆ足够简单，则算
法

!

直接求解 Ｆ。否则算法
!

生成 ＣＮＦ公式的集合
｛Ｆ１，…，Ｆｃ｝，其中，ｃ＞１，使得 Ｆ是可满足的当且仅当
｛Ｆ１，…，Ｆｃ｝中至少一个公式是可满足的。然后算法!

递归地处理公式 Ｆ１，…，Ｆｃ。Ｆ上的分支和搜索算法!

可以描述为一个搜索树 Ｔ
!

，其中，根用实例 Ｆ标记，搜
索树Ｔ

!

中用ＣＮＦ公式Ｆ′标记的节点ｖＦ′，如果用算法!

直接求解Ｆ′，则节点ｖＦ′是Ｔ
!

的叶子，对于公式Ｆ′，算法
!

生成一组 ＣＮＦ公式集合｛Ｆ′１，…，Ｆ′ｃ｝，并递归地处理
这些公式，节点ｖＦ′在搜索树Ｔ

!

中有ｃ个孩子，分别标记
为Ｆ′１，…，Ｆ′ｃ。算法!

的执行对应从根开始的搜索树 Ｔ
!

的深度搜索遍历。

使用一个参数ｑ（ｎ、ｍ或Ｌ）来度量算法
!

的时间复

杂度。将参数值ｑ的实例Ｆ分支到ｃ个实例Ｆ１，…，Ｆｃ，
实例Ｆ１，…，Ｆｃ的参数值 ｑ－ｄ１，…，ｑ－ｄｃ分别减小 ｄｉ，
ｄｉ＞０。将＃（ｑ）记为参数值ｑ实例上算法!

的搜索树Ｔ
!

中的叶子数，那么可以得出如下递推关系（算法
!

在ｑ≤
１时不分支）：

ＩＦｑ≤１：＃（ｑ）＝１，

ＩＦｑ＞１：＃（ｑ）≤∑ｃ

ｉ＝１
＃（ｑ－ｄｉ）。 （４）

为了求解递推关系 （４），用 ｐ
!

（ｘ） ＝ ｘｑ －

∑ｃ

ｉ＝１
ｘｑ－ｄｉ定义了（４）的分支多项式。设 ｘ０为多项式

ｐ
!

（ｘ）的最大根，可以证明ｘ０≥１（文献［１４］）。从关系
式（４）中通过对 ｑ的归纳，容易验证＃（ｑ）≤ｘ０

ｑ。因此，

基于参数值ｑ的ＣＮＦ公式的算法
!

的搜索树Ｔ
!

中节点

数边界为２ｘｑ０。当ｑ≤１时，如果能在多项式时间内求解
ＳＡＴ实例，而且在多项式时间内由实例 Ｆ生成实例
Ｆ１，…，Ｆｃ，则算法!

在参数 ｑ实例上的运行时间为
Ｏ（ｘｑ０Ｌ

Ｏ（１））。

讨论ＳＡＴ算法时间复杂度的多项式上界因子，对所

３４
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选参数ｑ使用符号 Ｏ（ｆ（ｑ））来表示Ｏ（ＬＯ（１）ｆ（ｑ）），即
Ｏ（ｆ（ｑ））具有隐藏在 Ｏ －符号中 Ｌ的多项式因子。
如前所述，测量分支的时间复杂度并通过参数 ｑ进行搜
索，得到算法分支多项式的最大根等于 ｘ０，则算法运行
时间为Ｏ（ｘｑ０）。

根据给定的实例结构，上述讨论可以很容易地推广

到使用多个分支规则的ＳＡＴ算法，定理如下：
定理３　让

!

是基于参数 ｑ分支和搜索技术的 ＳＡＴ
算法。如果算法

!

有多个分支规则，每个分支规则都有

一个相应的分支多项式，那么算法
!

的运行时间是

Ｏ（ｘｑｍａｘ），其中，ｘｍａｘ是所有这些分支多项式的最大根。

２　基于参数ｎ的算法

如定理２所示，ＳＡＴＡｌｇ算法在时间 Ｏ（２ｎ）内解
决ＳＡＴ问题。通过检查给定 ＣＮＦ公式的所有２ｎ赋值，
ＳＡＴ问题可以在时间Ｏ（２ｎ）内得到解决。那么是否能
比这个基本的算法做得更好？这是理论计算机科学中

长期存在的开放性问题。文献［１５］中提出了强指数时
间猜想（ＳｔｒｏｎｇＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＴｉｍｅＨｙｐｏｔｈｅｓｉｓ，ＳＥＴＨ）。

ＳＡＴ问题不能在Ｏ（ｃｎ）（ｃ＜２，ｃ为任意常数）时
间内求解。

在最近的研究中，ＳＥＴＨ被广泛用于著名的计算优
化问题开发计算下限（如文献［１６］的１４５节）。在ＳＡＴ
算法和复杂性研究中，任何一种算法如优于基本ＳＡＴ算
法都是一个重大的进步，也将是许多其他优化问题算法

研究的一个重要进展。

如果使用参数 ｎ来度量算法的复杂度，那么 ＳＥＴＨ
为更优的算法开发留下了很少的空间。ＳＡＴ算法的研
究热点已经发展到具有各种限制条件的算法研究上。

ｋ可满足性（ｋＳＡＴ）：给定 ＣＮＦ公式 Ｆ，其中，子句
大小以ｋ为界，确定Ｆ是否可满足。

当ｋ＝２，３时，ｋＳＡＴ问题特别有趣。２ＳＡＴ问题在
多项式时间内是可解的，属于Ｐ类［１７］。３ＳＡＴ问题是一
个非常著名的 ＮＰ完全问题，它在 ＮＰ完全性理论、ＳＡＴ
算法和计算复杂性的研究中起着关键的作用。接下来

重点讨论３ＳＡＴ问题的算法，讨论如何将这些算法推广
到一般ｋＳＡＴ问题。

为了研究运行速度快于 Ｏ（２ｎ）的３ＳＡＴ算法，笔
者根据Ｍｏｎｉｅｎ等［１８］的文章从简单分支和搜索算法（算

法２）开始，在不丧失一般性的情况下，输入实例 Ｆ是明
确的—可以通过多项式时间的预处理使Ｆ明确。

算法２：３ＳＡＴｍｓ（Ｆ）
ＩＮＰＵＴ：３ＳＡＴ的一个明确实例Ｆ
ＯＵＴＰＵＴ：判断Ｆ是否可满足
１．ＩＦ（Ｆ没有大小为 ３的子句），直接求解 Ｆ；返回
（ＹＥＳ／ＮＯ）；

２．选择大小为３的子句（ｌ１∨ｌ２∨ｌ３）；
３．Ｆ１＝Ｆ［ｌ１＝１］；Ｆ０１＝Ｆ［ｌ１＝０，ｌ２＝１］；Ｆ００１＝Ｆ［ｌ１＝０，

ｌ２＝０，ｌ３＝１］
４．ＩＦ（３ＳＡＴｍｓ（Ｆ１）可满足），ＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；
　ＥＬＳＥＩＦ（３ＳＡＴｍｓ（Ｆ０１）可满足），ＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；
　ＥＬＳＥＩＦ（３ＳＡＴｍｓ（Ｆ００１）可满足），ＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；
　ＥＬＳＥＲＥＴＵＲＮ（ＮＯ）。

　　首先，如果Ｆ没有大小为３的子句，如步骤１，那么
Ｆ是一个２ＳＡＴ实例，其可满足性可以在多项式时间内
确定［１７］。

３ＳＡＴｍｓ算法中为了满足公式Ｆ，必须满足子句（ｌ１∨
ｌ２∨ｌ３），满足Ｆ的赋值必须将值１赋值给３个文字ｌ１、ｌ２
和ｌ３中的至少一个。总共有７组对文字ｌ１、ｌ２和ｌ３的赋
值可以满足子句（ｌ１∨ｌ２∨ｌ３）（仅排除赋值 ｌ１＝ｌ２＝ｌ３＝
０），Ｆ１中的赋值ｌ１＝１涵盖了这７组赋值中的４个（ｌ１＝
１，ｌ２和ｌ３是０或１），函数Ｆ０１中的赋值ｌ１＝０，ｌ２＝１涵盖
了７组赋值中的两个（ｌ３是０或１），该算法步骤３中的３
个赋值覆盖了对文字 ｌ１、ｌ２、ｌ３的所有可能赋值，它们可
以对输入实例Ｆ进行可满足赋值。这证明了该算法的
正确性，即当且仅当 Ｆ１、Ｆ０１、Ｆ００１中至少有一个可满足，
输入实例Ｆ才是可满足的。

为了分析算法３ＳＡＴｍｓ的复杂度，设输入实例Ｆ是明
确的，３个文字ｌ１、ｌ２和ｌ３来自３个不同的变量。如果Ｆ
有ｎ个变量，那么函数 Ｆ１、Ｆ０１和 Ｆ００１分别最多有 ｎ－１、
ｎ－２和ｎ－３个变量。因此，如果将＃（ｎ）设为３ＳＡＴｍｓ在
输入ｎ个变量情况下搜索树中的叶数，那么就有如下递
推关系（Ｆ是明确的，如果ｎ≤２，那么Ｆ就不能有大小为
３的子句）：

ＩＦｎ≤２：＃（ｎ）＝１，
ＩＦｎ＞２：＃（ｎ）≤＃（ｎ－１）＋＃（ｎ－２）＋＃（ｎ－３）。（５）
递推关系（５）的分支多项式为 ｐ（ｘ）＝ｘｎ－ｘｎ－１－

ｘｎ－２－ｘｎ－３，其最大根为１８３…，通过上述讨论，得到如
下定理：

定理４　算法３ＳＡＴｍｓ在时间 Ｏ（１．８４
ｎ）内求解３

ＳＡＴ问题。
算法３ＳＡＴｍｓ可以进一步改进，并且推广到求解一般

ｋ的ｋＳＡＴ问题。对于整数 ｋ（ｋ≥３），基于此方法的算
法在时间Ｏ（ｃｎｋ）内求解ｋＳＡＴ问题，其中，ｃｋ是方程ｃｋ

４４
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＝２－１／ｃｋ－１ｋ 的最大根（ｃｋ＜２），当 ｋ增加时，ｃｋ接近２。
例如，ｃ３＝１６１９，ｃ４＝１８３９，ｃ５＝１９２８，ｃ６＝１９６６

［１８］。

对ＳＡＴＡｌｇ和３ＳＡＴｍｓ算法的讨论表明，基于分支和
搜索的ＳＡＴ算法的效率取决于如何为给定 ＳＡＴ实例 Ｆ
生成集合Ｃ＝｛Ｆ１，…，Ｆｃ｝，使得Ｆ是可满足的当且仅当
Ｃ中至少有一个实例是可满足的。一般来说，集合 Ｃ中
的实例越少，其参数值 ｎ的减少越多，算法的效率就
越高。这一结论导致了一系列改进运行时间的３ＳＡＴ
算 法，Ｏ（１５７９ｎ）、Ｏ （１５０５ｎ）、Ｏ （１４９７ｎ）和
Ｏ（１４７６ｎ）（文献［１９］）。这种方法产生的算法需要
检查 ＳＡＴ实例详细的结构，并且需要繁琐复杂的逐步
分析。

相比之下，Ｓｃｈｎｉｎｇ［１９］提出了一种随机 ３ＳＡＴ算
法，该算法从随机选择的初始赋值开始，对所选赋值应

用局部搜索。Ｓｃｈｎｉｎｇ的算法如算法３所示，其中，ｂ是
一个数字可以用来控制算法正确的概率，“翻转文字 ｌｉ
的值”是将文字ｌｉ的变量值从０改为１，反之亦然。

算法３：３ＳＡＴｕｗｅ（Ｆ）
ＩＮＰＵＴ：一个明确的３ＳＡＴ实例Ｆ
ＯＵＴＰＵＴ：判断Ｆ是否可满足
１　重复ｂ·（４／３）ｎ次
１．１　随机选取一个赋值集合π到Ｆ上；
１．２　重复３ｎ次
１．２．１　ＩＦ（赋值π满足Ｆ），ＴＨＥＮＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；
１．２．２　在Ｆ中选取π不满足的子句Ｃ＝（ｌ１∨ｌ２∨ｌ３）；
１．２．３　在Ｃ中随机选取一个文字ｌｉ并翻转赋值 π中 ｌｉ

的值

２　ＲＥＴＵＲＮ（ＮＯ）。

　　Ｓｃｈｎｉｎｇ算法只有在第１．２．１步得到可满足赋值时
才输出ＹＥＳ。如果输入实例Ｆ是不可满足的，它将永远
不会输出ＹＥＳ。设Ｆ是有ｎ个变量的可满足ＣＮＦ公式，
π是满足Ｆ的赋值集合。由于步骤１．１随机选取了一
个赋值集合π给Ｆ，可以期望 π与 π在 ｎ／２个变量上
一致。因此，对大约 ｎ／２个变量的赋值 π进行“修正”，
以获得满意的赋值集合 π。为了找出 π中“不正确”
的变量，步骤１．２．２选取π不满足的子句Ｃ＝（ｌ１∨ｌ２∨
ｌ３）。如果 Ｆ是可满足的而 π不满足 Ｃ，那么 Ｃ中至少
有一个文字在赋值 π下得到一个错误的值，因此应该
“翻转”。为了决定要翻转Ｃ中的哪个文字，步骤１．２．３
随机选取Ｃ中的一个文字。该算法的步骤１．２．２～１．２．３
对赋值进行（随机）局部搜索，可视为从随机选择的赋值

π开始的随机进行以达到满意的赋值集合π。与以前

的算法相比，Ｓｃｈｎｉｎｇ算法的一个不同之处是算法最多
运行３ｎ步（参见步骤１．２）。在３ｎ步中，随机进行没有
达到目标π，那么通过步骤１．１用一个新的随机选择
的分配重新开始局部搜索。

Ｓｃｈｎｉｎｇ证明了在输入 Ｆ是可满足的情况下，步骤
１．１～１．２将在步骤１．２．１得到一个满意的赋值，并输出
ＹＥＳ，概率至少为（３／４）ｎ。步骤１．１～１．２在算法中重复
ｂ·（４／３）ｎ次，实例 Ｆ在步骤 ２中输出 ＮＯ（即在步骤
１．２．１中不输出ＹＥＳ）的概率有界于

（１－（３／４）ｎ）ｂ（４／３）
ｎ

≤１
ｅｂ
。

式中，ｅ＝２７１８…是自然对数的常数，不等式（１－１／ｐ）ｐ

≤１／ｅ。由于Ｓｃｈｎｉｎｇ算法在不可满足的输入上从不输
出ＹＥＳ，因此得出结论，Ｓｃｈｎｉｎｇ算法在每个输入上输出
正确答案的概率至少为１－１／ｅｂ，当ｂ足够大时，其值可
以无限接近１。就时间复杂性而言，步骤１．１～１．２显然
需要时间Ｏ（Ｌ）。只要ｂ以ｎ的多项式为界，Ｓｃｈｎｉｎｇ算
法的运行时间为Ｏ（ｂ·（４／３）ｎ）＝Ｏ（１３３４ｎ）。

定理５　３ＳＡＴ问题在时间 Ｏ（１３３４ｎ）内可用随
机算法求解。

Ｓｃｈｎｉｎｇ算法可推广到一般的ｋＳＡＴ问题，ｋＳＡＴ（ｋ
≥３）问题给出了运行时间为 Ｏ（（２－２／ｋ）ｎ）的随机
算法。

Ｄａｎｔｓｉｎ等［２０］为ｋＳＡＴ问题开发了确定性算法，可
以看作是Ｓｃｈｎｉｎｇ算法的去随机化。本文使用覆盖码
代替随机初始赋值。３ＳＡＴ确定性算法运行时间在
Ｏ（１４８１ｎ）之内，当 ｋ≥４时，确定性算法运行时间在
Ｏ（（２－２／（ｋ＋１））ｎ）之内。
３ＳＡＴ和ｋＳＡＴ随机算法是近年来非常热门和活跃

的研究课题。可以参考文献［２１－２４］及相关文献了解
最新的研究状况以及内容更新。３ＳＡＴ算法的运行时间
上界Ｏ（ｃｎ）已经取得了新的研究进展，从 Ｓｃｈｎｉｎｇ算
法的 ｃ＝１３３４，逐步改进为 ｃ＝１３２４，１３２３，１３２２，
１３２１，…，１３０８，１３０７。目前，最佳上界ｃ＝１３０７是由
Ｈａｎｓｅｎ等［２４］取得的。ｋ＞３的 ｋＳＡＴ也有进展，研究了
这些随机算法的去随机化。

３ＳＡＴ算法运行时间的指数上界 Ｏ（ｃｎ）在不断减
小。不能期望ｃ＝１，因为这意味着 ＮＰ完全问题３ＳＡＴ
在多项式时间内可解。那么 ３ＳＡＴ指数时间算法的 ｃ
是否可以无限接近１？这与Ｐ≠ＮＰ并不矛盾。事实上有
一些ＮＰ完全问题可以在时间Ｏ（ｃｎ）内求解，其中，常数
ｃ＞１无限接近１［１６］。从实际计算的角度来看这个问题也
有意义。例如如果３ＳＡＴ问题能在时间 Ｏ（１０００１ｎ）

５４
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内得到解决，该算法可用于多达 １０００００个变量的
３ＳＡＴ实例，这可能满足许多工程应用的需要。在精确
算法的研究以及整个理论计算机科学中，指数时间猜想

（ＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＴｉｍｅＨｙｐｏｔｈｅｓｉｓ，ＥＴＨ）排除了这种可能
性［２５］。

３ＳＡＴ不能在时间Ｏ（ｃｎ０）内求解，其中，常数ｃ０＞１。
不确定猜想ＥＴＨ中常数ｃ０的值接近目前最好的上

限１３０７，还是可以更小？如１０００１？这方面的研究具
有意义。

如果问题在时间 Ｏ（２ｎ／ɑ（ｎ））内求解，则可以在次
指数时间内求解，其中，ɑ（ｎ）是ｎ的一个递增无界函数。
能够证明一个问题在次指数时间内求解［２６］，当且仅当

它可以在时间Ｏ（ｃｎ）（ｃ＞１）内求解。在指数时间算
法的文献中，ＥＴＨ通常被描述为“３ＳＡＴ不能在次指数
时间内求解”。

根据ＳＥＴＨ猜想，对于任意常数 ｃ＜２，ＳＡＴ问题不
能在时间 Ｏ （ｃｎ）内求解。可以看出，ＳＥＴＨ包含
ＥＴＨ［１６］。ＳＥＴＨ的猜想比 ＥＴＨ的猜想强（ＥＴＨ被认为
更可信）。ＥＴＨ是近年来证明计算复杂性下限的一个非
常流行的猜想，同时，ＳＥＴＨ在某种程度上被许多研究者
视为一个可疑的猜想。

３　基于参数ｍ的算法

在本节中用输入ＣＮＦ公式Ｆ中子句数量ｍ来衡量
ＳＡＴ算法时间复杂度。ｍ可以大到２ｎ，也可以比 ｎ小得
多，那么对有 ｎ个变量的３ＳＡＴ实例的 ＣＮＦ公式 Ｆ，Ｆ

中子句数量ｍ的边界为８· ｎ( )３ ＝Ｏ（ｎ３）。由于３ＳＡＴ
是ＮＰ完全的，除非有 Ｐ＝ＮＰ，否则不期望 ３ＳＡＴ算法
（一般ＳＡＴ问题的算法）的运行时间是ｍ的多项式。

对于常数ｃ＜２的一般 ＳＡＴ问题，用实例中的变量
个数ｎ来度量ＳＡＴ算法的复杂度，与ＳＥＴＨ猜想相比得
到一个Ｏ（ｃｍ）时间算法并不困难。

设Ｆ是一个ＣＮＦ公式，ｌ是Ｆ中的一个文字。如果
文字ｌ在Ｆ中正好出现ａ次且其否定珋ｌ在Ｆ中正好出现
ｂ次，则称ｌ为（ａ，ｂ）－文字；如果文字 ｌ在 Ｆ中至少出
现ａ＋次且其否定珋ｌ在Ｆ中正好出现ｂ次，则称ｌ为（ａ＋，
ｂ）－文字。同样可以定义（ａ，ｂ＋）－文字和（ａ＋，ｂ＋）
－文字。由于通过多项式时间的预处理，总可以使公式
Ｆ明确，在下面的讨论中，公式 Ｆ中的每个文字都是
（１＋，１＋）－文字。对于（ａ，ｂ）－文字ｌ，ＣＮＦ公式Ｆ可
以写为

Ｆ＝Ｆ０∧
∧

１≤ｉ≤ａ
（ｌ∨Ｃｉ）∧

∧
１≤ｊ≤ｂ

（珋ｌ∨Ｃ′ｊ），

其中，Ｆ０是ＣＮＦ公式，Ｃｉ和 Ｃ′ｊ是既不包含 ｌ也不包含珋ｌ
的子句。Ｆ在文字ｌ上的消解为

ＤＰｌ（Ｆ）＝Ｆ０∧
∧

１≤ｉ≤ａ，１≤ｊ≤ｂ
（Ｃｉ∨Ｃ′ｊ）。

如果公式Ｆ有ｍ个子句，那么消解式 ＤＰｌ（Ｆ）最多
可以有ｍ＋ａｂ－（ａ＋ｂ）个子句，（ＤＰｌ（Ｆ）中的一个子句
Ｃｉ∨Ｃ′ｊ可能包含变量 ｘ和 珋ｘ，那么可以删除这种子句）。
当ａｂ≤ａ＋ｂ时，对（ａ，ｂ）－文字ｌ的消解操作不会增加
子句的数目。因此，可以直接对公式 Ｆ应用消解，为了
确保运算是安全的，还需要 ＣＮＦ公式的长度是可控的。
由ｎ个变量和ｍ个子句组成的 ＣＮＦ公式，由于 Ｆ中每
个子句的长度不能大于 ｎ，公式的长度 Ｌ以 ｎｍ为界。
由于消解运算减少了变量的数量，如果它不增加子句的

数量，那么所得公式长度边界为（ｎ－１）ｍ≤ｎｍ。如果对
有ｎ个变量、ｍ个子句、长度为Ｌ的ＣＮＦ公式Ｆ中 ａｂ≤
ａ＋ｂ的（ａ，ｂ）－文字应用消解运算，那么在这个过程中
得到所有公式的长度边界为 ｎｍ≤Ｌ２。这确保了消解运
算可以在公式Ｆ长度内多项式时间完成。

上述分析表明，当公式中存在ａｂ≤ａ＋ｂ的（ａ，ｂ）－
文字时，对文字ｌ进行消解运算减少了变量的个数，最多
可以进行ｎ次。经过多项式时间的预处理，得到了一个
ＣＮＦ公式Ｆ，其中，每个文字都是 ａｂ＞ａ＋ｂ的（ａ，ｂ）－
文字，这意味着 ａ，ｂ≥２且 ａ＋ｂ≥５。对于任何这样的
（ａ，ｂ）－文字ｌ，用 Ｆ［ｌ＝１］和 Ｆ［ｌ＝０］进行分支。ａ，ｂ
≥２，ａ＋ｂ≥５，Ｆ［ｌ＝１］和Ｆ［ｌ＝０］都必须将子句的数目
ｍ至少减少２，并且其中至少有一个将子句的数目 ｍ至
少减少３。如果将＃（ｍ）设为该算法在 ｍ个子句的 ＣＮＦ
公式上的搜索树中的叶数，有如下递推关系（由于 ａ＋ｂ
≥５，有ｍ≥５）：

ＩＦｍ≤４：＃（ｍ）＝１，
ＩＦｍ≥５：＃（ｍ）≤＃（ｍ－２）＋＃（ｍ－３）。 （６）

求解这个递推关系＃（ｍ）≤１３２５ｍ，得到下面的定理：
定理６　ＳＡＴ问题在时间 Ｏ（１３２５ｍ）内能求解，

其中，ｍ是输入公式中的子句个数。
定理 ６给出的 ＳＡＴ算法时间复杂度的上界

Ｏ（１３２５ｍ）是通过（２，３）－文字的分支和搜索过程。
如果想降低上界，需要更有效地处理（２，３）－文字。对
一个ＳＡＴ算法，它的时间复杂度不比递推关系＃（ｍ）≤２
＃（ｍ－３）给出的算法差，＃（ｍ）≤１２６０ｍ。因此，在（３＋，
３＋）－文字上进行分支。对ａｂ≤ａ＋ｂ的（ａ，ｂ）－文字，
可以在多项式时间内使用无分支的消解进行处理。为

６４
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了达到定理６中的上界并实现一个Ｏ（１２６０ｍ）时间的
ＳＡＴ算法，只需要更有效地处理（２，３）－文字和（２，４）－
文字，不是简单地在这些文字上进行分支。有一种通用

技术可以更有效地处理所有 ｂ≥３的（２，ｂ）－文字。将
此技术介绍如下：

按照给定的顺序，考虑重复应用以下步骤的过程：

过程－Ｍ
Ｍ１．使Ｆ明确；
Ｍ２．如果Ｆ有两个子句 Ｃ′和 Ｃ″，满足 Ｃ′Ｃ″，则从

Ｆ中删除Ｃ″；
Ｍ３．如果Ｆ有一个 ａｂ≤ａ＋ｂ的（ａ，ｂ）－文字 ｌ，则

对ｌ应用消解原理；
Ｍ４．如果Ｆ有一个（３＋，３＋）－文字，那么在该文字

上进行分支。

过程－Ｍ的步骤Ｍ２显然是准确的：如果赋值满足
子句 Ｃ′，那么它肯定满足 Ｃ″。如上所述过程 －Ｍ的步
骤至少与（３，３）－文字上的分支同样有用。通常如果过
程－Ｍ的任何一个步骤都不能应用于Ｆ，那么ＣＮＦ公式
Ｆ是可简化的。

因此，只需要查看简化实例，它包含（２，３＋）－文字
和（３＋，２）－文字。考虑下面两种情形：

情形１　Ｆ中包含（２，３＋）－文字的每个子句也包
含（３＋，２）－文字。

这种情况很容易通过以下推导证明：（Ａ１）简化实
例Ｆ中的每个文字都是（２，３＋）－文字或（３＋，２）－文
字；（Ａ２）对于文字ｌ，ｌ和珋ｌ不可能同时都是（２，３＋）－文
字。因此，可以直接将１赋给所有（３＋，２）－文字，然后
（Ｓ１）如果一个子句只包含（３＋，２）－文字，则该子句可
满足；（Ｓ２）如果一个子句包含一个（２，３＋）－文字，根据
情形的条件该子句还包含（３＋，２）－文字，因此该子句
也满足。在第一种情形下，公式Ｆ是可满足的。

情形２　Ｆ中有一个子句只包含（２，３＋）－文字。
可简化公式Ｆ必须包含（２，３＋）－文字。如果情形

１的条件不成立，那么Ｆ中必须有一个只包含（２，３＋）－
文字的子句 Ｃ。由于 Ｆ是明确的（过程 －Ｍ的步骤
Ｍ１），｜Ｃ｜≥２。不是 Ｃ中所有文字都可以包含在 Ｆ中
的另一个子句中（因为过程 －Ｍ的步骤 Ｍ２）。因此，Ｃ
中必须有两个（２，３＋）－文字 ｌ１和 ｌ２，Ｆ中必须有另外
两个子句Ｃ１和Ｃ２使得ｌ１∈Ｃ１，ｌ２∈Ｃ２，Ｃ，Ｃ１和Ｃ２两两
不同。在分支Ｆ［ｌ１＝０］中，至少Ｆ中的３个子句是可满
足的（因为ｌ１是（２，３

＋）－文字）。另外，在分支 Ｆ［ｌ１＝
１］中，子句Ｃ和Ｃ１是可满足的，从公式中删除。现在ｌ２

只出现在Ｃ２子句中，变成Ｆ［ｌ１＝１］中的一个（１，０
＋）－

文字，可以在ｌ２上进行消解运算，将Ｆ［ｌ１＝１］中的子句
数至少减少１。通过分支Ｆ［ｌ１＝１］，然后在ｌ２上进行消
解，子句的数量至少减少了３个。这表明，在Ｆ［ｌ１＝１］中
文字ｌ１上的分支与ｌ２上的消解相结合，至少与（３，３）－
文字上的分支一样好。算法４对上述讨论进行了总结。

算法４：ＳＡＴｍ（Ｆ）
ＩＮＰＵＴ：一个ＣＮＦ公式Ｆ
ＯＵＴＰＵＴ：判断是否可满足
１　减小Ｆ；
２　ＩＦ（Ｆ中有（３＋，３＋）－文字ｌ）
　 ＴＨＥＮ（ＳＡＴｍ（Ｆ［ｌ＝０］）∨ＳＡＴｍ（Ｆ［ｌ＝１］））

３　ＩＦ（每个包含（２，３＋）－文字的子句也包含（３＋，２）
－文字）

　 ＴＨＥＮＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；

４　选取两个（２，３＋）－文字ｌ１，ｌ２和３个不同的子句 Ｃ，

Ｃ１，Ｃ２，使ｌ１，ｌ２∈Ｃ，ｌ１∈Ｃ１，ｌ２∈Ｃ２；

５　ＩＦ（ＳＡＴｍ（Ｆ［ｌ１＝０］）可满足），ＲＥＴＵＲＮ（ＹＥＳ）；

　 ＥＬＳＥ在ｌ２上进行消解，令 Ｆ１＝Ｆ［ｌ１＝１］；ＲＥＴＵＲＮ

（ＳＡＴｍ（Ｆ１））。

　　上述讨论证明了ＳＡＴｍ算法的正确性。特别通过对
情形１的讨论，在步骤３的条件下公式Ｆ必须是可满足
的。对情形２的讨论确保了如果步骤３中的条件不成
立，那么算法的步骤４总能找到所需的文字和子句。情
形２所讨论的步骤５中的实例Ｆ［ｌ１＝０］和Ｆ１中的每一
个都将子句的数目ｍ至少减少３。因此，步骤５中的分
支至少与（３，３）－文字上的分支一样好。如果在ｍ个子
句的公式上，让＃（ｍ）为算法ＳＡＴｍ的搜索树中的叶子数，
则所有分支规则至少与＃（ｍ）≤２＃（ｍ－３）一样好，得出算
法ＳＡＴｍ的运行时间为Ｏ（１２６０

ｍ）。

定理７　ＳＡＴ问题能在时间 Ｏ（１２６０ｍ）内求解，
其中，ｍ是输入公式中的子句数。
　　对ＳＡＴｍ算法的讨论提出了一个合理的方法来分析
ＳＡＴ问题的分支和搜索算法：复杂的分支步骤是算法效
率的“瓶颈”（ＳＡＴｍ算法是（２，３）－文字分支），总会导
致一些特殊结构，能够在这些结构上应用更有效的运算

（ＳＡＴｍ上是公式Ｆ［ｌ１＝１］的消解）。通过将复杂的分
支步骤与更高效的操作相结合，从而得到了更简易的分

支，这将突破“瓶颈”，得出更高效的算法。

ＳＡＴｍ算法的瓶颈是（３，３）－文字的分支。在对瓶
颈分支操作后公式结构更细致分析的基础上，得到了一

些改进的算法。Ｈｉｒｓｃｈ［２７］开发了一种运行时间为

７４
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Ｏ（１２３９ｍ）的 ＳＡＴ算法，后来 Ｙａｍａｍｏｔｏ［２８］用一种在
时间Ｏ（１２３４ｍ）中运行的算法对其进行了改进。Ｃｈｕ
等［２９］也报告了运行时间为Ｏ（１２２３ｍ）的ＳＡＴ算法。

从目前的研究现状来看，用 ｍ来衡量 ＳＡＴ算法可
以比用（３，３）－文字分支算法做得更好。下一个目标是
（３，４）－文字。在（３，４）－文字上实现分支的效率将得
到时间为Ｏ（１２２１ｍ）的 ＳＡＴ算法。目前还未有符合
这个上限的ＳＡＴ算法。

４　基于参数Ｌ的算法

下面考虑用输入实例长度 Ｌ来衡量 ＳＡＴ算法时间
复杂度。由于ＳＡＴ问题是ＮＰ完全问题，不期望 ＳＡＴ算
法的运行时间是 Ｌ的多项式，要得到由参数 Ｌ度量的
ＳＡＴ算法，可以观察得到 Ｌ≥ｍ。任何运行时间为
Ｏ（ｃｍ）的ＳＡＴ算法也是运行时间为Ｏ（ｃＬ）的ＳＡＴ算
法。根据第３节讨论的结果，易知ＳＡＴ问题可以在时间
Ｏ（１２２３Ｌ）内求解。

分支和搜索ＳＡＴ算法通常使用参数 Ｌ比使用参数
ｍ做得更好。对于子句Ｃ中的文字 ｌ，赋值 ｌ＝１使子句
Ｃ满足，从而将参数ｍ减少１，将参数 Ｌ减少｜Ｃ｜。当处
理参数Ｌ时，用于参数ｍ的一些方法变得无效。设公式
Ｆ是明确的，没有子句是Ｆ中另一个子句的子集（参见第
３节过程－Ｍ的步骤Ｍ１和Ｍ２），过程－Ｍ的步骤Ｍ３不
再满足：即使在ａｂ＜ａ＋ｂ的条件下，在（ａ，ｂ）－文字上的
消解也可能增加公式的长度，（１，１）－文字上的消解不会
增加公式长度。考虑（１，２）－文字ｌ，公式Ｆ可以写成

Ｆ＝Ｆ０∧（ｌ∨Ｃ１）∧（珋ｌ∨Ｃ′１）∧（珋ｌ∨Ｃ′２）。
如果｜Ｃ１｜≤３，则不难验证消解不会增加公式长度。
当使用Ｌ作参数时，有以下过程：
过程－Ｌ
Ｌ１．Ｆ是明确的；
Ｌ２．如果Ｆ有两个子句Ｃ′和Ｃ″，满足Ｃ′Ｃ″，则从

Ｆ中删除Ｃ″；
Ｌ３．如果Ｆ有一个（１，１）－文字 ｌ，或者有一个（１，

２）－文字ｌ，其中，ｌ在一个大小不大于４的子句中，那么
对ｌ进行消解；

Ｌ４．选择文字ｌ和ｌ上的分支。
步骤Ｌ１－Ｌ３是多项式时间的，没有增加公式长度。

只需要考虑步骤Ｌ４，假设步骤 Ｌ１－Ｌ３都不适用于公式
Ｆ，让ｌ是Ｌ４中Ｆ的文字。

如果ｌ是（１，２）－文字，那么 Ｆ＝Ｆ０∧（ｌ∨Ｃ１）∧（珋ｌ

∨Ｃ′１）∧（珋ｌ∨Ｃ′２）。由于步骤 Ｌ３中｜Ｃ１｜≥４，并且由 Ｌ１
易知｜Ｃ′１｜，｜Ｃ′２｜≥１。赋值 ｌ＝１将公式长度至少减少
５＋１＋１＝７（也可以通过此赋值从公式中删除珋ｌ），赋值ｌ
＝０会将公式长度至少减少１＋２＋２＝５。这样分支至
少和（５，７）－分支一样好。

如果ｌ是（１，３＋）－文字，那么 Ｆ＝Ｆ０∧（ｌ∨Ｃ１）∧
（珋ｌ∨Ｃ′１）∧（珋ｌ∨Ｃ′２）∧（珋ｌ∨Ｃ′３）（ＣＮＦ公式 Ｆ０可能仍然
包含文字珋ｌ）。步骤Ｌ３不适用于ｌ，｜Ｃ１｜可以小到１。赋
值ｌ＝１将公式长度至少减少２＋１＋１＋１＝５，赋值ｌ＝０
将公式长度至少减少１＋２＋２＋２＝７。同样，至少和（５，
７）－分支一样好。

如果ｌ是（２＋，２＋）－文字，那么使用与上述类似的
分析可以得出分支至少与（６，６）－分支一样好。

（５，７）－分支的分支多项式为 ｘＬ－ｘＬ－５－ｘＬ－７，其
最大根为ｘ＝１１２３…，（６，６）－分支的分支多项式为
ｘＬ－２ｘＬ－６，其最大根为 ｘ＝１１２２…。通过定理３，得出
定理８。

定理８　ＳＡＴ问题能在时间Ｏ（１１２４Ｌ）内求解，其
中，Ｌ是输入公式的长度。

同样地，通过更仔细地检查复杂分支操作的公式结

构，识别更多不需要分支就可以处理的情况，定理８中
给出的上界可以得到改进。进展包括 Ｇｅｌｄｅｒ［３０］提出的
运行时间为 Ｏ（１０９３Ｌ）的 ＳＡＴ算法，Ｈｉｒｓｃｈ［２７］提出的
进一步改进的时间上界Ｏ（１０７４Ｌ），以及Ｗａｈｌｓｔｒｍ［３１］

提出的运行时间为Ｏ（１０６７Ｌ）的新的ＳＡＴ算法。
Ｃｈｅｎ等［３２］提出了一种基于度量与控制方法的新算

法，这是一种用于分析一般ＮＰ难问题的分支与搜索算法
新技术［３３］。将ＣＮＦ公式Ｆ中变量ｘ的度数ｄｅｇ（ｘ）定义

为文字ｘ和珋ｘ在Ｆ中出现的次数。Ｌ＝∑ｘ∈Ｆ
ｄｅｇ（ｘ）。在

更大程度的变量上进行分支，会使公式长度减少得更明

显，处理效率更高。对一个变量进行分支会改变其他变

量的度数，这可能会影响实例的后续处理。

可以根据变量度数来分配不同权重的变量。分支

搜索算法不仅考虑了公式长度的减少，而且还考虑了公

式中变量度数的变化。

形式上ｗｉ是分配给度数为ｉ的变量的权重（ｉ≥０）。
将ＣＮＦ公式 Ｆ的加权长度 Ｌ′（Ｆ）定义为 Ｌ′（Ｆ）＝

∑ｉ≥１
ｗｉｎｉ，其中，ｎｉ是 Ｆ中度数为 ｉ的变量的个数。

Ｃｈｅｎ等［３２］选择了以下可变权重：

ｗ１＝０３２，ｗ２＝０４５，ｗ３＝０９９７，ｗ４＝１８９７，当
ｉ≥５时，ｗｉ＝ｉ／２，０３２·Ｌ（Ｆ）≤Ｌ′（Ｆ）≤Ｌ（Ｆ）。分支
和搜索过程尝试对导致权值长度 Ｌ′最大减少的变量进
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行分支。

从正则公式长度 Ｌ到加权公式长度 Ｌ′的转换并非
没有意义。多项式时间预处理中使用的许多技巧不再

有效，它们可能会增加加权公式长度。在运算之后检查

结果公式的加权长度也更加复杂，因为还需要考虑运算

中涉及的变量度数。Ｃｈｅｎ等［３２］提出了一种基于加权公

式长度的分支搜索ＳＡＴ算法，并且能够证明该算法运行
时间为Ｏ（１１３４５Ｌ′）。由于 Ｌ′≤Ｌ／２，因此，给出了一
个运行时间为Ｏ（１０６５Ｌ）的算法，该算法是目前基于
参数Ｌ最快的ＳＡＴ算法。

５　结　论

本文介绍ＳＡＴ问题最前沿的精确算法，ＳＡＴ问题是
计算机科学研究的核心，在自然科学、社会科学、医学、

工程和商业等许多领域都有应用。本文的方法遵循了

算法发展和计算复杂性理论中的主流，基于最坏情况对

算法的性能进行了定量分析。在这一研究领域，仍有许

多有趣而重要的未解问题。

第一个基本的方向是用参数 ｎ、ｍ和 Ｌ开发更快的
ＳＡＴ算法。文献中大多数已知算法都在很大程度上基
于两种基本技术：消解和分支搜索。消解是一种有效的

操作，可以减少变量的数量，缺点是它可能会增加公式

的长度。这可能是困难的，而且需要繁琐的个案分析以

了解公式通过特定变量消解而实际影响的长度。事实

上大多数算法在很多情况下都不应用消解，这仅仅是因

为检查所有可能的情况来验证解析操作的效率变得过

于繁琐。另一方面分支和搜索是一个复杂的操作，这是

使算法指数时间运行的来源，基于最坏情况分析考虑了

应用分支和搜索最坏可能的公式结构，并且在很大程度

上忽略了复杂的分支和搜索操作次数以及应用这些操

作后的结果。开发ＳＡＴ算法的经验表明分支和搜索操
作可能会产生一些非常受欢迎的公式结构，在这些结构

上可以应用更有效的操作，然而同样不好的是这些公式

结构研究困难，而且这种方法很难避免繁琐的逐个检

查。许多逐步改进的 ＳＡＴ算法在很大程度上是基于识
别更多公式结构的技术，在这些公式结构上可以应用有

效的运算。研究复杂的分支和搜索产生的可以更有效

处理的公式结构能够“平衡”分支和搜索操作所导致的

高计算复杂性。进一步的研究仅能取得小的改进，想要

获得突破还需要新的技术、算法和分析。

在第２节中所讨论的 Ｓｃｈｎｉｎｇ的３ＳＡＴ问题随机
算法是为ＳＡＴ问题开发的新算法技术，不使用消解也不

使用分支和搜索。它从一个精心选择的初始赋值开始

（在随机版本中，它是一个随机选择的赋值，而在其去随

机化版本［２０］中，赋值是由精心设计的“覆盖码”构成的，

覆盖了一些 Ｈａｍｍｉｎｇ半径的球的所有可能赋值）。在
初始分配之后，该算法使用局部搜索来“纠正”初始分配

中的错误位。这种方法还是很自然的，不便之处在于分

析该算法的有效性。

第４节中描述的度量和控制方法是 ＳＡＴ算法的新
分析技术。该方法对变量赋予不同的权值，使得不同变

量的分支和搜索操作的计算开销得到评估。通过计算

分支和搜索操作的权重，用高效的操作“平衡”分支和搜

索的高计算复杂性，从而使算法总的复杂度变得更好。

这些新的算法和分析技术仍处于非常初级的阶段，

前景很好，对发现更快的ＳＡＴ算法具有重要作用。
对ＳＡＴ问题的计算上限也需要更新、更深入的研

究。人们希望有更有力的证据来支持 ＥＴＨ和 ＳＥＴＨ假
说，假说失败的可能性并没有被完全排除。许多与ＥＴＨ
和ＳＥＴＨ有关或类似问题的答案都是未知的。例如如
果使用参数 Ｌ来测量 ＳＡＴ算法，ＳＡＴ算法是否可能在
时间Ｏ（２ｏ（Ｌ））内运行，这是以 Ｌ表示的次指数时间，
这并非完全不可能，用 Ｌ度量的当前最佳 ＳＡＴ算法运
行时间为Ｏ（１０６５Ｌ），１０６５已经非常接近１（ＳＡＴ问
题可以在时间Ｏ（２ｏ（Ｌ））内解决当且仅当它可以在时间
Ｏ（ｃＬ）（ｃ＞１）内解决）。此外，ＳＡＴ问题的 Ｏ（２ｏ（Ｌ））
时间算法与 ＳＡＴ问题的 ＮＰ完备性并不矛盾。有许多
已知的ＮＰ完全问题（如平面图上的ＮＰ完全图问题）可
以在其输入长度上以次时间指数求解。

除了基于最坏情况计算复杂性分析的 ＳＡＴ问题精
确算法的研究外，ＳＡＴ问题启发式算法的发展历史悠
久，是计算机科学与工程领域一个非常活跃和热门的研

究领域。启发式算法以实例结构中的直觉和实践经验

为基础，试图有效地解决ＳＡＴ问题。在某些情况下启发
式算法可能无法正确地解决问题（如在 ＹＥＳ实例中可
能输出ＮＯ），而且可能无法保证某些输入实例的计算效
率。一些ＳＡＴ算法被称为“启发式”算法，即使它们能
够在所有输入实例上正确有效地解决ＳＡＴ问题，但是不
能为这些性能提供正式的证明。许多文献中发表的启

发式算法在大多数ＳＡＴ实例上运行良好，并在实际中得
到了成功的应用。关于 ＳＡＴ问题启发式算法的更多细
节可参阅文献［３４］。

这些求解ＳＡＴ问题的启发式算法在文献中被称为
ＳＡＴ求解器。在本文中详细讨论的两种基本技术消解
和分支与搜索一直是 ＳＡＴ求解器开发中的主要工具。

９４



　　 广州大学学报（自然科学版） 第２２卷　

尽管在最坏的情况下，所有已知的ＳＡＴ算法的运行时间
复杂度都具有很强的指数因子，但现代ＳＡＴ求解器能够
求解涉及数万个变量和数百万个子句的 ＳＡＴ实例［３５］。

某种程度上快速ＳＡＴ求解器的存在与基于最坏情况分

析的ＳＡＴ算法时间复杂度的最佳理论上界相矛盾，这表
明该研究领域的理论研究与实际实现之间存在着巨大

的差距。显然为了更好地求解 ＳＡＴ问题和更准确地分
析ＳＡＴ算法，还需要新的技术和更深入的研究。
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