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基于 ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ模型下 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ传播动力学分析
江锐斌，郭志明

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：登革热是由登革病毒经蚊媒传播引发的一种急性传染病，目前一种新型的生物控制策略是向野外释
放感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的蚊子，这种蚊子能够有效抑制登革热病毒在人群之间的传播。基于经典的ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ模
型，文章假设在完全ＣＩ的条件下，建立一个具有世代重叠的扩展的 ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ模型，研究在４种不同的释放
策略下该模型的动力学行为。通过应用差分方程稳定性与分支理论，证明该模型平衡点的存在性条件、稳定性

性态和吸引域，成功找到了Ｗｏｌｂａｃｈｉａ在野生蚊子种群中成功传播的释放阈值ｒ，并且当ｒ＝ｒ时，模型存在一
个鞍结点分支，最后利用数值模拟证明所得出的结论。
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　　登革热是由登革热病毒所引起的一种急性传
染病，它的传播机制主要是通过雌蚊叮咬患者从

而携带登革热病毒，然后再去叮咬正常人，使得正

常人也患病，其中，最主要的两种传播蚊子是白纹

伊蚊和埃及伊蚊。近几年来，登革热已经在世界

上各个地方广泛流行起来，据统计，每年全世界大

约有４亿人感染登革热，约有９６００万人患病，他
们主要是分布在热带以及亚热带的国家或地区，

以非洲、东南亚、美洲地区最为严重［１－２］。登革热

患者的主要临床表现是发烧、头痛、肌肉酸痛以及
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呕吐等，除此之外也有部分人会出现腹痛或胃肠

道不适等症状，轻则５～１０天就能康复，重则会导
致器官受损或死亡［３－４］。登革热具有传播速度

快、发病率高和患者死亡率高等特点，这不得不引

起全球人类的重视，但因为目前还没有研制出有

效的疫苗或是药物，来对抗登革热病毒，因此，只

能切断登革热病毒的传播途径，如通过化学药物

来灭蚊，但这种灭蚊措施局限性较大，且长期使用

会使蚊子产生抗药性以及对环境造成污染［５］。如

何安全并且有效抑制登革热病毒的传播，已经成

为全球科学家所研究的课题。

有研究发现，可以采用一些生物措施来控制

登革热病毒的传播，关于生物控制目前最主要的

措施是向野外释放携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的蚊子，已有大
量实验表明，Ｗｏｌｂａｃｈｉａ可以抑制登革热病毒在蚊
子体内的复制，从而降低登革热在人群与蚊子之

间传播的概率。因为 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ可经过母体垂直
传播给后代，所以只要成年雌蚊感染了Ｗｏｌｂａｃｈｉａ，
其后代也会感染此菌［６］，并且被感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的
雄蚊与正常雌蚊交配后所产下的后代会因为细胞

质不相容（ＣｙｔｏｐｌａｓｍｉｃＩｎｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ，简称 ＣＩ）而
在早期胚胎中死亡［７］，这些特点都有利于 Ｗｏｌｂａ
ｃｈｉａ在野外蚊子种群中进行传播，与传统的控制
措施相比，使用Ｗｏｌｂａｃｈｉａ是一种新型且环境友好
的控制方式。

基于生物控制有这样显著的效果，许多学者

通过建立数学模型来研究感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子在
野生蚊子中的传播动力学行为。在 ２０１４年，
Ｚｈｅｎｇ等［８］提出一个利用携带Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄蚊来控
制野生蚊子数量的时滞微分方程模型，在一些特

定的条件下对该模型进行分析，并给出了确定的

感染频率的阈值，即如果要将野外蚊群消灭，替换

成携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊群，则释放携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄
蚊的数量要大于这个阈值，另外他们还发现，当感

染蚊子的雌雄比例为１∶５时是最优的释放方案。
在２０１８年，Ｙｕ［９］通过建立一个时滞微分方程研究
携带Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄蚊在野外蚊子种群中的传播动
力学行为，他在文中提出了两种释放策略：补偿策

略和恒定策略。补偿策略是通过释放新的携带

Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄蚊来补充雄蚊的损失，而恒定策略是
每间隔 Ｔ天释放固定的携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄蚊的数
量。在补偿策略中他找到了释放阈值 ｒ，当携带
Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄蚊的释放量小于阈值时，模型显示出

两个稳定平衡点和一个不稳定平衡点的双稳态，

当携带Ｗｏｌｂａｃｈｉａ雄蚊的释放量大于阈值时，Ｗｏｌ
ｂａｃｈｉａ传播成功，野生蚊子种群将被替换；而在恒
定策略下他利用数值模拟合理地估计了固定释放

量ｃ与周期 Ｔ的阈值。随着这个课题的深入研
究，有学者也考虑到在野生蚊子所生存的生态系

统中，它们会因为存在天敌或食物分布不均匀等

而发生扩散的现象，此时对Ｗｏｌｂａｃｈｉａ传播也会产
生一定的影响。Ｃｈａｎ等［１０］通过建立一个反应扩

散方程来研究 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ在同一环境下的空间扩
散情况，他们证明存在一个Ｗｏｌｂａｃｈｉａ成功入侵行
波解，并且估计了该行波解对应的波速。另外，对

于利用Ｗｏｌｂａｃｈｉａ来控制蚊媒传染病，还有其他学
者通过建立不同的离散模型、常微分方程模型以

及反应扩散方程模型等来进行研究［１１－１５］。

在本文中，假设 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ诱导的 ＣＩ效应是
完全的，即感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的雄性蚊子与未感染的
野生雌蚊交配之后所产生的受精卵全部死亡的情

况，这个情况在很多野外释放蚊子的实验中也得

到了证实［１６］。考虑在野外进行释放的试验中，对

野生蚊子种群数量以及感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子数量
的统计数据一般都是离散的，而且在自然界中，野

生蚊子种群在同一时期内会存在不同世代的蚊

子，即野生蚊子种群是世代重叠的，因此，在第一

部分建立了一个具有世代重叠的扩展 Ｂｅｖｅｒｔｏｎ－
Ｈｏｌｔ离散模型，在第二部分证明模型的有界性与
非负性，为了更加深入了解模型的动力学行为及

其性态，在第三部分讨论了在不同释放水平下平

衡点的存在性与稳定性，在第四部分，通过用分析

的方法找出了各个稳定平衡点的吸引域，此外，当

释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的数量 ｒ＝ｒ时，模型存
在一个鞍结点分支，即随着参数 ｒ的变化，一个平
衡点会消失，并且分支成两个平衡点，其中一个是

稳定的，另一个是不稳定的，第五部分中用数值模

拟来验证所得到的结论，最后在第六部分给出了

模型的主要结果，即感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子成功入侵
的阈值。

１　模型的建立

ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ模型是描述种群数量增长的离
散时间模型，它是用一个自治差分方程来描述种

群第ｔ＋１代的数量与第 ｔ代数量之间的函数关

８７
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系，令 ｙｔ表示种群第 ｔ代的数量，则 ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ
模型可表示为

ｙｔ＋１＝
ｂｙｔ
１＋ｃｙｔ

， （１）

其中，ｂ表示种群的出生率，ｃ表示种内竞争系数，
且ｂ，ｃ＞０。对于这个模型，有下面的结论：当０＜ｂ
＜１时，这个模型只有一个非负平衡点 ｙ ＝０，并
且这个平衡点是全局渐近稳定的，当 ｂ＞１时，这

个模型存在两个非负的平衡点 ｙ ＝０，ｙ ＝ｂ－１ｃ，

其中，ｙ ＝０是不稳定的，ｙ ＝ｂ－１ｃ是全局渐近稳

定的。

在本文中，建立一个通过释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ
雄蚊来抑制野生蚊子增长的离散时间模型，并且

考虑到野生蚊子在现实中具有世代重叠的自然现

象，令ｘｔ表示野生蚊子种群第 ｔ代的数量，则该模
型可以表示为

ｘｔ＋１＝ｂ（ｘｔ，ｒ）＋（１－ｄ）ｘｔ， （２）
其中，ｒ≥０表示释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的数量，
ｂ（ｘｔ，ｒ）表示野生蚊子的增长函数，因为在蚊子种
群中会存在种内竞争与种间竞争，所以这个增长

函数同时会受到野生蚊子的数量与释放感染 Ｗｏｌ
ｂａｃｈｉａ蚊子数量的影响；ｄ为死亡率，０＜ｄ＜１，（１
－ｄ）ｘｔ是表示第ｔ代野生蚊子的幸存数量。
为了更准确地描述野生蚊子种群数量的变化

情况，增长函数采用 ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ模型，但与方程
（１）不一样的是，在这里还要考虑野生蚊子与感染
Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子之间的种间竞争关系，以及如果感
染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子与野生蚊子具有相同的交配竞
争力，则第 ｔ代野生蚊子与感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子交

配的概率是
ｘｔ
ｒ＋ｘｔ

，而且感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子与野生

蚊子交配之后会出现 ＣＩ的现象，假设它们交配之
后所产生的卵全部不能正常孵化，此时野生蚊子

种群的出生率变为 ｂ·
ｘｔ
ｒ＋ｘｔ

，通过修改方程（１），

可以得到一个新的ＢｅｖｅｒｔｏｎＨｏｌｔ模型

ｂ（ｘｔ，ｒ）＝
ｂｘｔ

１＋ｃ１ｒ＋ｃ２ｘｔ
ｘｔ
ｒ＋ｘｔ

， （３）

其中，ｂ表示野生蚊子种群的出生率，ｃ１和 ｃ２分别
表示种间竞争系数、种内竞争系数，并且ｂ，ｃ１，ｃ２＞
０。将方程（３）代入方程（２），并且考虑到蚊子种群
的种间竞争和种内竞争之间的关系可以忽略，令

ｃ１＝ｃ２＝ｃ，从而得到模型

ｘｔ＋１＝
ｂｘｔ

１＋ｃｒ＋ｃｘｔ
ｘｔ
ｒ＋ｘｔ

＋（１－ｄ）ｘｔ。 （４）

令ｙｔ＝ｃｘｔ，经过无量纲化，将方程（４）化为

ｙｔ＋１＝
ｂｙｔ

１＋ｃｒ＋ｙｔ
ｙｔ
ｃｒ＋ｙｔ

＋（１－ｄ）ｙｔ。 （５）

为了不混淆表达式，这里的变量依然用ｘｔ来表示，
让Ｒ＝ｃｒ＞０，这样可以得到下面的模型

ｘｔ＋１＝
ｂｘｔ

１＋Ｒ＋ｘｔ
ｘｔ
Ｒ＋ｘｔ

＋（１－ｄ）ｘｔＦ（ｘｔ）。（６）

另 外，对 任 意 ｘ ＞ ０，Ｆ′（ｘ） ＝
ｂｘ［２Ｒ（１＋Ｒ＋ｘ）＋ｘ］
（１＋Ｒ＋ｘ）２（Ｒ＋ｘ）２

＋（１－ｄ）＞０，即Ｆ（ｘ）是一

个非线性单调递增函数，并且Ｆ（０）＝０。

２　非负性与有界性

为了使模型更具实际意义，对于模型（６），用
下面的引理来证明其非负性与有界性。

引理１　任意给定一个初值条件ｘ（ｔ０）＝ｘ０≥
０，模型（６）的解ｘｔ＝ｘ（ｔ，ｔ０，ｘ０）具有非负性和有界

性，并且其正不变集为Ω＝｛ｘ∈Ｒ｜０≤ｘ≤ｂｄ｝。

证明　由于模型（６）中所有的参数都是非负
的，故对任意给定一个初值条件 ｘ（ｔ０）＝ｘ０≥０，其
解ｘｔ＝ｘ（ｔ，ｔ０，ｘ０）必定是非负的。下面证明其有
界性。从模型（６）可得

ｘｔ＋１≤ｂ＋（１－ｄ）ｘｔ，
令ｄ１＝１－ｄ，则有 ｘｔ＋１－ｄ１ｘｔ≤ｂ，由这个递推关
系，可以得到下面的ｔ个不等式

ｘｔ－ｄ１ｘｔ－１≤ｂ，

ｄ１ｘｔ－１－ｄ１
２ｘｔ－２≤ｄ１ｂ，

ｄ１
２ｘｔ－２－ｄ１

３ｘｔ－３≤ｄ１
２ｂ，

……

ｄｔ－１１ ｘ１－ｄ
ｔ
１ｘ０≤ｄ

ｔ－１
１ ｂ













。

将上述ｔ个不等式全部相加，可得

ｘｔ－ｄ
ｔ
１ｘ０≤ｂ（１＋ｄ１＋ｄ

２
１＋…＋ｄ

ｔ－１
１ ）＝ｂ

１－ｄｔ１
１－ｄ１

，

如果ｘ０≤
ｂ
ｄ，则

ｘｔ≤
ｂ
ｄ（１－ｄ

ｔ
１）＋

ｂ
ｄｄ

ｔ
１＝
ｂ
ｄ。

因此，模型（６）的正不变集为

Ω＝｛ｘ∈Ｒ｜０≤ｘ≤ｂｄ｝。

９７
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３　平衡点的存在性与稳定性分析

平衡点的存在性是研究野生蚊子种群的动力

学行为的一个重要部分，为了证明模型（６）平衡点
的存在性，有以下引理：

引理２　记

Ｒ ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｄ ，

则模型（６）的非负平衡点可以分为以下几种情况：
（Ⅰ）当ｂ≤ｄ，Ｒ≥０时，模型（６）有且只有一

个平衡点ｘ０ ＝０。
（Ⅱ）当ｂ＞ｄ时，有以下４种情况：
（ｉ）如果Ｒ＝０ｒ＝０，模型（６）有两个非负平

衡点

ｘ０ ＝０，ｘ１ ＝
ｂ
ｄ－１；

（ｉｉ）如果０＜Ｒ＜Ｒ０＜ｒ＜Ｒ


ｃ，模型（６）有

３个非负平衡点

ｘ０ ＝０，ｘ１ ＝－
（２Ｒ＋１－ｂｄ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ，

ｘ２ ＝
－（２Ｒ＋１－ｂｄ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ，

其中，

β（Ｒ）＝（２Ｒ＋１－ｂｄ）
２－４Ｒ（Ｒ＋１）＝

－４ｂｄＲ＋（１－
ｂ
ｄ）

２；

（ｉｉｉ）如果 Ｒ＝Ｒｒ ＝Ｒ


ｃ，模型（６）也有两

个非负正平衡点

ｘ０ ＝０，ｘ ＝
ｂ２－ｄ２
４ｂｄ；

（ｉｖ）如果Ｒ＞Ｒｒ＞Ｒ


ｃ，模型（６）有且只有

一个非负平衡点ｘ０ ＝０。
证明　显然，ｘ０ ＝０始终都是模型（６）的一个

平衡点，下面证明其他正平衡点的存在性。考虑

下面的方程

ｂｘ
（１＋Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ）＝ｄ， （７）

它等价于

ｘ２＋（２Ｒ＋１－ｂｄ）ｘ＋Ｒ（Ｒ＋１）＝０。

设

ｈ（ｘ，Ｒ）＝ｘ２＋（２Ｒ＋１－ｂｄ）ｘ＋Ｒ（Ｒ＋１），

则模型（６）的正平衡点是ｈ（ｘ，Ｒ）的零点。

（Ｉ）当ｂ≤ｄ，Ｒ≥０时，则２Ｒ＋１－ｂｄ≥０，ｈ（ｘ，

Ｒ）的对称轴是负的，ｈ（０，Ｒ）＞０，则ｈ（ｘ，Ｒ）＝０不
存在有正实根。

（ＩＩ）当ｂ＞ｄ时，则有：

（ｉ）如果Ｒ＝０，ｈ（ｘ，Ｒ）＝ｘ２＋（１－ｂｄ）ｘ，此时

ｈ（ｘ，Ｒ）＝０只有一个正实根ｘ１ ＝
ｂ
ｄ－１；

（ｉｉ）如果２Ｒ＋１－ｂｄ＜０，即 Ｒ＜
ｂ－ｄ
２ｄ，在这样

的条件下，ｈ（ｘ，Ｒ）＝０才有可能存在正实根，它的
判别式是

Δ＝（２Ｒ＋１－ｂｄ）
２－４Ｒ（Ｒ＋１）＝

－４ｂｄＲ＋（１－
ｂ
ｄ）

２β（Ｒ）。 （８）

这是一个关于Ｒ的线性函数，令β（Ｒ）＞０，得

到０＜Ｒ＜（ｂ－ｄ）
２

４ｂｄ ＝Ｒ ＜ｂ－ｄ２ｄ，此时，ｈ（ｘ，Ｒ）＝０

有两个正实根

ｘ１ ＝－
（２Ｒ＋１－ｂｄ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ，

ｘ２ ＝
－（２Ｒ＋１－ｂｄ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ；

（ｉｉｉ）在方程（８），令 β（Ｒ）＝０，解得 Ｒ ＝
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ，在这样的条件下，ｈ（ｘ，Ｒ）＝０只有一个

正实根ｘ ＝ｂ
２－ｄ２
４ｂｄ；

（ｉｖ）从（ｉｉ）可以知道，如果 Ｒ ＜Ｒ＜ｂ－ｄ２ｄ，有

２Ｒ＋１－ｂｄ＜０且 β（Ｒ）＜０，此时，ｈ（ｘ，Ｒ）＝０是

没有实根的；当２Ｒ＋１－ｂｄ≥０时，即 Ｒ≥
ｂ－ｄ
２ｄ，此

时，ｈ（ｘ，Ｒ）的对称轴是负的，ｈ（０，Ｒ）＞０，ｈ（ｘ，Ｒ）
＝０也不存在正实根；综上所述，如果 Ｒ＞Ｒ，
ｈ（ｘ，Ｒ）＝０不存在正实根。 ■

以下通过引理２讨论ｂ，ｄ，Ｒ在不同取值范围
内各个平衡点的稳定性。

０８
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定理１　当ｂ≤ｄ，Ｒ≥０时，模型（６）只有一个
平衡点ｘ０ ＝０，ｘ０ ＝０是全局渐近稳定的。

证明　当ｂ≤ｄ，Ｒ≥０时，由引理２（Ｉ）可知模
型（６）有只有一个零平衡点 ｘ０ ＝０，并且当 ｘ＞０

时，ｈ（ｘ，Ｒ）＞０ ｂｘ
（１＋Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ）－ｄ＜０。由

｜Ｆ′（０）｜＝｜１－ｄ｜＜１可知 ｘ０ ＝０是局部渐近稳
定的，以下进一步证明它是全局渐近稳定的。任

意给定一个初值 ｘ０＞０，由于 Ｆ（ｘ）是一个单调递
增函数，则

ｘ１－ｘ０ [＝ ｂｘ０
２

（１＋Ｒ＋ｘ０）（Ｒ＋ｘ０）
＋（１－ｄ）ｘ]０

[
－

ｂｘ２０
（１＋Ｒ＋ｘ２０ ）（Ｒ＋ｘ

２
０ ）
＋（１－ｄ）ｘ]０ ＝

Ｆ（ｘ０）－Ｆ（ｘ０）＞０，
这表明，当ｘ０＞０＝ｘ０ 时，必有ｘｔ＞ｘ０。此外由模
型（６）可知，

ｘｔ＋１
ｘｔ
＝１＋

ｂｘｔ
（１＋Ｒ＋ｘｔ）（Ｒ＋ｘｔ）

－ｄ＜１，

这说明模型（６）的解 ｘｔ是单调递减并趋于 ｘ０，因
此，ｘ０ ＝０是全局渐近稳定的。 ■

下面主要讨论 ｂ＞ｄ时，即出生率大于死亡率
时野生蚊子种群 ｘｔ的数量变化情况，分为以下４
种情况：

Ｃａｓｅ（ｉ）：当 ｂ＞ｄ，Ｒ＝０时，即野生蚊子种群
不受释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的干扰时，模型（６）
可简化为

ｘｔ＋１＝
ｂｘｔ
１＋ｘｔ

＋（１－ｄ）ｘｔ， （９）

即Ｆ（ｘ）＝ ｂｘ１＋ｘ＋（１－ｄ）ｘ。

定理２　当ｂ＞ｄ，Ｒ＝０时，模型（６）有两个非

负平衡点ｘ０ ＝０，ｘ１ ＝
ｂ
ｄ－１，其中，ｘ


０ 是不稳定

的，ｘ１ 是全局渐近稳定的。
证明　当 ｂ＞ｄ，Ｒ＝０时，由引理２（ＩＩ）（ｉ）可

知方程（９）有两个非负平衡点ｘ０ ＝０，ｘ１ ＝
ｂ
ｄ－１，

在Ｒ＝０的条件下，有

Ｆ′（ｘ）＝ ｂ
（１＋ｘ）２

＋１－ｄ＞０，

故Ｆ（ｘ）是一个单调递增函数。当 ｂ＞ｄ时，
｜Ｆ′（ｘ０）｜＝｜１＋ｂ－ｄ｜＞１，因此，ｘ０ 是不稳定的；

｜Ｆ′（ｘ１）｜＝｜
ｄ２
ｂ＋１－ｄ｜＜１，正平衡点 ｘ


１是局部

渐近稳定的。任意给定一个初值ｘ０＞０，当ｘ０＞ｘ１
时，

ｘ１－ｘ１ [＝ ｂｘ０
１＋ｘ０

＋（１－ｄ）ｘ ]０
[

－

ｂｘ１
１＋ｘ１

＋（１－ｄ）ｘ ]１ ＝

Ｆ（ｘ０）－Ｆ（ｘ１）＞０，
这表明，当ｘ０＞ｘ１ 时，一定有ｘｔ＞ｘ１。另外，由方
程（９）可以得到

ｘｔ＋１
ｘｔ
＝ ｂ
１＋ｘｔ

＋１－ｄ＜ ｂ
１＋ｘ１

＋１－ｄ＝１，

则ｘｔ是单调递减趋于ｘ１；同理可得，当０＜ｘ０＜ｘ１
时，ｘｔ＜ｘ１，且ｘｔ单调递增趋于 ｘ１，因此，ｘ１ 是全
局渐近稳定的。 ■

当Ｒ＞０时，此时感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子入侵到
野生蚊子种群中，野生蚊子种群出现比较复杂的

动力学行为。在这种情况下，ｘ０ ＝０始终是模型
（６）的一个零平衡点，并且｜Ｆ′（０）｜＝｜１－ｄ｜＜１，
因此，零平衡点是局部渐近稳定的。

Ｃａｓｅ（ｉｉ）：当ｂ＞ｄ，０＜Ｒ＜Ｒ时，模型（６）有３
个非负平衡点，它显示出一个双稳态结构。

定理３　当ｂ＞ｄ，０＜Ｒ＜Ｒ时，模型（６）有３
个非负平衡点

ｘ０ ＝０，ｘ１ ＝－
（２Ｒ＋１－ｂｄ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ，

ｘ２ ＝
－（２Ｒ＋１－ｂｄ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ，

其中，ｘ０ 是局部渐近稳定的，ｘ１ 是不稳定的，ｘ２

是局部渐近稳定的。

证明　对于定义在模型（６）中的函数 Ｆ（ｘ），
有

Ｆ′（ｘ）＝ｂｘ［２Ｒ（１＋Ｒ＋ｘ）＋ｘ］
（１＋Ｒ＋ｘ）２（Ｒ＋ｘ）２

＋（１－ｄ）。

假设ｘ是模型（６）的一个正平衡点，则ｘ满足方程
（７），由此可得

Ｆ′（ｘ）＝ｄ２Ｒ（１＋Ｒ＋ｘ）＋ｘ
（１＋Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ）＋（１－ｄ）＝

[ｄ ２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

ｘ
（１＋Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ ]） ＋（１－ｄ）＝

(ｄ ２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

ｄ)ｂ ＋（１－ｄ）＝

１＋ (ｄ ２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

ｄ
ｂ )－１ 。

（１０）

１８
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如果正平衡点ｘ满足

－２ｄ＜
２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

ｄ
ｂ－１＜０， （１１）

则ｘ是局部渐近稳定的；如果正平衡点ｘ满足
２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

ｄ
ｂ－１＜－

２
ｄ，

２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

ｄ
ｂ－１＞０。

（１２）
这两个条件中的任意一个，则ｘ是不稳定的。

当ｂ＞ｄ，０＜Ｒ＜Ｒ时，记 ａ＝ｂｄ，则 ａ＞１，由

引理２（ＩＩ）（ｉｉ）可知模型（６）除了有一个零平衡点
外还有２个正平衡点

ｘ１ ＝－
（２Ｒ＋１－ａ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ ，

ｘ２ ＝
－（２Ｒ＋１－ａ）＋ β（Ｒ槡 ）

２ 。

从方程（８）还可以得到：此时 β（Ｒ）＝－４ａＲ＋（１

－ａ）２，并且当０＜Ｒ＜Ｒ时， β（Ｒ槡 ）∈（０，ａ－１）。
对于正平衡点ｘ１，由不等式（１２）有

２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

１
ａ－１＝

２Ｒ
Ｒ＋ｘ１

＋１ａ－１＝

２Ｒ

Ｒ－（２Ｒ＋１－ａ）＋ β（Ｒ槡 ）

２

＋１ａ－１＝

１
ａ－１－

４Ｒ
１－ａ＋ β（Ｒ槡 ）

＝

（１－ａ）（１－ａ＋ β（Ｒ槡 ））－４Ｒａ
ａ（１－ａ＋ β（Ｒ槡 ））

＝

β（Ｒ）－（ａ－１） β（Ｒ槡 ）

ａ（１－ａ＋ β（Ｒ槡 ））
＝

１
ａ β（Ｒ槡 ）＞０，

因此，ｘ１ 是不稳定的。同理可得，对于正平衡点
ｘ２，有
２Ｒ
Ｒ＋ｘ＋

１
ａ－１＝

２Ｒ
Ｒ＋ｘ２

＋１ａ－１＝

２Ｒ

Ｒ＋－（２Ｒ＋１－ａ）＋ β（Ｒ槡 ）

２

＋１ａ－１＝

－β（Ｒ）－（ａ－１） β（Ｒ槡 ）

ａ（ａ－１＋ β（Ｒ槡 ））
＜０。

下面考虑不等式

－β（Ｒ）－（ａ－１） β（Ｒ槡 ）

ａ（ａ－１＋ β（Ｒ槡 ））
＞－２ｄ，

它等价于

β（Ｒ）＋（ａ－１） β（Ｒ槡 ）＜

２ａ（ａ－１＋ β（Ｒ槡 ））

ｄ 

β（Ｒ）＋（ａ－１－２ａｄ） β（Ｒ槡 ）－２ａ（ａ－１）ｄ ＜０。

令ｆ（槡β）＝β＋（ａ－１－
２ａ
ｄ）槡β－

２ａ（ａ－１）
ｄ ，槡β∈

（０，ａ－１），因为 ｆ（０）＝－２ａ（ａ－１）ｄ ＜０和 ｆ（ａ－

１）＝２（ａ－１）（ａ－１－２ａｄ）＜０，所以 ｆ（槡β）＜０对

任意的槡β∈（０，ａ－１）恒成立，即不等式（１１）是恒
成立的，因此，ｘ２ 是局部渐近稳定的。 ■

Ｃａｓｅ（ｉｉｉ）：当ｂ＞ｄ，Ｒ＝Ｒ ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｄ 时，由引

理２（ＩＩ）（ｉｉｉ）可知，模型（６）有一个零平衡点和一

个正平衡点 ｘ ＝ｂ
２－ｄ２
４ｂｄ，并且当 ｘ∈（０，ｘ

）∪

（ｘ，＋∞），ｈ（ｘ，Ｒ）＞０，即
ｂｘ

（１＋Ｒ ＋ｘ）（Ｒ ＋ｘ）
－ｄ＜０。 （１３）

定理４　当 ｂ＞ｄ，Ｒ＝Ｒ ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｄ 时，模型

（６）有两个非负平衡点 ｘ０ ＝０和 ｘ ＝
ｂ２－ｄ２
４ｂｄ，其

中，ｘ０ ＝０是局部渐近稳定的，ｘ是半稳定的。
证明　由前面可知零平衡点是局部渐进稳定

的，对于正平衡点ｘ，任意给定一个初值 ｘ０＞ｘ，
则

ｘ１－ｘ ＝Ｆ（ｘ０）－Ｆ（ｘ）＞０，
这就有 ｘ１＞ｘ，依次类推，可以得到 ｘｔ＞ｘ。另
外，由模型（６）与不等式（１３）可知
ｘｔ＋１
ｘｔ
＝１＋

ｂｘｔ
（１＋Ｒ ＋ｘｔ）（Ｒ ＋ｘｔ）

－ｄ＜１，

这表明ｘｔ是从 ｘ右边开始单调递减趋于 ｘ，因
此，ｘ是半稳定的。 ■

Ｃａｓｅ（ｉｖ）：当ｂ＞ｄ，Ｒ＞Ｒ时，有下面结论：
定理５　当 ｂ＞ｄ，Ｒ＞Ｒ时，模型（６）只有一

个平衡点ｘ０ ＝０，ｘ０ ＝０是全局渐近稳定的。
证明　定理５的证明与定理１相似，这里不再

赘述。

另外，图１更好地展示了这４种不同情况下
各个参数的取值范围，其中，Ｃａｓｅ（ｉ）对应的参数
范围是直线Ⅰ，Ｃａｓｅ（ｉｉ）对应的参数范围是区域

２８
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Ⅱ，Ｃａｓｅ（ｉｉｉ）对应的参数范围是曲线Ⅲ，Ｃａｓｅ（ｉｖ）
对应的参数范围是区域Ⅳ。

图１　４种不同情况下各个参数的取值范围
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｖａｌｕｅｒａｎｇｅｏｆｅａｃｈｐａｒａｍｅｔｅｒｉｎｆｏｕｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａ

ｓｅｓ

４　稳定平衡点的吸引域与鞍结点分支

文章在第三部分已经分析了 ｒ在不同取值范
围内各位非负平衡点的稳定性情况，包括全局稳

定性与局部稳定性，这也体现了模型（６）有着复杂
的动力学行为，在这部分里面继续分析各个稳定

平衡点的吸引域。除此以外，经过计算分析发现，

当Ｒ＝Ｒ ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｄ ，即 ｒ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｃｄ 时，模型（６）

存在一个鞍节点分支。

４．１　稳定平衡点的吸引域
定理６　对于模型（６）各个稳定平衡点，有以

下结论：

Ｃａｓｅ（ｉ）：ｘ１ 是全局渐近稳定的，它的吸引域
是（０，ｘ１）∪（ｘ１，＋∞）；

Ｃａｓｅ（ｉｉ）：ｘ０ 与ｘ２是局部渐近稳定的，其中，
ｘ０ 的吸引域是（０，ｘ１），ｘ２的吸引域是（ｘ１，ｘ２）
∪（ｘ２，＋∞）；

Ｃａｓｅ（ｉｉｉ）：ｘ０ 是局部渐近稳定的，它的吸引域
是（０，ｘ），ｘ是半稳定的；它的吸引域是（ｘ，
＋∞）；
Ｃａｓｅ（ｉｖ）：ｘ０ 是全局渐近稳定的，它的吸引域

是（０，＋∞）。
证明　Ｃａｓｅ（ｉ）、Ｃａｓｅ（ｉｉｉ）、Ｃａｓｅ（ｉｖ）在第四部

分已经证明了，下证 Ｃａｓｅ（ｉｉ）。与前面证法类似，
在ｂ＞ｄ，０＜Ｒ＜Ｒ的条件下，当 ｘ∈（０，ｘ１）时，

ｈ（ｘ，Ｒ）＞０ ｂｘ
（１＋Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ）－ｄ＜０，任取一

个初值ｘ０∈（０，ｘ１），则
ｘ１－ｘ０ ＝Ｆ（ｘ０）－Ｆ（ｘ０）＞０，

这就有ｘ１＞ｘ０，依次类推，可以得到ｘｔ＞ｘ０。另外
由模型（６）可知

ｘｔ＋１
ｘｔ
＝１＋

ｂｘｔ
（１＋Ｒ＋ｘｔ）（Ｒ＋ｘｔ）

－ｄ＜１，

这表明ｘｔ是单调递减趋于 ｘ０，因此，ｘ０ 的吸引域
是（０，ｘ１）。同理可得ｘ２的吸引域是（ｘ１，ｘ２）∪
（ｘ２，＋∞）。
４．２　鞍结点分支

记

Ｆ（ｘ，Ｒ）＝ ｂｘ
１＋Ｒ＋ｘ

ｘ
Ｒ＋ｘ＋（１－ｄ）ｘ，

则由方程（７）可知，Ｆ（ｘ，Ｒ）在平衡点处的偏导数
为

２Ｆ（ｘ，Ｒ）
ｘ２

＝ ２ｂ
（Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ＋１）－

４ｂｘ
（Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ＋１）２

－ ４ｂｘ
（Ｒ＋ｘ）２（Ｒ＋ｘ＋１）

＋

２ｂｘ２

（Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ＋１）３
＋ ２ｂｘ２

（Ｒ＋ｘ）２（Ｒ＋ｘ＋１）２
＋

２ｂｘ２

（Ｒ＋ｘ）３（Ｒ＋ｘ＋１）
＝

２ｄ
ｘ－

４ｄ
Ｒ＋ｘ＋１－

４ｄ
Ｒ＋ｘ＋

２ｄｘ
（Ｒ＋ｘ＋１）２

＋２ｄ
２

ｂ＋
２ｄｘ

（Ｒ＋ｘ）２
＝

２ｄ
ｘ＋
２ｄ２
ｂ＋２ (ｄｘ １

（Ｒ＋ｘ＋１）２
＋ １
（Ｒ＋ｘ） )２ －

４ (ｄ １
Ｒ＋ｘ＋１＋

１
Ｒ＋ )ｘ。 （１４）

Ｆ（ｘ，Ｒ）
Ｒ

＝－ｂｘ
２（Ｒ＋ｘ＋Ｒ＋ｘ＋１）
（Ｒ＋ｘ）２（Ｒ＋ｘ＋１）２

＝

　　－ ｂｘ２

（Ｒ＋ｘ）（Ｒ＋ｘ＋１）２
－ ｂｘ２

（Ｒ＋ｘ）２（Ｒ＋ｘ＋１）
＝

　　－ｄ ｘ
Ｒ＋ｘ＋１－ｄ

ｘ
Ｒ＋ｘ＝

　　－ (ｄｘ １
Ｒ＋ｘ＋１＋

１
Ｒ＋ )ｘ。

（１５）

当Ｒ＝Ｒ ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｄ ，即 ｒ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｃｄ 时，模型（６）

有一个平衡点ｘ ＝ｂ
２－ｄ２
４ｂｄ，由引理２（ＩＩ）（ｉｉｉ）可得

３８
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Ｆ（ｘ，Ｒ）＝０，由方程（１０）、（１４）、（１５）可知
Ｆ（ｘ，Ｒ）
ｘ

＝１＋ (ｄ ２Ｒ

Ｒ ＋ｘ
＋ｄｂ )－１ ＝

１＋ (ｄ
２（ｂ－ｄ）

２

４ｂｄ
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４ｂｄ

＋ｄｂ )－１ ＝

１＋ (ｄ ２（ｂ－ｄ）２

（ｂ－ｄ）２＋ｂ２－ｄ２
＋ｄｂ )－１ ＝１，

２Ｆ（ｘ，Ｒ）
ｘ２

＝２ｄ
ｘ
＋２ｄ

２

ｂ＋

２ｄｘ ( １
（Ｒ ＋ｘ ＋１）２

＋ １
（Ｒ ＋ｘ） )２ －

４ (ｄ １
Ｒ ＋ｘ ＋１

＋ １
Ｒ ＋ｘ ) ＝

２ｄ
ｂ２－ｄ２
４ｂｄ

＋２ｄ
２

ｂ＋

２ｄｂ
２－ｄ２
４ (ｂｄ

１

（
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４ｂｄ ＋１）

２
＋

１

（
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４ｂｄ）

)
２
－

４ (ｄ １
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４ｂｄ ＋１

＋

１
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４

)
ｂｄ

＝８ｂｄ
２

ｂ２－ｄ２
＋２ｄ

２

ｂ＋

２ｄ２(ｂ ｂ－ｄ
ｂ＋ｄ＋

ｂ＋ｄ
ｂ－ )ｄ －１６ｂｄ

２

ｂ２－ｄ２
＝

２ｄ２(ｂ １＋２（ｂ
２＋ｄ２）
ｂ２－ｄ )２ －８ｂｄ

２

ｂ２－ｄ２
＝

２ｄ２（３ｂ２＋ｄ２）
ｂ（ｂ２－ｄ２）

－８ｂｄ
２

ｂ２－ｄ２
＝

－２ｄ
２（ｂ２－ｄ２）
ｂ（ｂ２－ｄ２）

＝

－２ｄ
２

ｂ＜０，

Ｆ（ｘ，Ｒ）
Ｒ

＝－ｄｘ ( １
Ｒ ＋ｘ ＋１

＋ １
Ｒ ＋ｘ ) ＝

－ｄｂ
２－ｄ２
４ (ｂｄ

１
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４ｂｄ ＋１

＋

１
（ｂ－ｄ）２
４ｂｄ ＋ｂ

２－ｄ２
４

)
ｂｄ

＝

－ｄｂ
２－ｄ２
４ (ｂｄ

２ｄ
ｂ＋ｄ＋

２ｄ
ｂ－ )ｄ ＝－ｄ＜０，

则模型（６）会出现一个鞍结点分支［１７］，（ｘ，Ｒ）
是分支点，如图２所示，即存在一个 δ＞０，使得当
－δ＋Ｒ ＜Ｒ＜Ｒ，模型（６）在 ｘ＝ｘ的领域内有
两个平衡解ｘ１ 和ｘ２，其中，ｘ１ ＜ｘ，且ｘ１ 是不稳
定的，ｘ２ ＞ｘ，且ｘ２是渐近稳定的；而当Ｒ ＜Ｒ＜
Ｒ＋δ时，模型（６）在ｘ＝ｘ的领域内没有平衡解。

取ｂ＝４，ｄ＝０２，则模型（６）的鞍结点分支如
图２所示，其中，实线表示稳定，虚线表示不稳定。

图２　模型（６）的鞍结点分支示意图
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓａｄｄｌｅｎｏｄｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｆｏｒ

Ｍｏｄｅｌ（６）

５　数值模拟

为了更好地展示模型（４）的动力学行为，利用
ＭＡＴＬＡＢ软件进行数值模拟。在数值模拟中通过
固定参数ｂ、ｃ、ｄ的值，改变释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊
子的数量ｒ以及野生蚊子种群的数量初始值 ｘ０，
以观察野生蚊子种群数量ｘｔ的最终变化情况。

在数值模拟中固定模型（４）的参数如下：
ｂ＝４，ｃ＝１，ｄ＝０．２，

由前面可知释放阈值ｒ ＝（ｂ－ｄ）
２

４ｂｃｄ ＝４．５１２５。

　　在Ｃａｓｅ（ｉ）的情况下，即野生蚊子种群不受释
放感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的影响，如图３（ａ）所示，此
时，无论野生蚊子的初始数量有多少，野生蚊子种

群的数量最终将趋于平衡点ｘ１ ＝１９。
如果野生蚊子种群受到了释放感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ

蚊子的影响，并且产生完全的 ＣＩ现象。此时，野
生蚊子的数量表现出复杂的动态变化。在 Ｃａｓｅ
（ｉｉ）的情况下，取释放感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的数量
ｒ＝２∈（０，ｒ），由定理３可知有一个零平衡点和
两个正平衡点ｘ１≈０４１１３、ｘ２≈１４５８８８，此时，

４８
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野生蚊子的动力学行为是一个双稳态的结构，如

图３（ｂ）所示，当野生蚊子的初始数量比较小时，
野生蚊子种群最终将灭绝，即感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子
能成功入侵到整个野生蚊子种群中；相反，当野生

蚊子的初始数量比较大时，野生蚊子的数量最终

趋于 ｘ２，即感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子入侵失败。在
Ｃａｓｅ（ｉｉｉ）的情况下，如果释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子
的数量刚好是阈值 ｒ＝ｒ，由定理４可知，由一个
零平衡点和一个正平衡点 ｘ ＝４９８７５，如图 ３

（ｃ）所示，ｘ ＝４９８７５是半稳定的。在这种情况
下，野生蚊子种群数量的动态变化和 Ｃａｓｅ（ｉｉ）一
样，取决于野生蚊子初始数量的多少。在 Ｃａｓｅ
（ｉｖ）的情况下，取释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的数量
ｒ＝６∈（ｒ，＋∞），由定理５可知，只有一个零平
衡点，如图３（ｄ）所示，这意味着，当释放感染 Ｗｏｌ
ｂａｃｈｉａ蚊子的数量足够大时，此时，无论野生蚊子
的初始数量有多少，野生蚊子种群最终将灭绝，即

感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子入侵成功。

图３　Ｃａｓｅｓ（ｉ）～（ｉｖ）４种不同情况下ｘｔ的变化趋势图
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｘｔｕｎｄｅｒｆｏｕｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆＣａｓｅｓ（ｉ）～（ｉｖ）

６　结　论

登革热目前在全世界被视为一种比较严重的

蚊媒传染病，利用感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子来控制野生
蚊子种群数量的增长，从而切断登革热病毒的传

播途径，降低登革热在人群中传播的风险，这是一

种可持续且安全有效的生物控制策略。

　　本文通过建立一个具有世代重叠的离散竞争
模型来研究感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子在不同释放策略
下对野生蚊子种群数量的影响变化情况。首先证

明了在４种不同的释放策略下模型（４）平衡点的
存在性和全局稳定性性态，假设ｂ＞ｄ，则①如果释
放量ｒ＝０，则模型（４）存在一个不稳定的零平衡点

和一个全局渐近稳定的正平衡点；②如果释放量０
＜ｒ＜ｒ，则模型（４）存在一个局部渐近稳定的零
平衡点以及两个正平衡点，其中一个是不稳定的，

另一个是局部渐近稳定的；③如果释放量 ｒ＝ｒ，
则模型（４）存在一个局部渐近稳定的零平衡点和
一个半稳定的正平衡点；④如果释放量 ｒ＞ｒ，模
型（４）只有一个全局渐近稳定的零平衡点。另外，
当ｂ≤ｄ时，无论ｒ取任意值，模型只有一个全局渐
近稳定的零平衡点。平衡点存在性的参数条件区

域，如图１所示。除此以外，运用分析的方法来找
出不同情况下各个稳定平衡点的吸引域，这有助

于更加了解 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ在野生蚊子种群之间的传
播动力学行为。

此外，如果把释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的数量

５８
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ｒ作为分支参数，还证明了当 ｒ＝ｒ时模型（４）存
在一个鞍结点分支，在ｒ的邻域内，随着参数ｒ的
变小，模型（４）从不存在正平衡点到存在一个渐近
稳定的正平衡点，最后再分支成两个正平衡点，其

中一个是渐近稳定的，一个是不稳定的。

研究结果表明，在不同的释放策略下，本文找

到了模型的释放阈值 ｒ，如果释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ
蚊子的数量ｒ∈（０，ｒ］，则利用 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ抑制野
生蚊子增长是不确定的，当野生蚊子的种群规模

较小时，感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子成功入侵并抑制野生
蚊子的增长，当野生蚊子的种群规模较大时，感染

Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子入侵失败，即此时释放的数量还无
法抑制野生蚊子的增长，但与没有释放感染 Ｗｏｌ
ｂａｃｈｉａ蚊子相比，野生蚊子的数量最终是减少的；
如果释放感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的数量 ｒ＞ｒ，无论
野生蚊子的种群规模有多大，野生蚊子的数量最

终趋于零，即感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子成功入侵并抑制
野生蚊子的增长。另外，如果提高野生蚊子的出

生率ｂ或降低蚊子之间的竞争系数ｃ，则释放阈值
ｒ将会变大，即需要释放更多感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊
子，才能成功抑制野生蚊子的增长。
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