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折叠点下曲线的相交重数

赖凯灵，孟凡宁

（广州大学 数学与信息科学学院，广东广州　５１０００６）

摘　要：解析几何中最重要的基本问题之一是求两条代数曲线的交点数。Ｂéｚｏｕｔ定理表明，ｍ次代数曲线和ｎ

次代数曲线有ｍｎ个交点计算重数，除非它们有共同的分量，否则交点个数不超过 ｍｎ。在局部情况下，Ｌｉａｎｇ

分别在
!

２和 Ｐ２
!

中介绍了两条代数曲线在一点的相交重数。由于相交重数与折叠点有密切联系，而线性变换

（或射影变换）又不改变
!

２（或 Ｐ２
!

）中曲线的相交重数，所以探讨变换后折叠点重数的变化规律具有一定的研

究意义。文章分别研究了
!

２和Ｐ２
!

中曲线的相交重数，利用
!

２（或 Ｐ２
!

）中的线性变换（或射影变换）给出曲线在

一点相交重数变换关系的等价性。
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ｂｙｈｏｍｏｇｅｎｉｚｉｎｇｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ［６－７］．
Ｕｓｉｎｇｔｈｅｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｏｆｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ，ｗｅ
ｎｏｔｉｃｅｔｈａｔｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｔｗｏｃｕｒｖｅｓ
ａｔａｐｏｉｎｔｉｓｃｌｏｓｅｌｙｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔ．Ａｃｃｏｒｄ
ｉｎｇｔｏｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔａｎｄｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｙ
ｏｆｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｐｒｅｓｅｒｖｅｓｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃ
ｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓｉｎ

!

２，ｗｅｇｉｖｅｔｈｅｅｑｕｉｖａ
ｌｅｎｃｅｏｆｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉ
ｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓａｔａｐｏｉｎｔｂｙｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．
Ｗｅｃａｎｍａｋｅｓｉｍｉｌａｒｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓｂｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎＰ２

!

．
Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｏｒｇａｎｉｚｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ１，

ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ
ａｔｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｃｕｒｖｅｓ
ｉｎ

!

２．Ｔｈｅｎｗｅｇｉｖｅｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｏｆｔｒａｎｓｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓａｔａ
ｐｏｉｎｔｂｙｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎ

!

２．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ２，ａｓ
ａｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ，ｗｅｕｓｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄ
ｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｔｏｏｂｔａｉｎｓｉｍｉｌａｒｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓａｓＳｅｃｔｉｏｎ
２ｉｎＰ２

!

．

１　Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ
ｕｎｄｅｒｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｉｎ

!

２

　　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｃｕｒｖｅｓａｔａ
ｐｏｉｎｔｉｎ

!

２．Ｗｈｅｎｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉ
ｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ，ｗｅｗｉｌｌｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆ
ｃｕｒｖｅｓａｎｄｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓａｌｉｎｅａｒ
ｃｈａｎｇｅｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｗｈｉｌｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃ
ｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ．

Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝０ａｎｄｇ（ｘ，ｙ）＝０ｂｅａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｃｕｒｖｅｓ（ａｂｂｒｅｖｉａｔｅｔｏｃｕｒｖｅｓ）ｗｈｉｃｈｉｎｔｅｒｓｅｃｔａｔａ
ｐｏｉｎｔｐｉｎ

!

２．Ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃ
ｉｔｙｏｆｆａｎｄｇａｔｐｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｔｉｍｅｓｔｈａｔｔｈｅ
ｃｕｒｖｅｓｆ＝０ａｎｄｇ＝０ｉｎｔｅｒｓｅｃｔａｔｔｈｅｐｏｉｎｔｐ，ｄｅｎｏ
ｔｅｄｂｙＩｐ（ｆ，ｇ）．

１９
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Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１［７］　Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝０，ｇ（ｘ，ｙ）＝０
ａｎｄｈ（ｘ，ｙ）＝０ｂｅｃｕｒｖｅｓａｎｄｐａｐｏｉｎｔｉｎ

!

２．Ｔｈｅｎ
（ⅰ）Ｉｐ（ｆ，ｇ）ｉｓａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｏｒ∞，

ａｎｄＩｐ（ｆ，ｇ）＝Ｉｐ（ｇ，ｆ）．
（ⅱ）Ｉｐ（ｆ，ｇ）≥１ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｆ（ｐ）＝０ａｎｄ

ｇ（ｐ）＝０．
（ⅲ）Ｉｐ（ｆ，ｇ）＝Ｉｐ（ｆ，ｇ＋ｆｈ）．
（ⅳ）Ｉｐ（ｆ，ｇｈ）＝Ｉｐ（ｆ，ｇ）＋Ｉｐ（ｆ，ｈ），ａｎｄＩｐ（ｆ，

ｇｈ）＝Ｉｐ（ｆ，ｇ）ｉｆｈ（ｐ）≠０．
Ｉｎｌｉｎｅａｒｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｐｌａｙａ

ｃｅｎｔｒａｌｒｏｌｅ．Ａｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ
!

２ｉｓａｍａｐ
Ｔ：

!

２→!

２ｄｅｆｉｎｅｄｂｙ
（ｘ，ｙ）Ｔ→Ａ（ｘ，ｙ）Ｔ，

ｗｈｅｒｅＡ∈ＧＬ（２，Ｒ）ｉｓａｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ２×２ｍａｔｒｉｘ，
ａｎｄＴｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｍａｐｓｐｏｉｎｔｓｔｏｐｏｉｎｔｓ．Ｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇＲｅｆ．［６］，ｗｅｃａｎｋｎｏｗｔｈａｔｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎｓａｒｅｌｉｎｅａｒｃｈａｎｇｅｓｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄｐｒｅｓｅｒｖｅ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｎｙ
ｃｕｒｖｅｆ（ｘ，ｙ）＝０ａｎｄｇ（ｘ，ｙ）＝０ｉｎ

!

２，ｗｈｉｃｈｉｎ
ｔｅｒｓｅｃｔａｔｐｏｉｎｔｐａｎｄｓａｔｉｓｆｙｔｈａｔ

Ｉｐ（ｆ，ｇ）＝Ｉｐ′（ｆ′，ｇ′）， （１）
ｗｈｅｒｅＴ（ｆ）＝Ｔ（ｆ′），Ｔ（ｇ）＝Ｔ（ｇ′）ａｎｄＴ（ｐ）＝
Ｔ（ｐ′）．

Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）ｂｅａｎｏｎｚｅｒｏｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｎｄｆｄ（ｘ，
ｙ）ｂｅｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｅｔｅｒｍｓｏｆｄｅｇｒｅｅｄｉｎｆ（ｘ，ｙ）．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｃａｎｗｒｉｔｅ

ｆｄ（ｘ，ｙ）＝（ａ１ｘ＋ｂ１ｙ）
ｓ１（ａ２ｘ＋ｂ２ｙ）

ｓ２…

（ａｊｘ＋ｂｊｙ）
ｓｊｒ（ｘ，ｙ） （２）

ｆｏｒｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓａｉｘ＋ｂｉｙ＝０ｕｎｉｑｕｅｌｙ，ｗｈｅｒｅｓｉａｒｅ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓａｎｄｒ（ｘ，ｙ）ｉｓａｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｗｈｉｃｈｈａｓｎｏｌｉｎｅａｒｆａｃｔｏｒｓ．Ｔｈｕｓ，ｗｅｃａｎｗｒｉｔｅ

ｆ＝ｆｄ＋ｆｄ＋１＋…＋ｆｎ． （３）
Ｗｅｃａｎｓｔａｒｔｂｙｔａｌｋｉｎｇａｂｏｕｔｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉ
ｐｌｉｃｉｔｙｏｆａｃｕｒｖｅｆ（ｘ，ｙ）＝０ａｎｄａｌｉｎｅｌ（ｘ，ｙ）＝０ａｔ
ｐｏｉｎｔｐ．ＦｒｏｍＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１，（ⅰ）ａｎｄ（ⅲ），ｗｅ
ｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａａｎｄｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｗｈｉｃｈｔａｌｋｓ
ａｂｏｕｔｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔ．

Ｌｅｍｍａ１［６］　Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝０ｂｅａｃｕｒｖｅｔｈａｔ
ｃｏｎｔａｉｎｓｔｈｅｏｒｉｇｉｎｏ＝（０，０）∈!

２，ａｎｄｄｉｓｔｈｅ
ｓｍａｌｌｅｓｔｄｅｇｒｅｅｏｆｔｈｅｔｅｒｍｓｉｎｆ．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｌ＝０ｉｓ
ａｌｉｎｅｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｏｒｉｇｉｎｏ．ＴｈｅｎＩｏ（ｌ，ｆ）＞ｄｉｆｌｉｓａ

ｆａｃｔｏｒｏｆｆｄａｎｄＩｏ（ｌ，ｆ）＝ｄｉｆｌｉｓｎｏｔａｆａｃｔｏｒｏｆｆｄ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１［７］Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝０ｂｅａｃｕｒｖｅａｎｄｐ
ａｐｏｉｎｔｉｎ

!

２．Ｗｅｓａｙｔｈａｔｔｈｅｐｏｉｎｔｐｉｓａｄｆｏｌｄ
ｐｏｉｎｔｏｆｆ＝０ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｄ，
ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔｄｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓｉｎｔｅｒｓｅｃｔｆ
ａｔｐｍｏｒｅｔｈａｎｄｔｉｍｅｓ，ａｎｄａｌｌｏｔｈｅｒｌｉｎｅｓｉｎｔｅｒｓｅｃｔｆ
ａｔｐｅｘａｃｔｌｙｄｔｉｍｅｓ．

Ｌｅｍｍａ２　Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝０ｂｅａｃｕｒｖｅａｎｄｐａ
ｐｏｉｎｔｉｎ

!

２．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｐｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｆ＝０．
ＴｈｅｎＴ（ｐ）ｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｆ）ｆｏｒａｎｙｌｉｎｅａｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＴ．

Ｐｒｏｏｆ　ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＴ：
!

２→!

２ｉｓａｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎ．Ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｉｎｆｉｎｉｔｅｌｉｎｅｓ
"

：

＝｛ｌｉ＝０，ｉ＝１，２，…｝ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｐｏｉｎｔｐ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅ

ｐｏｉｎｔｐｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｆ（ｘ，ｙ）＝０ｉｎ
!

２，ｔｈｅｒｅ

ａｒｅａｔｍｏｓｔｄｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓ
"

′：＝｛ｌｉ′＝０，ｉ∈｛１，…，
ｄ｝｝

!"

ｓｕｃｈｔｈａｔ
Ｉｐ（ｆ，ｌ′ｉ）＞ｄ

ｂｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１．Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅ
Ｉｐ（ｆ，ｌ′ｉ）＝ｄ

ｆｏｒａｎｙｌｉ∈"

＼
"

′．Ｓｉｎｃｅｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｐｒｅ
ｓｅｒｖｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｉｅｓｂｙＥｑ．（１），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔ

ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ｌ′ｉ））＞ｄ
ａｎｄ

ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ｌｉ））＝ｄ，
ｗｈｅｒｅＴ（ｌ′ｉ）∈Ｔ（"′）!Ｔ（"）ａｎｄＴ（ｌｉ）∈Ｔ（"）＼
Ｔ（

"

′）．Ｉｔｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔｄｄｉｓｔｉｎｃｔ
ｌｉｎｅｓｉｎｔｅｒｓｅｃｔＴ（ｆ）ａｔＴ（ｐ）ｍｏｒｅｔｈａｎｄｔｉｍｅｓ，ａｎｄ
ａｌｌｏｔｈｅｒｌｉｎｅｓｉｎｔｅｒｓｅｃｔＴ（ｆ）ａｔＴ（ｐ）ｅｘａｃｔｌｙｄ
ｔｉｍｅｓ．Ｈｅｎｃｅ，Ｔ（ｐ）ｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｆ）ｆｏｒａｎｙ
ｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｌｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝０ａｎｄｇ（ｘ，ｙ）＝０
ｂｅｃｕｒｖｅｓａｎｄｐａｐｏｉｎｔｉｎ

!

２．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｐｉｓａｄ
ｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｆ＝０ａｎｄａｎｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｇ＝０．Ｔｈｅｎ
Ｔ（ｐ）ｉｓａ（ｄ＋ｅ）ｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｆｇ）＝０ｆｏｒａｎｙ
ｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＴ．

Ｐｒｏｏｆ　ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＴｉｓａｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎ．Ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｉｎｆｉｎｉｔｅｌｉｎｅｓ
$

：＝
｛Ｔ（ｌｉ）＝０，ｉ＝１，２，…｝ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｐｏｉｎｔｐ．Ｓｉｎｃｅｐ

２９



　第３期 赖凯灵等：折叠点下曲线的相交重数 　　　

ｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｆ＝０，ｂｙＬｅｍｍａ２，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
Ｔ（ｐ）ｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｆ）＝０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｒｅ
ａｒｅａｔｍｏｓｔｄｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓ

$

′１：＝｛Ｔ（ｌ′ｉ）＝０，ｉ∈｛１，
…，ｄ｝｝

!$

ｓｕｃｈｔｈａｔ
ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ｌ′ｉ））＞ｄ． （４）

Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｈａｖｅ
ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ｌ′ｊ））＝ｄ （５）

ｂｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１，ｗｈｅｒｅＴ（ｌ′ｊ）∈$

＼
$

′１．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，
ｓｉｎｃｅｐｉｓａｎｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｇ＝０，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔＴ（ｐ）
ｉｓａｎｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｇ）＝０ｂｙＬｅｍｍａ２．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔｅｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓ

$

′２：＝｛Ｔ（ｌ″ｉ）＝
０，ｉ∈｛１，…，ｅ｝｝!$

ｓｕｃｈｔｈａｔ
ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ｌ″ｉ））＞ｅ． （６）

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｈａｖｅ
ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ｌ″ｊ））＝ｅ （７）

ｆｏｒａｎｙＴ（ｌ″ｊ）∈$

＼
$

′２．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅ
ａｒｅａｔｍｏｓｔｄ＋ｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎ

$

′１∪$

′２，ｂｙＰｒｏｐｏｓｉ
ｔｉｏｎ１，Ｅｑｓ．（４）ａｎｄ（６），ｗｅｈａｖｅ
ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆｇ），Ｔ（ζ））＝ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ζ））＋

ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｇ），Ｔ（ζ））＞ｄ＋ｅ，
ｗｈｅｒｅＴ（ζ）∈$

′１∪$

′２．Ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔ
ｄ＋ｅｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓｗｈｉｃｈｉｎｔｅｒｓｅｃｔＴ（ｆｇ）ａｔｐｏｉｎｔ
Ｔ（ｐ）ｍｏｒｅｔｈａｔｄ＋ｅｔｉｍｅｓ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｌｅ
ｍｅｎｔｓｉｎ

$

ｉｓｉｎｆｉｎｉｔｅ，ａｎｄｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔｄ＋ｅｅｌｅ
ｍｅｎｔｓｉｎ

$

′１∪$

′２，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ$＼（$′１∪$

′２）ｍｕｓｔｎｏｔ
ｂｅａｎｅｍｐｔｙｓｅｔ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１，Ｅｑｓ．
（５）ａｎｄ（７），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔ
ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆｇ），Ｔ（ζ′））＝ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｆ），Ｔ（ζ′））＋

ＩＴ（ｐ）（Ｔ（ｇ），Ｔ（ζ′））＝ｄ＋ｅ
ｆｏｒａｎｙｌｉｎｅＴ（ζ′）∈$

＼
$

′１∪$

′２，ｔｈａｔｉｓ，ｅｘｃｅｐｔｆｏｒ
ｔｈｅｌｉｎｅｓｉｎ

$

′１∪$

′２ａｌｌｉｎｔｅｒｓｅｃｔＴ（ｆｇ）ａｔｐｏｉｎｔ
Ｔ（ｐ）ｄ＋ｅｔｉｍｅｓ．Ｔｈｕｓ，ｗｈｅｎＴ（ｐ）ｉｓａｄｆｏｌｄ
ｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｆ）＝０ａｎｄａｎｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｇ）＝０，
ｔｈｅｎＴ（ｐ）ｉｓａｄ＋ｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（ｆｇ）＝０ｆｏｒａｎｙ
ｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１　Ｌｅｔｇ１（ｘ，ｙ）＝０，…，ｇｎ（ｘ，ｙ）＝

０ｂｅｃｕｒｖｅｓａｎｄｐａｐｏｉｎｔｉｎ
!

２．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｐｉｓａｎ

ａｉｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｇｉ＝０ｆｏｒ１≤ｉ≤ｎ．ＴｈｅｎＴ（ｐ）ｉｓａ

∑ｎ

ｉ＝１
ａｉｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（∏ｎ

ｉ＝１
ｇｉ）．

２　Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ
ｕｎｄｅｒｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｉｎＰ２

!

　　Ｗｅｃａｎｅｘｔｅｎｄｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆ
ｃｕｒｖｅｓｆｒｏｍ

!

２ｔｏＰ２
!

ｂｙｈｏｍｏｇｅｎｉｚｉｎｇｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．
ＷｅｋｎｏｗｔｈａｔＰ２

!

ｉｓ（Ｒ３－｛（０，０，０）｝）／～，ｗｈｅｒｅ
～ｉｓｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｂｙ（ｘ，ｙ，ｚ）～
（ｘ′，ｙ′，ｚ′）ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｏｎｚｅｒｏ

!∈!

，ｓｕｃｈｔｈａｔ
（ｘ，ｙ，ｚ）＝（

!

ｘ′，
!

ｙ′，
!

ｚ′）．Ｆｏｒａｎｙｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌＦ（ｘ，ｙ，ｚ）ｉｎＰ２

!

，ｓｕｐｐｏｓｅｆ（ｘ，ｙ）＝
Ｆ（ｘ，ｙ，１），ｔｈｅｎａｐｏｉｎｔ（ｘ，ｙ）ｏｆ

!

２ｗｈｉｃｈｌｉｅｓｏｎ
ｔｈｅｃｕｒｖｅｆ（ｘ，ｙ）＝０ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｔｈｅｐｏｉｎｔ（ｘ，ｙ，１）
ｏｆＰ２

!

ｌｉｅｓｏｎｔｈｅｃｕｒｖｅＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０．Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃ
ｔｉｏｎ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｃｕｒｖｅｓａｔａｐｏｉｎｔｉｎＰ２

!

．
Ｗｈｅｎｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓ
ａｔａｐｏｉｎｔ，ｗｅｗｉｌｌｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆｃｕｒｖｅｓ
ａｎｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓａｌｉｎｅａｒｃｈａｎｇｅ
ｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｗｈｉｌｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉ
ｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓｉｎＰ２

!

．
ＬｅｔＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ａｎｄＧ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ｂｅｃｕｒｖｅｓ

ｉｎＰ２
!

．ＳｉｍｉｌａｒａｓｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＩｐ（ｆ，ｇ）ｉｎ!
２，ｗｅ

ｃａｎｇｉｖｅｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｏｆｃｕｒｖｅｓＦ（ｘ，
ｙ，ｚ）＝０ａｎｄＧ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ａｔａｐｏｉｎｔＰ∈Ｐ２

!

，ｔｈａｔ
ｉｓ，ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｔｉｍｅｓｔｈａｔｃｕｒｖｅｓＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０
ａｎｄＧ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ｉｎｔｅｒｓｅｃｔａｔｔｈｅｐｏｉｎｔＰ，ｄｅｎｏｔｅｄ
ｂｙＩＰ（Ｆ，Ｇ）．

Ｌｅｍｍａ３［７］　ＬｅｔＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ａｎｄＧ（ｘ，ｙ，ｚ）
＝０ｂｅｃｕｒｖｅｓｉｎＰ２

!

，ａｎｄｓｅｔｆ（ｘ，ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ，１），
ｇ（ｘ，ｙ）＝Ｇ（ｘ，ｙ，１）．Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｐｏｉｎｔ（ａ，ｂ，１）∈
Ｐ２

!

，ｗｅｈａｖｅ
Ｉ（ａ，ｂ，１）（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ））＝
Ｉ（ａ，ｂ）（ｆ（ｘ，ｙ），ｇ（ｘ，ｙ））．

ＳｉｍｉｌａｒａｓＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１，ｗｅｃａｎｇｉｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＩＰ（Ｆ，Ｇ）．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２［７］　ＬｅｔＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０，Ｇ（ｘ，ｙ，
ｚ）＝０ａｎｄＨ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ｂｅｃｕｒｖｅｓａｎｄＰａｐｏｉｎｔｉｎ
Ｐ２

!

．Ｔｈｅｎ
（ⅰ）ＩＰ（Ｆ，Ｇ）ｉｓａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｏｒ∞，

ａｎｄＩＰ（Ｆ，Ｇ）＝ＩＰ（Ｇ，Ｆ）．

３９
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（ⅱ）ＩＰ（Ｆ，Ｇ）≥１ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＦ（Ｐ）＝０ａｎｄ
Ｇ（Ｐ）＝０．

（ⅲ）ＩＰ（Ｆ，Ｇ）＝ＩＰ（Ｆ，Ｇ＋ＦＨ）ｉｆＧ＋ＦＨｉｓ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ．

（ⅳ）ＩＰ（Ｆ，ＧＨ）＝ＩＰ（Ｆ，Ｇ）＋ＩＰ（Ｆ，Ｈ），ａｎｄ
ＩＰ（Ｆ，ＧＨ）＝ＩＰ（Ｆ，Ｇ）ｉｆＨ（Ｐ）≠０．

ＡｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｓａｌｉｎｅａｒｍａｐＴ：Ｐ２
!

→ Ｐ２
!

ｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ→Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ，
ｗｈｅｒｅＡ∈ＧＬ（３，!）ｉｓａｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ３×３ｍａｔｒｉｘ．Ｂｙ
Ｒｅｆ．［７］，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ
ｐｒｅｓｅｒｖｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｉｅｓｇｉｖｅｎｉｎｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇ．

Ｌｅｍｍａ４［７］　ＬｅｔＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ａｎｄＧ（ｘ，ｙ，ｚ）
＝０ｂｅｃｕｒｖｅｓａｎｄＰａｐｏｉｎｔｉｎＰ２

!

，Ｔｉｓａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｈａｔｍａｐｓＰ（ｘ，ｙ，ｚ）（ｒｅｓｐ．Ｆ＝０，Ｇ
＝０）ｔｏＰ′（ｘ′，ｙ′，ｚ′）（ｒｅｓｐ．Ｆ′＝０，Ｇ′＝０）．
Ｔｈｅｎ

ＩＰ（Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ））＝
ＩＰ′（Ｆ′（ｘ′，ｙ′，ｚ′），Ｇ′（ｘ′，ｙ′，ｚ′））．

ＢｙＬｅｍｍａ１ａｎｄＬｅｍｍａ３，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２［６］　ＬｅｔＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ｂｅａｃｕｒｖｅ
ａｎｄＰａｐｏｉｎｔｉｎＰ２

!

．ＷｅｓａｙｔｈａｔｔｈｅｐｏｉｎｔＰｉｓａｄ
ｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＦ＝０ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ
ｄ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔｄｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓｗｈｉｃｈ
ｉｎｔｅｒｓｅｃｔＦａｔＰｍｏｒｅｔｈａｎｄｔｉｍｅｓ，ａｎｄａｌｌｏｔｈｅｒ
ｌｉｎｅｓｉｎｔｅｒｓｅｃｔＦａｔＰｅｘａｃｔｌｙｄｔｉｍｅｓ．

Ｌｅｍｍａ５　ＬｅｔＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ｂｅａｃｕｒｖｅａｎｄＰ
ａｐｏｉｎｔｉｎＰ２

!

．ＩｆＰｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＦ＝０，ｔｈｅｎ
Ｔ（Ｐ）ｉｓａｄｆｏｌｄｐｏｉｎｔｏｆＴ（Ｆ）ｆｏｒａｎｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＴ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔ
"

：＝｛Ｌｉ＝０，ｉ＝１，２，…｝ｂｅｔｈｅｓｅｔ
ｏｆｌｉｎｅｓｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｐｏｉｎｔＰａｎｄＴｉｓａｎｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｐｏｉｎｔＰｉｓａｄｆｏｌｄ
ｐｏｉｎｔｏｆＦ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０ｉｎＰ２

!

，ｂｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２，ｔｈｅｒｅ

ａｒｅａｔｍｏｓｔｄｄｉｓｔｉｎｃｔｌｉｎｅｓ
"

′：＝｛Ｌ′ｉ＝０，ｉ∈｛１，…，
ｄ｝｝

!"

ｓｕｃｈｔｈａｔ
ＩＰ（Ｆ，Ｌ′ｉ）＞ｄ

ａｎｄ

ＩＰ（Ｆ，Ｌｉ）＝ｄ
ｆｏｒａｎｙＬｉ∈"

＼
"

′．Ｓｉｎｃｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ
ｐｒｅｓｅｒｖｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｉｅｓｂｙＬｅｍｍａ４，ｗｅ
ｈａｖｅ

ＩＴ（Ｐ）（Ｔ（Ｆ），Ｔ（Ｌ′ｉ））＞ｄ
ａｎｄ

ＩＴ（Ｐ）（Ｔ（Ｆ），Ｔ（Ｌｉ））＝ｄ，

ｗｈｅｒｅＴ（Ｌ′ｉ）∈Ｔ（"′）!Ｔ（"）ａｎｄＴ（Ｌｉ）∈Ｔ（"）＼
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