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高频 ＧＡＲＣＨ模型的最优抽样分析
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摘　要：波动率代表是运用高频数据估计日频ＧＡＲＣＨ类模型时构造的一个重要统计量，文章针对运用高频数
据估计日频ＧＡＲＣＨ模型的３种方法，基于估计量的渐近结果讨论了最优波动率代表的选择问题，并展开了在
日内高频数据抽样中应用的讨论。通过对沪深３００指数的高频数据实证分析发现：同一波动率代表在不同抽
样频率下的表现有明显差异；在同一频率下，不同波动率代表有优劣之分；在不同估计方法下，每一个波动率代

表的最优频率都不同。因此，日内高频数据的最优抽样频率应针对模型所用的不同估计方法加以区别对待。
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　　作为资产收益变异程度的一种定量测度，波
动率在金融时间序列的不同领域中都扮演着相当

重要的角色，如衍生产品定价、对冲投资决策或风

险价值（ＶａＲ）评估等，都与波动率密切相关。Ｅｎ
ｇｌｅ［１］和 Ｂｏｌｌｅｒｓｌｅｖ［２］提出的自回归条件异方差模
型，即 （Ｇ）ＡＲＣＨ模型，是目前最成熟、最常用的

波动率建模模型之一。它已被广泛用于刻画和预

测股票价格、商品期货、通货膨胀率和外汇等金融

产品的波动率。随着计算机技术的飞速发展，采

集、存储数据的成本不断降低，日内高频金融数据

的获取也越来越方便。如何使用这类数据推进金

融市场波动率的研究成为备受关注的焦点。其中
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一个方向是对日内波动率的刻画，常见的是基于

日内高频交易数据所估计的日内真实波动率，通

常称为已实现波动率。学者们运用不同的非线性

度量方法提出了许多已实现波动率指标，如已实

现方差、已实现双幂次变差和已实现极差等［３－５］。

另一个方向是利用日内高频数据来改进日频波动

率模型的估计精度。Ｖｉｓｓｅｒ［６］将日内高频信息引
入到ＧＡＲＣＨ模型中，提出尺度模型和波动率代表
模型，改进了 ＧＡＲＣＨ模型参数估计的渐近方差，
提高了估计的准确性。越来越多的研究也表明，

由于高频数据蕴含了更丰富的资产价格变动信

息，将高频信息引入低频波动率模型可以有效地

提高模型参数的估计精度［７－１３］。

在进行高频数据分析处理时，首要面对的是

数据抽样问题，不同的频率会对估计的准确性造

成不同的影响，即抽样频率过高容易有太多噪音，

抽样频率过低又没有充分利用信息，因而关于抽

样频率的择优选取就显得尤为重要。徐正国等［１４］

定义了微观结构误差（ＭＳＥ）作为最优抽样频率的
选择准则，其实证研究表明已实现波动率估计在

１０ｍｉｎ间隔的抽样频率下 ＭＳＥ达到最小。郭名
媛等［１５］则考虑ＭＳＥ和测量误差之和为择优标准，
以总误差最小的６０ｍｉｎ为最优抽样间隔来计算赋
权已实现波动率。唐勇等［１６］分别依据已实现波动

和已实现极差波动与积分波动之间误差项的渐近

分布，给出了最优抽样频率的选择方法。李胜歌

等［１７］基于已实现双幂次变差和赋权已实现波动，

给出了最优抽样频率选择方法。闵素芹等［１８］比较

了３种已实现波动率的最优抽样频率选择方法。
杨建辉等［１９］研究了不同抽样间隔下创业板指数已

实现波动的分布特征及其最优采样间隔。

已有的这些研究中，学者们讨论高频数据的

最优采样间隔大多是针对日内波动率刻画进行考

虑，鲜有考虑日频波动率模型。本文进一步研究

高频数据应用到日频波动率模型（ＧＡＲＣＨ）时的
数据抽样问题。与传统的研究不同，本文的最优

频率抽样问题可以比较方便地通过选择最优波动

率代表来进行刻画。波动率代表是运用高频数据

估计日频ＧＡＲＣＨ类模型时构造的一个重要统计
量，它是由日内高频数据信息通过加工构造出的

一个函数，不同的波动率代表对参数估计效果有

直接影响。本文结合 ＧＡＲＣＨ模型的３种估计方

法，即基于对数正态分布的拟极大似然估计（ｌｏｇ
ＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ）、基于正态分布的拟极大似然估
计（ＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ）和基于拉普拉斯分布的拟极
大指数似然估计（ＱＭＥＬＥ），讨论不同估计方法下
最优波动率代表的选择问题及其在高频数据抽样

频率的选择问题。

１　波动率代表模型

在日频数据下，使用 ＧＡＲＣＨ（１，１）模型对波
动率进行建模，其形式为

ｙｔ＝σｔεｔ， （１）
σ２ｔ＝ω＋αｙ

２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１， （２）

其中，ｙｔ为资产第 ｔ天的收益率；εｔ是服从均值为
０，方差为１分布的一组独立同分布随机误差项，
分布未知；对于ｔ≥ｓ，εｔ与ｙｓ相互独立；参数ω＞
０，α≥０，β≥０保证条件方差的非负性。

假设每天可观测到的金融资产价格过程为

Ｐｔ（ｕ），ｔ＝１，…，Ｔ，将日内的交易时间设为［０，１］
区间，０≤ｕ≤１。当 ｕ＝１时，Ｐｔ（１）恰为第 ｔ天收
盘价。定义第 ｔ天 ｕ时刻的高频对数收益率为
Ｙｔ（ｕ）＝１００×［ｌｏｇＰｔ（ｕ）－ｌｏｇＰｔ－１（１）］，

即日内的收益过程。在模型（１）～模型（２）的基
础上，Ｖｉｓｓｅｒ［６］考虑利用日内收益过程对日频
ＧＡＲＣＨ模型进行扩展，得到如下尺度模型：

Ｙｔ（ｕ）＝σｔＺｔ（ｕ），ｕ∈［０，１］， （３）
σ２ｔ＝ω＋αｙ

２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１， （４）

其中，Ｚｔ（·）为标准过程，与 σｔ相互独立；ｔ≠ｓ，
Ｚｔ（·）与Ｚｓ（·）独立同分布；σｔ称为尺度参数。当
ｕ＝１时，Ｙｔ（１）＝ｙｔ，Ｚｔ（１）＝εｔ，模型（３）～模型
（４）即退化为日频ＧＡＲＣＨ模型。

在一般情形下，模型（３）～模型（４）含有高频
数据Ｙｔ（ｕ），Ｚｔ（ｕ）和低频数据 σ

２
ｔ，ｙ

２
ｔ－１，无法直接

估计。因此，在尺度模型的基础上，Ｖｉｓｓｅｒ［６］进一
步提出了波动率代表模型。一般地，波动率代表

为正，且满足正齐次性。如果过程Ｙｔ（ｕ）乘以因子
ρ，其中，ρ＞０，则Ｈ有

Ｈ（ρＹｔ（ｕ））＝ρＨ（Ｙｔ（ｕ））＞０，ρ＞０，
（第３．２节有举例详细介绍 Ｈ函数）对每个交易
日，根据正齐次性，由式（３）可得
Ｈｔ＝Ｈ（Ｙｔ（ｕ））＝Ｈ（σｔＺｔ（ｕ））＝σｔＨ（Ｚｔ（ｕ）），
记 ｚＨ，ｔ＝Ｈ（Ｚｔ（ｕ））＞０，由于 Ｚｔ（ｕ）是独立同分布

６７
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的标准过程，因此，ｚＨ，ｔ是独立同分布的随机变量序
列。于是，波动率代表模型可表达为

Ｈｔ＝σｔｚＨ，ｔ， （５）

σ２ｔ＝ω＋αｙ
２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１。 （６）

上述模型中，所有变量都是同样的频率，日内高频

数据信息体现在波动率代表量 Ｈｔ上。当波动率
代表量Ｈｔ＝Ｈ（Ｙｔ（ｕ））＝Ｈ（Ｙｔ（１））＝｜Ｙｔ（１）｜＝
｜ｙｔ｜时，可以看出模型（５）～模型（６）和模型（１）～
模型（２）是等价的。一般情形下，模型（５）～模型
（６）引入了高频数据信息，同时又和模型（１）～模
型（２）具有相同的模型参数。因此，基于波动率代
表模型（５）～模型（６）估计的参数，用到了更多的
信息，有望得到更为精确的估计。

２　估计方法

对于波动率代表模型，现有的研究主要采用３
种估计方法对模型中的未知参数进行估计，分别

为对数正态分布拟极大似然估计、正态分布拟极

大似然估计和拟极大指数似然估计，下面依次介

绍３种方法对模型估计的过程，及估计量的渐近
结果。

２．１　对数正态分布拟极大似然估计
Ｖｉｓｓｅｒ［６］给出了基于对数正态分布的拟极大

似然估计（ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ）及其估计量的渐近
正态结果，该方法是将拟极大似然估计（Ｇａｕｓｓｉａｎ
ＱＭＬＥ）应用于对数波动率代表ｌｏｇ（Ｈｔ）。

记模型（２）的待估参数向量为θ＝（ω，α，β）′，

假设 Ｅｚ２Ｈ，ｔ＝μＨ，并令εｔ ＝ｚＨ，ｔ／ μ槡 Ｈ，由模型（５）可
得

Ｈｔ＝σｔｚＨ，ｔ＝σｔ μ槡 Ｈ·εｔ。 （７）

对式（７）取对数，可得 ｌｏｇ（Ｈｔ）＝ｌｏｇ（σｔ μ槡 Ｈ）＋
ｌｏｇ（εｔ）。

定义

珚σｔ＝σｔ μ槡 Ｈ·ｅｘｐ（Ｅｌｏｇ（εｔ）），

!Ｈ，ｔ＝
ｌｏｇ（εｔ）－Ｅｌｏｇ（εｔ）

Ｖａｒ（ｌｏｇ（εｔ槡 ））
，

δ２＝Ｖａｒ（ｌｏｇ（εｔ）），
于是有

ｌｏｇ（Ｈｔ）＝ｌｏｇ（珚σｔ（θ））＋δ!Ｈ，ｔ， （８）
其中，

!Ｈ，ｔ是均值为０，方差为１的独立同分布随机

变量。模型（８）的未知参数为η ＝（θ′，δ）′＝（ω，
α，β，δ）′，参数真值记为 η０。η的 ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎ
ＱＭＬＥ定义为

　　η ＝ａｒｇｍｉｎ
η
∑Ｔ
ｔ {＝１ ｌｏｇ（ｈｔ（η））＋

　　
［ｌｏｇ（Ｈｔ）－μｔ（η）］

２

ｈｔ（η }）
，

其中，μｔ（η）＝ｌｏｇ（珚σｔ（θ）），ｈｔ（η）＝δ!Ｈ，ｔ。
根据 Ｖｉｓｓｅｒ［６］的证明，可知估计量 η^具有渐

近正态性，即

槡Ｔ（^η －η０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｖ），Ｔ→∞， （９）

其中，

Ｖ ＝４Ｖａｒ（ｌｏｇ（εｔ））Ｇ（θ），
这里，Ｇ（θ）是关于θ和!Ｈ，ｔ的矩阵，与 Ｖａｒ（ｌｏｇ（εｔ））
无关，具体证明见文献［６］。
２．２　正态分布拟极大似然估计

ＧＡＲＣＨ模型的常用估计方法是基于正态分
布的拟极大似然估计（ＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ）。为使用
ＱＭＬＥ来估计θ＝（ω，α，β）′，需要对残差项 ｚＨ，ｔ进
行标准化，并对模型（５）～模型（６）稍作调整。

令 Ｅｚ２Ｈ，ｔ＝μＨ，εｔ ＝ｚＨ，ｔ μ槡 Ｈ，σｔ ＝σｔ μ槡 Ｈ，根

据式（５）可得 Ｈｔ＝σｔｚＨ，ｔ＝σｔεｔ。于是，模型
（５）～模型（６）可以分别表示为

Ｈｔ＝σｔεｔ， （１０）
σ２ｔ ＝ω ＋α ｙ

２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１， （１１）

其中，εｔ 为独立同分布随机变量序列，且 Ｅε
２
ｔ ＝

１；参数满足：ω ＝ωμＨ，α ＝αμＨ，β ＝β。
依据模型（１０）～模型（１１），θ的 ＱＭＬＥ定义

为

θ^＝ａｒｇｍｉｎ
θ
∑Ｔ

ｔ＝ {１ ｌｏｇ（σ２ｔ （θ））＋ Ｈ２ｔ
σ２ｔ （θ }） 。

（１２）
假设 θ的真值为 θ０，根据 ＱＭＬＥ的渐近理论
（Ｓｔｒａｕｍａｎｎ等［２０］），^θ的渐近分布：

槡Ｔ（^θ －θ０） →
Ｌ
Ｎ（０，Σ），Ｔ→∞，

其中，

Σ ＝Ｖａｒ（ε２ｔ (） (Ｅ １
σ４ｔ （θ０）

σ２ｔ （θ０）
θｉ

σ２ｔ （θ０）
θ ) )
ｊ

－１

。 （１３）

利用 ＱＭＬＥ方法估计得到 θ^，只需估计出

７７
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μＨ，即可得到基于高频数据θ的估计如式（１４）：

θ^＝（^ω，^α，^β）′＝ ω^


μ^Ｈ
，
α^

μ^Ｈ
，^β( ) ′， （１４）

其中，估计 μＨ的方法即依据 σｔ ＝σｔ μ槡 Ｈ，可知

μＨ＝σ
２
ｔ ／σ

２
ｔ。利用高频数据构造的 ｛Ｈｔ｝序列值

估计出 θ^ 后，由 θ^ 和模型（１１）可拟合得到
｛^σ２ｔ ｝序列。然后，令 Ｈｔ＝｜ｙｔ｜，此时模型（１０）～
模型（１１）即为模型（１）～模型（２），那么由式（１２）
得到的θ^ 即为模型（１）～模型（２）的 θ＝（ω，α，
β）′估计，记为 θ^＝（珟ω，珘α，珘β）′，则

μ^Ｈ ＝
１
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１

σ^２ｔ
珟σ２ｔ
。

２．３　拟极大指数似然估计
在实际数据分析中，模型残差的分布是未知

的，为了弱化矩条件，残差项常被假定为服从标

准双指数分布（Ｌａｐｌａｃｅ分布），因而基于该分布
的拟极大指数似然估计（ＱＭＥＬＥ）也是常用的估
计方法。

若采用 ＱＭＥＬＥ来估计 θ，则只需要残差项的
一阶绝对矩存在。假设 ＥｚＨ，ｔ＝νＨ，并令 ｅｔ ＝ｚＨ，ｔ／
νＨ，则 Ｅｅｔ ＝１。相应地，令 σｔ ＝σｔνＨ，则模型
（５）～模型（６）可改写为

Ｈｔ＝σｔｅｔ， （１５）
σ２ｔ ＝ω ＋αｙ

２
ｔ－１＋βσ

２
ｔ－１， （１６）

其中，参数 ω ＝ωｖ２Ｈ，α ＝αｖ
２
Ｈ，β ＝β。

依据模型（１５）～模型（１６），θ ＝（ω，α，
β）′的ＱＭＥＬＥ定义为

θ^＝ａｒｇｍｉｎ
θ
∑Ｔ

ｔ＝ {１ ｌｏｇ（σｔ（θ））＋ ｜Ｈｔ｜σｔ（θ }） ，
根据ＱＭＥＬＥ的渐近理论（Ａｎｄｅｒｓｅｎ等［２１］），容易

得到 θ^的渐近分布为

槡Ｔ（^θ －θ０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ω），Ｔ→∞，

其中，

Ω ＝４（Ｅｅ２ｔ －１ (） (Ｅ １
σ４ｔ （θ０）

σ２ｔ （θ０）
θ

σ２ｔ （θ０）
θ ) )′

－１

。

类似于 ＱＭＬＥ方法，利用估计量 θ^和 ｖ^２Ｈ，便
可以得到 ＱＭＥＬＥ方法下基于高频数据的 θ估
计为

θ^＝（^ω，^α，^β）′＝ ω^


ｖ^２Ｈ
，
α^

ｖ^２Ｈ
，^β( ) ′，

其中，^ｖ２Ｈ ＝Ｔ
－１∑Ｔ

ｔ＝１
σ^２ｔ ／珟σ

２
ｔ，具体估计过程类似

于第２．２节中的 μＨ估计，故不再赘述。

３　波动率代表的选择方法

３．１　波动率代表选择
从第２节可知，参数估计是通过极小化关于

波动率代表的似然函数得到的，所以使用不同的

波动率代表得到估计量的有效性是不同的，同时

基于不同的估计方法，又会存在差异。因而选择

合适的波动率代表是获取准确估计的重要前提。

（１）对于对数正态拟极大似然估计，其估计量
的渐近分布由式（９）给出，从中可看出，Ｖａｒ（ｌｏｇ
（εｔ））越小，^θ的渐近方差也越小。Ｖｉｓｓｅｒ

［６］在文

献中已给出了对应此估计方法的一个波动率代表

选择标准：

!

＝Ｖａｒ（ｌｏｇ（Ｈｔ）｜Ｆｎ－１）， （１７）
如果

!

越小，参数估计的渐近方差就越小，即对应

的波动率代表越好。因而，对于 ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎＱＭ
ＬＥ，寻找最优的波动率代表即为寻找最小的

!

值。

（２）对于正态分布拟极大似然估计，Ｖｉｓｓｅｒ［６］

并未给出适用于其估计量的波动率代表选择方

法。为此，在估计量渐近分布的基础上进行分析，

以给出针对ＱＭＬＥ的波动率代表选择标准。
由式（１３）易知，Ｖａｒ（ε２ｔ ）越小，意味着参数

估计的渐近方差越小，估计就越有效。已知 εｔ ＝

ｚＨ，ｔ／ μ槡 Ｈ＝ｚＨ，ｔ／ Ｅｚ
２
Ｈ，槡 ｔ，代入 Ｖａｒ（ε

２
ｔ ）中可得

Ｖａｒ（ε２ｔ ）＝Ｖａｒ
ｚ２Ｈ，ｔ
Ｅｚ２Ｈ，( )

ｔ
＝
Ｅｚ４Ｈ，ｔ－（Ｅｚ

２
Ｈ，ｔ）

２

（Ｅｚ２Ｈ，ｔ）
２ ＝

　　
Ｅｚ４Ｈ，ｔ
（Ｅｚ２Ｈ，ｔ）

２－１≥０，

显然，Ｖａｒ（ε２ｔ ）越小，对应 Ｅｚ
４
Ｈ，ｔ／（Ｅｚ

２
Ｈ，ｔ）

２也越小。

但ｚＨ，ｔ是不可观测的，不能直接计算得到Ｖａｒ（ε
２
ｔ ），

需要作进一步推导。考虑到 Ｈｔ＝σｔＨ（Ｚｔ（ｕ））＝
σｔｚＨ，ｔ，且σｔ与ｚＨ，ｔ相互独立，可以推得

ＥＨ４ｔ＝Ｅ（σ
４
ｔｚ
４
Ｈ，ｔ）＝Ｅ（σ

４
ｔ）Ｅ（ｚ

４
Ｈ，ｔ），

（ＥＨ２ｔ）
２＝［Ｅ（σ２ｔｚ

２
Ｈ，ｔ）］

２＝［Ｅ（σ２ｔ）］
２［Ｅ（ｚ２Ｈ，ｔ）］

２。

相应地，将上述两式进行相除，即得

ＥＨ４ｔ
（ＥＨ２ｔ）

２＝
Ｅ（σ４ｔ）Ｅ（ｚ

４
Ｈ，ｔ）

［Ｅ（σ２ｔ）］
２［Ｅ（ｚ２Ｈ，ｔ）］

２＝
Ｅ（σ４ｔ）
［Ｅ（σ２ｔ）］

２·

　　
Ｅ（ｚ４Ｈ，ｔ）
［Ｅ（ｚ２Ｈ，ｔ）］

２＝ｃ·
Ｅ（ｚ４Ｈ，ｔ）
［Ｅ（ｚ２Ｈ，ｔ）］

２，

８７
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其中，ｃ＝Ｅ（σ４ｔ）／［Ｅ（σ
２
ｔ）］

２为一常数。

定义

ＭＨｑｍｌｅ＝
ＥＨ４ｔ
（ＥＨ２ｔ）

２， （１８）

从而 有 ＭＨｑｍｌｅ越 小  Ｅｚ
４
Ｈ，ｔ／（Ｅｚ

２
Ｈ，ｔ）

２越 小 
Ｖａｒ（ε２ｔ ）越小，这表明，ＭＨｑｍｌｅ越小，ＱＭＬＥ的渐近
方差就越小，即估计就越准确。因此，ＱＭＬＥ下寻
找最优的波动率代表即转化为寻找最小的

ＭＨｑｍｌｅ。
（３）对于拟极大指数似然估计，从渐近分布的

角度出发同样可以得到选择最优波动率代表的

标准。

于是，依据同样的推导思想，可以推得

ＱＭＥＬＥ下波动率代表的选择标准为

ＭＨｑｍｅｌｅ＝
ＥＨ２ｔ
（ＥＨｔ）

２， （１９）

以及有 ＭＨｑｍｅｌｅ越小 Ｅｚ
２
Ｈ，ｔ／（ＥｚＨ，ｔ）

２越小 Ｅｅ２ｔ
越小，从而，ＭＨｑｍｅｌｅ越小，ＱＭＥＬＥ的渐近方差就越
小。因此，ＱＭＥＬＥ下寻找最优的波动率代表即转
化为寻找最小的 ＭＨｑｍｅｌｅ。
３．２　常见波动率代表

从高频对数收益率的表达式可以看出，计算

波动率代表需要通过离散性抽样数据来得到，也

就是需要固定一个时间间隔来采集日内的高频数

据。令 ｋ表示日内时间间隔（单位：ｍｉｎ），ｍ表示
在抽样频率 ｋ下一天内总的收益个数，Ｙｔ（ｕｉｋ）表
示第 ｉ次抽样的收益率，ｉ＝１，…，ｍ。本文考虑以
下４种波动率代表，作为模型中主要的选择比较：

①已实现波动率（ＲＶ）：

ＲＶｔ（ｋ）＝ ∑ｍ

ｉ＝１
［Ｙｔ（ｕｉｋ）－Ｙｔ（ｕ（ｉ－１）ｋ）］槡

２，

②日内收益绝对值之和（ＲＡＶ）：

ＲＡＶｔ（ｋ）＝∑ｍ

ｉ＝１
｜Ｙｔ（ｕｉｋ）－Ｙｔ（ｕ（ｉ－１）ｋ）｜，

③已实现极差波动率（ＲＶＨＬ）：

ＲＶＨＬｔ（ｋ）＝ ∑ｍ

ｉ＝１
［ｍａｘΔｉ（Ｙｔ（ｕ））－ｍｉｎΔｉ（Ｙｔ（ｕ））］槡

２，

ｋ（ｉ－１）＜Δｉ＜ｋｉ，
④日内极差之和（ＲＡＶＨＬ）：

ＲＡＶＨＬｔ（ｋ）＝∑ｍ

ｉ＝１
｛ｍａｘΔｉ（Ｙｔ（ｕ））－

　　ｍｉｎΔｉ（Ｙｔ（ｕ））｝，　ｋ（ｉ－１）＜Δｉ＜ｋｉ，
其中，Ｙｔ（ｕ０）的值用Ｙｔ（０）＝０代替；ｍａｘΔｉ（Ｙｔ（ｕ））
和ｍｉｎΔｉ（Ｙｔ（ｕ））分别为第ｉ个时间段 Δｉ中的收益

率最大值和最小值。

以上ＲＶ、ＲＡＶ、ＲＶＨＬ和 ＲＡＶＨＬ都是波动率代
表Ｈｔ的具体例子，容易看出Ｈｔ的具体值会依赖于
离散化的数据量个数，而将一天内的交易时间等

分为多少段最合适即为最优抽样频率的问题。对

于同一波动率代表，最优频率对应的 Ｈｔ才是最优
的。因而第３１节给出的波动率代表选择标准可
以提供一个选取最优抽样频率的方法，即波动率

代表选择标准达到最小的时间频率为该波动率代

表的最佳频率。

４　实　证

本文以沪深３００指数为研究对象，基于不同
估计方法对波动率代表及其频率的最优选择问题

进行了实证研究。选取２０１７年９月１日 －２０１９
年７月１２日共 ４６６个交易日的 １ｍｉｎ收盘价数
据，每天有２４１个价格观测值。令沪深 ３００指数
的价格序列为｛Ｐｔ（ｕ），ｔ∈［０，４６６］，ｕ∈［０，１］｝，
根据高频价格数据计算出 １ｍｉｎ高频收益率
｛Ｙｔ（ｕｉ）｝

２４０
ｉ＝１。

考虑使用高频收益数据｛Ｙｔ（ｕｉ）｝
２４０
ｉ＝１来构造波

动率代表。采用４种类型的波动率代表，分别为
Ｈ１＝ＲＶｔ（ｋ），Ｈ２＝ＲＡＶｔ（ｋ），Ｈ３＝ＲＶＨＬｔ（ｋ），Ｈ４＝
ＲＡＶＨＬｔ（ｋ）。利用高频收益数据，根据不同的时间
间隔ｋ取样，可以构造不同频率的 Ｈ１、Ｈ２、Ｈ３和
Ｈ４。由于所得样本的最高频率为１ｍｉｎ，无法得到
１ｍｉｎ内的极值或极差，因此，ＲＶＨＬ和 ＲＡＶＨＬ的
最高频率为２ｍｉｎ。考虑尽可能多的抽样频率，即
在２～６０ｍｉｎ中选取所有能满足等间隔抽样的整
数ｋ值。利用第３１节中所提出的波动率代表选
择标准，根据式（１７）～式（１９）分别计算不同波动
率代表在不同频率下的

!

、ＭＨｑｍｌｅ和 ＭＨｑｍｅｌｅ估计
值，

!

、ＭＨｑｍｌｅ和 ＭＨｑｍｅｌｅ估计值最小所对应的抽样
频率代表了使用该波动率代表和对应估计方法的

最优频率，表１汇总了不同波动率代表在不同估
计方法下选择得到的最优抽样频率结果。同时，

为了更直观地展示波动率代表与抽样频率的关

系，基于不同估计准则下、不同频率上的曲线趋势

图，如图１所示。图１中的左边３幅子图代表ＲＶ和
ＲＡＶ在不同估计方法下的频率关系图，右边３幅子
图代表ＲＶＨＬ和ＲＡＶＨＬ下不同频率的关系图。

９７
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表１　不同波动率代表在不同估计方法下的最优抽样频率
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓａｍｐｌｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

估计方法　　
最优抽样频率／ｍｉｎ

ＲＶ ＲＡＶ ＲＶＨＬ ＲＡＶＨＬ
ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ ８（０．１８１０４） ８（０．１３８６７） １０（０．１２３９０） １０（０．１２４１７）
ＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ １５（２．９８２６２） ２（１．７５１８９） ２（１．５３３２８） ２（１．５９３３６）
ＱＭＥＬＥ ８（１．２６０５９） ２（１．１５０６４） ８（１．１２７２７） ８（１．１２９６４）

　注：括号中的值是最优抽样频率在对应估计方法下的准则值。

图１　波动率代表与抽样频率的关系图
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｖｏｌａｔｉｌｉｔｙｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｓａｍｐｌｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

　　由表１和图１可看出，在不同波动率代表、不
同频率、不同估计方法下，得到的估计量有效性均

明显不同。通过比较分析发现：

（１）在同一频率 ３种估计方法准则下，比较
ＲＶ、ＲＡＶ、ＲＶＨＬ和 ＲＡＶＨＬ后发现，ＲＶ的有效性最
差，ＲＡＶＨＬ和 ＲＶＨＬ是较优的波动率代表函数。
可以看到，在频率较高时（２～８ｍｉｎ）ＲＡＶ和 ＲＶＨＬ
是最优的波动率代表函数，在频率较低时（１０ｍｉｎ
以上）ＲＶＨＬ的有效性表现更优。从指标的总体性
看，两者相差不大，因此，ＲＶＨＬ和ＲＡＶ都可作为最

优的波动率函数。

（２）对同一波动率代表分别比较不同频率的
表现可以发现，ＲＶ在不同频率下的有效性波动
（数值大小变动）最大，随着抽样频率的增加，每种

方法对应的数值大多是先递减后递增；相比之下，

ＲＶＨＬ和ＲＡＶＨＬ在不同频率下的有效性表现较为
稳定，数值变动较小。

（３）比较最优抽样频率下的不同波动率代表
发现，采用 ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ时的最优波动率代
表为１０ｍｉｎ的 ＲＶＨＬ（

!

值最小），采用 Ｇａｕｓｓｉａｎ
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ＱＭＬＥ时，则是 ２ｍｉｎ的 ＲＶＨＬ最优（ＭＨｑｍｌｅ值最
小），而采用 ＱＭＥＬＥ时是 ８ｍｉｎ的 ＲＶＨＬ最优
（ＭＨｑｍｅｌｅ值最小），意味着在最优抽样频率下，无论
使用什么估计方法，最优的波动率代表为ＲＡＶ。

（４）每个波动率代表在相应频率上达到了最
低点。不同波动率代表的曲线趋势存在显著差

异。其中，ＲＶ的 ３条曲线均呈“低谷”状态；而
ＲＡＶ的３条曲线整体上均呈现递增趋势；ＲＶＨＬ和
ＲＡＶＨＬ随时间频率的变化趋势相同，或呈曲折递
增，或大致地递减后再递增。

　　基于表 １的结果，选择以 ２ｍｉｎ为间隔的
ＲＶＨＬ进一步使用高斯 ＱＭＬＥ估计出 ＧＡＲＣＨ（１，
１）模型的参数。该波动率代表具有最小的 ＭＨｑｍｌｅ
值，那么根据式（１２）和式（１４）得到的估计量是最
有效的 ＱＭＬＥ，拟合沪深 ３００指数收益率的

ＧＡＲＣＨ（１，１）模型为
ｙｔ＝σｔεｔ， （２０）

　σ２ｔ＝００７２９＋０１０８９ｙ
２
ｔ－１＋０８５９４σ

２
ｔ－１，（２１）

于是，基于模型（２０）～模型（２１）可以获得更为准
确的波动率估计。另外，若选用 ＱＭＥＬＥ方法或对
数正态分布 ＱＭＬＥ方法，则分别需要以 ８ｍｉｎ和
１０ｍｉｎ的频率来构造 ＲＶＨＬ，这样得到的 ＱＭＥＬＥ
和 ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ的估计有效性是其中最好
的，便于更准确地建立模型和估计波动率。

　　为了检验结果的稳健性，本文再将全样本分
成了两个子样本（２０１７年９月１日 －２０１８年６月
３０日和２０１８年７月１日－２０１９年７月１２日），进
行同样的波动率代表和频率选择分析。汇总结果

见表２。

表２　子样本在最优波动率代表下的最优抽样频率
Ｔａｂｌｅ２　Ｏｐｔｉｍａｌｓａｍｐｌｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｕｂｓａｍｐｌｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙｏｐｔｉｍａｌｖｏｌａｔｉｌｉｔｙ

估计方法

２０１７年９月１日至２０１８年６月３０日
最优抽样频率／ｍｉｎ

２０１８年７月１日至２０１９年７月１２日
最优抽样频率／ｍｉｎ

ＲＶ ＲＡＶ ＲＶＨＬ ＲＡＶＨＬ ＲＶ ＲＡＶ ＲＶＨＬ ＲＡＶＨＬ
ｌｏｇＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ １０（０．１７１９１） １（０．１３１４２） １０（０．１２７８３） ８（０．１２４８４） ４（０．１３２１１） １（０．０７６３２） ３（０．０６９１１） ２（０．０７５４２）
ＧａｕｓｓｉａｎＱＭＬＥ ２４（３．１２２７２） １（２．１７９７２） ２（１．８９１７１）３０（１．８６９９０） １５（２．６７１６１） １（１．３８６１３） ２（１．２９３６２） ２（１．３４９５２）
ＱＭＥＬＥ １２（１．２６０３１） １（１．１７２７１） １０（１．１５６４２）１０（１．１５０１１） ８（１．２１４１０） １（１．０８４４１） ２（１．０６９８３） ２（１．０８０１１）

　　由表２可以发现：
（１）同频率两个子样本下，ＲＶ波动率代表函

数的有效性是最差的，ＲＶＨＬ和 ＲＡＶＨＬ仍然是两
个差别不大的最优波动率代表函数。

（２）针对两个不同的样本，基于最优准则下选
择的最优波动率代表会有所不同，同时在不同估

计方法下选择的最优频率也会有所差异，表２中
列出了两个子样本选择的最优波动率函数，以及

不同估计方法下，基于最优波动率函数选择的最

优频率。在２０１７年９月至２０１８年６月的第一个
子样本中，选择的是 ＲＡＶＨＬ为最优波动率函数，３
个估计方法下所对应的最优频率分别为 ８ｍｉｎ、
３０ｍｉｎ和１０ｍｉｎ；在２０１８年７月至２０１９年７月的
第二个子样本中，选择的是ＲＶＨＬ为最优波动率函
数，３个估计方法下所对应的最优频率分别为
３ｍｉｎ、２ｍｉｎ和２ｍｉｎ。

总的来说，本文可以得到一个稳健的结论是

在全样本和子样本下，ＲＶＨＬ和 ＲＡＶＨＬ都可考虑
选择为最优波动率函数，且不同频率下它们的表

现模式也很相似。在选择最优频率时，除了考虑

选择最优波动率函数，还要考虑不同的估计方法，

同时也会依赖不同样本下的情况，但就整体而言，

最优频率在２ｍｉｎ、８ｍｉｎ和１０ｍｉｎ中选择，也启示
了研究者和实践应用学者们在实际中对抽样频率

进行谨慎选择。

５　结　论

通过波动率代表，可以将日内高频数据应用

于改进ＧＡＲＣＨ模型的参数估计，不同的波动率代
表提高估计精度的效果不同。本文介绍了波动率

代表模型的３种估计方法，针对不同的估计方法
给出了波动率代表的选择标准，并将这些准则进

一步应用于解决高频数据抽样频率的选择问题。

最后，采用沪深 ３００指数的高频数据做实证研
究，通过比较研究发现，不同波动率代表、不同抽

样频率都会对 ＧＡＲＣＨ参数估计量的有效性造成
明显差异，而且在不同估计方法下的表现也不同。
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已实现极差波动率（ＲＶＨＬ）和日内极差波动率
（ＲＡＶＨＬ）是有效性表现较优的波动率代表，但它
们都会依赖于抽样频率，其最优频率也会依赖具

体的估计方法，但主要是在２～８ｍｉｎ中选择，具体
的选择也需考虑更多的因素，未来可以考虑一个

自适应样本的方法对最优频率进行选择。
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