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小周期结构磁力电耦合问题的
高阶双尺度渐近分析

刘宇铭，冯永平

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：磁力电材料在工业和工程领域有广泛的应用，文章通过高阶双尺度方法分析了磁力电耦合问题的
高阶双尺度渐近展开式，得到了问题的均匀化常数与均匀化方程，并构造了其二阶双尺度近似解，最后利用双

尺度方法形式地分析了近似解的渐近误差估计。
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０　引　言

磁力电耦合行为普遍存在于压磁材料、压电
材料以及人工智能材料中，在多物理场作用下，新

材料就会表现出复合材料特有的磁力电耦合效
应。这些磁力电耦合材料已经在航天、人工智能
等领域中得到了广泛的应用。早期已有很多学者

对相关材料属性进行了研究，Ｓｕｃｈｔｅｌｅｎ［１］研究发
现压磁与压电复合材料中会产生磁电耦合行为；

Ｑｉｎｇ等［２］得到了三维磁力电耦合问题的 Ｈｅｌｌ
ｉｎｇｅｒＲｅｉｓｓｎｅｒ变分原理；Ｌｅｅ［３］和 Ｈｅ［４］先后分别
构造了一些不同的泛函变分描述热磁力电耦合
行为。对于求解耦合问题的解中，Ｐａｎ等［５－６］、

Ｊｉａｎｇ等［７］得到了多层功能梯度矩形板和含二维多

边形夹杂的各向异性磁电耦合的解析解。磁力
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电复合材料在宏观结构上有非绝对均匀性，对磁
力电耦合问题进行多尺度分析具有重要的理论意
义及应用前景。本文将用高阶双尺度方法分析满

足第一类边界条件的小周期结构中磁力电耦合
问题的渐近行为及均匀化行为。

现在，用双尺度方法解决耦合问题已经越来

越广泛。文献［８］中用新型的高阶多尺度渐近法
分析了具有周期孔洞结构的复合材料问题，给出

相应的均匀化方程和均匀化常数以及有限元算

法；文献［９］中对复合材料用有限元方法进行数值
计算时计算量庞大，在已有的双尺度分析与有限

元分析的基础上，给出了构建边界层和周期单胞

的双尺度有限元计算方法；文献［１０］构建了新型
双尺度有限元方法，利用匹配边界层分析，得到位

移和电势的相互耦合关系，最后分析其双尺度有

限元解的渐近估计误差，并通过数值计算检验其

方法的有效性；文献［１１］在构造的边界层上，运用
多尺度有限元方法解决复合材料中具有周期震荡

系数的热传导问题，并给出其多尺度截断误差估

计，且用三维数值案例验证其算法的正确性与有

效性；文献［１２］通过构造带有周期阻尼结构耦合
问题的 Ｌ阶双尺度渐近解，运用双尺度展开方法
求解，最后得到其 Ｌ阶双尺度有限元解的渐近误
差估计。

数学上，第一类边界条件下小周期性区域中

的磁力电耦合问题可用以下偏微分方程组的边
值问题来表述［１３］：

Ｌｉ１ε（ｕ
ε，ε，ψε）＝ｘ(

ｊ
ｃεｉｊｋｌεｋｌ（ｕε）＋ｅεｌｉｊ

ε

ｘｌ
＋

　珓ｅεｌｉｊ
ψε

ｘ )
ｌ
＝－ｆｉ，ｘ∈Ω，

Ｌ２ε（ｕ
ε，ε，ψε）＝ｘ(

ｉ
－ｅεｉｋｌεｋｌ（ｕε）＋κεｉｌ

ε

ｘｌ
＋

　αεｉｌ
ψε

ｘ )
ｌ
＝ｂｅ，ｘ∈Ω，

Ｌ３ε（ｕ
ε，ε，ψε）＝ｘ(

ｉ
－珓ｅεｉｋｌεｋｌ（ｕε）＋αεｉｌ

ε

ｘｌ
＋

　μεｉｌ
ψε

ｘ )
ｌ
＝ｂｍ，ｘ∈Ω，

ｕε（ｘ）＝ｕ０（ｘ），ε＝０（ｘ），ψε＝ψ０（ｘ），ｘ∈Ω
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（１）
其中：

（ⅰ）ｕε（ｘ）为位移向量，ψε（ｘ）为磁势，ε（ｘ）
为电势，ｅεｌｉｊ（ｘ）为压电系数，ｃεｉｊｋｌ（ｘ）为弹性系数，
珓ｅεｌｉｊ（ｘ）为压磁耦合系数，κεｉｌ（ｘ）为介电系数，αεｉｌ（ｘ）
为电磁耦合系数，μεｉｌ（ｘ）为磁通率，ｆｉ（ｘ）为单位体
积体力ｆ（ｘ）的第 ｉ个分量，ｂｅ（ｘ）为体电荷密度，
ｂｍ（ｘ）为体电流密度；

（ⅱ）Ω是有界的小周期闭区域且满足 Ｌｉｐｓ
ｃｈｉｔｚ边界条件；

（ⅲ）εｈｋ（ｕε）为位移 ｕε（ｘ）导出的主应变张

量，εｈｋ（ｕε）＝
１
２（
ｕεｈ
ｘｋ
＋
ｕεｋ
ｘｈ
）；

（ⅳ）若令ξ＝ｘε
，则对具有小周期结构的磁

力电复合材料结构有
ｃεｉｊｋｌ（ｘ）＝ｃｉｊｋｌ（ξ），ｅεｌｉｊ（ｘ）＝ｅｌｉｊ（ξ），珓ｅεｌｉｊ（ｘ）＝

珓ｅｌｉｊ（ξ），κεｉｌ（ｘ）＝κｉｌ（ξ），αεｉｌ（ｘ）＝αｉｌ（ξ），μεｉｌ（ｘ）＝
μｉｌ（ξ），且ｅｌｉｊ（ξ），ｃｉｊｋｌ（ξ），珓ｅｌｉｊ（ξ），κｉｌ（ξ），αｉｌ（ξ），
μｉｌ（ξ）是关于ξ的１周期函数。这里 ｃｉｊｋｌ（ξ）还满
足一致椭圆性条件，κｉｌ（ξ），αｉｌ（ξ），μｉｌ（ξ）满足正
定性条件：

ｃｉｊｋｌ（ξ）是有界可测函数
ｃｉｊｋｌ（ξ）＝ｃｊｉｋｌ（ξ）＝ｃｈｊｉｌ（ξ），

γ１ηｉｋηｉｋ≤ｃｉｊｋｌ（ξ）ηｉｋηｊｌ≤γ２ηｉｋηｉｋ{ ，

其中，｛η｝为任意实对称矩阵，γ１，γ２是与 ε无关
且大于 ０的常数。

类似地，κｉｌ（ξ）是有界可测函数：
κｌｉ（ξ）＝κｉｌ（ξ），

! １ρｉρｉ≤κｉｌ（ξ）ρｉρｌ≤! ２ρｉρｉ{ ，

其中，｛ρ｝为任意实对称向量，! １，! ２是与 ε无关
且大于 ０的常数。

考虑如下偏微分方程组：


ξｊ
（ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｗ））＝Ｆ

０
ｉ（ξ）＋

Ｆｍｉ
ξｍ
，　在Ｒｎ内，

Ｗ关于ξ为１周期的向量函数，

ξｉ
κｉｌ
Ｖ
ξ( )
ｊ
＝Ｕ０（ξ）＋Ｕ

ｊ

ξｊ
，　在Ｒｎ内，

Ｖ关于ξ为１周期的标量函数















，

（２）

其中，Ｆｊ（ξ），Ｕ
ｊ（ξ），ｊ＝０，１，２，…，是关于ξ为１周期

的向量函数或标量函数，且Ｆｊ（ξ），Ｕ
ｊ（ξ），∈Ｌ２（Ｑ），

Ｗ＝（Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ）
Ｔ，Ｑ为小周期单胞。

注１：设 ｆ，ｂｅ，ｂｍ，ｕ０，０，ψ０充分光滑的条件
下，ｅｌｉｊ，ｃｉｊｋｌ，珓ｅｉｊｌ，κｉｌ，αｉｌ，μｉｌ∈Ｌ∞（Ω）且 ｃｉｊｋｌ，κｉｌ，μｉｌ满

４８
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足正定性条件和一致椭圆性条件时，运用ＬａｘＭｉｌ
ｇｒａｍ引理、Ｓｃｈｗａｒｚ不等式和 Ｋｏｒｎ不等式等，易证
得方程组（１）存在唯一解组（ｕε（ｘ），ψε（ｘ），ε（ｘ））
且ｕε（ｘ）∈（Ｈ１（Ω））ｎ，ψε（ｘ）∈Ｈ１（Ω），ε（ｘ）∈
Ｈ１（Ω）。

１　ｕε（ｘ），ψε（ｘ），ε（ｘ）双尺度形式
渐近展开式

　　假设ｕε（ｘ），ψε（ｘ），ε（ｘ）具有如下的渐近展
开形式：

ｕε（ｘ）ｕ０（ｘ）＋∑
＋∞

ｌ＝１
εｌ∑
?α?＝ｌ
（Ｍα（ξ）Ｄ

α
ｌｕ
０（ｘ）＋

Ｎα（ξ）Ｄ
α
ｌ
０（ｘ）＋Ｐα（ξ）Ｄ

α
ｌψ
０（ｘ））， （３）

ε（ｘ）０（ｘ）＋∑
＋∞

ｌ＝１
εｌ∑
?α?＝ｌ
（Ｅα（ξ）Ｄ

α
ｌｕ
０（ｘ）＋

Ｆα（ξ）Ｄ
α
ｌ
０（ｘ）＋Ｇα（ξ）Ｄ

α
ｌψ
０（ｘ））， （４）

ψε（ｘ）ψ０（ｘ）＋∑
＋∞

ｌ＝１
εｌ∑
?α?＝ｌ
（Ｒα（ξ）Ｄ

α
ｌｕ
０（ｘ）＋

Ｓα（ξ）Ｄ
α
ｌ
０（ｘ）＋Ｔα（ξ）Ｄ

α
ｌψ
０（ｘ））， （５）

其中，Ｍα（ξ），Ｎα（ξ），Ｐα（ξ），Ｅα（ξ），Ｒα（ξ），
Ｓα（ξ），Ｔα（ξ），Ｆα（ξ），Ｇα（ξ）为周期单胞Ｑ上待定
的周期单胞函数；Ｍα（ξ）为待定的函数矩阵；
Ｎα（ξ），Ｐα（ξ），Ｅα（ξ），Ｒα（ξ）为待定的向量函数；
Ｓα（ξ），Ｔα（ξ），Ｆα（ξ），Ｇα（ξ）为待定的标量函数；
ｕ０（ｘ），ψ０（ｘ），０（ｘ）为待定的均匀化解。

将方程（３）、（４）、（５）代入方程组（１）并通过
整理合并，对比等式两端 ε－１同次幂的系数，可得
到以下求解待定单胞函数组的３个方程组：


ξｊ
ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）＋ｅｌｉｊ

Ｅα１ｍ
ξｌ

＋珓ｅｌｉｊ
Ｒα１ｍ
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｊ
（ｃｉｊα１ｍ），　ξ∈Ｑ，

－
ξｉ
ｅｉｋｌεｋｌ（Μα１ｍ）＋ｅｌｉｊ

Ｅα１ｍ
ξｌ

＋珓ｅｌｉｊ
Ｒα１ｍ
ξ( )
ｌ

＝

　 
ξｉ
（ｅｉα１ｍ），　ξ∈Ｑ，

－
ξｉ
珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）＋ｅｌｉｊ

Ｅα１ｍ
ξｌ

＋珓ｅｌｉｊ
Ｒα１ｍ
ξ( )
ｌ

＝

　 
ξｉ
（珓ｅｉα１ｍ），　ξ∈Ｑ，

Ｍα１ｍ（ξ）＝０，　Ｅα１ｍ（ξ）＝０，　Ｒα１ｍ（ξ）＝０，

　ξ∈Ｑ




















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


。

（６）


ξｊ
ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋ｅｌｉｊ

Ｆα１
ξｌ
＋珓ｅｌｉｊ
Ｓα１
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｊ
（ｅｉｊα１），　ξ∈Ｑ，

－
ξｉ
ｅｉｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋ｅｌｉｊ

Ｆα１
ξｌ
＋珓ｅｌｉｊ
Ｓα１
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｉ
（κｉα１），　ξ∈Ｑ，

－
ξｉ
珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋ｅｌｉｊ

Ｆα１
ξｌ
＋珓ｅｌｉｊ
Ｓα１
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｉ
（αｉα１），　ξ∈Ｑ，

Ｎα１（ξ）＝０，　Ｆα１（ξ）＝０，　Ｓα１（ξ）＝０，

　ξ∈Ｑ。



























　

（７）


ξｊ
ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｐα１）＋αｉｌ

Ｇα１
ξｌ
＋μｉｌ
Ｔα１
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｊ
（珓ｅｉｊα１），　ξ∈Ｑ，

－
ξｉ
ｅｉｋｌεｋｌ（Ｐα１）＋αｉｌ

Ｇα１
ξｌ
＋μｉｌ
Ｔα１
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｉ
（αｉα１），　ξ∈Ｑ，

－
ξｉ
珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｐα１）＋αｉｌ

Ｇα１
ξｌ
＋μｉｌ
Ｔα１
ξ( )
ｌ

＝

　－
ξｉ
（μｉα１），　ξ∈Ｑ，

Ｐα１（ξ）＝０，　Ｇα１（ξ）＝０，　Ｔα１（ξ）＝０，

　ξ∈Ｑ



























。

（８）

　　对比等式两端ε０同次幂的系数，并在 Ｑ上作

关于ξ积分，得到以下形式等式：

∫[Ｑ ｃｉα１α２ｍ ＋ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）＋ξｊ（ｃｉｊα２ｋＭα１ｋｍ）＋
　 
ξｊ
（ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｍα１α２ｍ））＋ｅｌｉα２

Ｅα１ｍ
ξｌ

＋
ξｊ
（ｅｉｊα２Ｅα１ｍ）＋

　 
ξｊ
（ｅｌｉｊ
Ｅα１α２ｍ
ξｌ

）＋珓ｅｌｉα２
Ｒα１ｍ
ξｌ

＋
ξｊ
（珓ｅｉｊα２Ｒα１ｍ）＋

　 
ξｊ
（珓ｅｌｉｊ
Ｒα１α２ｍ
ξｌ ]） ｄξ·２ｕ０ｍ（ｘ）ｘα１ｘα２

＋

　∫[Ｑ ｅｉα１α２＋ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋ξｊ（ｃｉｊα２ｋＮα１ｋ）＋

５８
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　 
ξｊ
（ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｎα１α２））＋ｅｌｉα２

Ｆα１
ξｌ
＋
ξｊ
（ｅｉｊα２Ｆα１）＋

　 
ξｊ
（ｅｌｉｊ
Ｆα１α２
ξｌ
）＋珓ｅｌｉα２

Ｓα１
ξｌ
＋
ξｊ
（珓ｅｉｊα２Ｓα１）＋

　 
ξｊ
（珓ｅｌｉｊ
Ｓα１α２
ξｌ ]） ｄξ·２０（ｘ）ｘα１ｘα２

＋

　∫[Ｑ 珓ｅｉα１α２＋ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）＋ξｊ（ｃｉｊα２ｋＰα１ｋ）＋
　 
ξｊ
（ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｐα１α２））＋ｅｌｉα２

Ｇα１
ξｌ
＋

　 
ξｊ
（ｅｉｊα２Ｇα１）＋


ξｊ
（ｅｌｉｊ
Ｇα１α２
ξｌ
）＋珓ｅｌｉα２

Ｔα１
ξｌ
＋

　 
ξｊ
（珓ｅｉｊα２Ｔα１）＋


ξｊ
（珓ｅｌｉｊ
Ｔα１α２
ξｌ ]） ｄξ·２ψ０（ｘ）ｘα１ｘα２

＝

　ｆｉ（ｘ），　ｉｎ　Ω；

∫[Ｑ －ｅα１α２ｍ －ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）－

ξｉ
（ｅｉα２ｋＭα１ｋｍ）－

　 
ξｉ
（ｅｉｋｌεｋｌ（Ｍα１α２ｍ））＋κα２ｌ

Ｅα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（κｉα２Ｅα１ｍ）＋

　 
ξｉ
（κｉｌ
Ｅα１α２ｍ
ξｌ

）＋αα２ｌ
Ｒα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（αｉα２Ｒα１ｍ）＋

　 
ξｉ
（αｉｌ
Ｒα１α２ｍ
ξｌ ]） ｄξ·２ｕ０ｍ（ｘ）ｘα１ｘα２

＋

　∫[Ｑ κα１α２－ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）－ξｉ（ｅｉα２ｋＮα１ｋ）－
　 
ξｉ
（ｅｉｋｌεｋｌ（Ｎα１α２））＋κα２ｌ

Ｆα１
ξｌ
＋
ξｉ
（κｉα２Ｆα１）＋

　 
ξｉ
（κｉｌ
Ｆα１α２
ξｌ
）＋αα２ｌ

Ｓα１
ξｌ
＋
ξｉ
（αｉα２Ｓα１）＋

　 
ξｉ
（αｉｌ
Ｓα１α２
ξｌ ]） ｄξ·２０（ｘ）ｘα１ｘα２

＋

　∫[Ｑ αα１α２－ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）－ξｉ（ｅｉα２ｋＰα１ｋ）－
　 
ξｉ
（ｅｉｋｌεｋｌ（Ｐα１α２））＋κα２ｌ

Ｇα１
ξｌ
＋
ξｉ
（κｉα２Ｇα１）＋

　 
ξｉ
（κｉｌ
Ｇα１α２
ξｌ
）＋αα２ｌ

Ｔα１
ξｌ
＋
ξｉ
（αｉα２Ｔα１）＋

　 
ξｉ
（αｉｌ
Ｔα１α２
ξｌ ]） ｄξ·２ψ０（ｘ）ｘα１ｘα２

＝ｂｅ（ｘ），

　ｉｎ　Ω；

∫[Ｑ －珓ｅα１α２ｍ －珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）－

ξｉ
（珓ｅｉα２ｋＭα１ｋｍ）－

　 
ξｉ
（珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｍα１α２ｍ））＋αα２ｌ

Ｅα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（αｉα２Ｅα１ｍ）＋

　 
ξｉ
（αｉｌ
Ｅα１α２ｍ
ξｌ

）＋μα２ｌ
Ｒα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（μｉα２Ｒα１ｍ）＋

　 
ξｉ
（μｉｌ
Ｒα１α２ｍ
ξｌ ]） ｄξ·２ｕ０ｍ（ｘ）ｘα１ｘα２

＋

　∫[Ｑ αα１α２－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）－ξｉ（珓ｅｉα２ｋＮα１ｋ）－
　 
ξｉ
（珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｎα１α２））＋αα２ｌ

Ｆα１
ξｌ
＋
ξｉ
（αｉα２Ｆα１）＋

　 
ξｉ
（αｉｌ
Ｆα１α２
ξｌ
）＋μα２ｌ

Ｓα１
ξｌ
＋
ξｉ
（μｉα２Ｓα１）＋

　 
ξｉ
（μｉｌ
Ｓα１α２
ξｌ ]） ｄξ·２０（ｘ）ｘα１ｘα２

＋

　∫[Ｑ μα１α２－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）－ξｉ（珓ｅｉα２ｋＰα１ｋ）－
　 
ξｉ
（珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｐα１α２））＋αα２ｌ

Ｇα１
ξｌ
＋
ξｉ
（αｉα２Ｇα１）＋

　 
ξｉ
（αｉｌ
Ｇα１α２
ξｌ
）＋μα２ｌ

Ｔα１
ξｌ
＋
ξｉ
（μｉα２Ｔα１）＋

　 
ξｉ
（μｉｌ
Ｔα１α２
ξｌ ]） ｄξ·２ψ０（ｘ）ｘα１ｘα２

＝ｂｍ（ｘ），

　ｉｎ　Ω。
由以上３式，问题（１）的均匀化解组（ｕ０（ｘ），

ψ０（ｘ），０（ｘ））可由以下均匀化方程组定解：

ｘｊ
ｃ^ｉｊｋｌεｋｌ（ｕ

０）＋^ｅｌｉｊ
０

ｘｌ
＋珓ｅ^ｌｉｊ
ψ０

ｘ( )
ｌ
＝－ｆｉ，　ｘ∈Ω，


ｘｉ

－^ｅｉｋｌεｋｌ（ｕ
０）＋^κｉｌ

０

ｘｌ
＋^αｉｌ
ψ０

ｘ( )
ｌ
＝ｂｅ，　ｘ∈Ω，


ｘｉ

－珓ｅ^ｉｋｌεｋｌ（ｕ
０）＋^αｉｌ

０

ｘｌ
＋^μｉｌ
ψ０

ｘ( )
ｌ
＝ｂｍ，　ｘ∈Ω，

ｕ０（ｘ）＝ｕ０（ｘ），　
０＝０（ｘ），　ψ

０＝ψ０（ｘ），

　ｘ∈Ω

















。

（９）
ｃεｉα１α２ｍ（ｘ），ｅ

ε
ｉα１α２（ｘ），珓ｅ

ε
ｉα１α２（ｘ），κ

ε
α１α２（ｘ），α

ε
α１α２

（ｘ），μεα１α２（ｘ）对应的均匀化常数分别是 ｃ^ｉα１α２ｍ，

ｅ^ｉα１α２，珓ｅ^ｉα１α２，^κα１α２，^αα１α２，^μα１α２，由以下公式计算：

ｃ^ｉα１α２ｍ ＝∫[Ｑ ｃｉα１α２ｍ ＋ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）＋ｅｌｉα２Ｅα１ｍξｌ ＋
　珓ｅｌｉα２

Ｒα１ｍ
ξ ]
ｌ
ｄξ， （１０１）

６８
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ｅ^ｉα１α２ ＝∫[Ｑ ｅｉα１α２＋ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋ｅｌｉα２Ｆα１ξｌ ＋
　珓ｅｌｉα２

Ｓα１
ξ ]
ｌ
ｄξ， （１０２）

珓ｅ^ｉα１α２ ＝∫[Ｑ 珓ｅｉα１α２＋ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）＋ｅｌｉα２Ｇα１ξｌ ＋
　珓ｅｌｉα２

Ｔα１
ξ ]
ｌ
ｄξ， （１０３）

κ^α１α２ ＝∫[Ｑ κα１α２－ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋κα２ｌＦα１ξｌ ＋
　αα２ｌ

Ｓα１
ξ ]
ｌ
ｄξ， （１０４）

α^α１α２ ＝∫[Ｑ αα１α２－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）＋αα２ｌＦα１ξｌ ＋
　μα２ｌ

Ｓα１
ξ ]
ｌ
ｄξ， （１０５）

μ^α１α２ ＝∫[Ｑ μα１α２－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）　 ＋αα２ｌＧα１ξｌ ＋
　μα２ｌ

Ｔα１
ξ ]
ｌ
ｄξ。 （１０６）

而（Ｍα１α２ｍ，Ｅα１α２ｍ，Ｒα１α２ｍ），（Ｎα１α２，Ｆα１α２，Ｓα１α２），

（Ｐα１α２，Ｇα１α２，Ｔα１α２），可分别在 Ｑ上由以下方程组

定解。

　　


ξｊ
（ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｍα１α２ｍ））＋


ξｊ
ｅｌｉｊ
Ｅα１α２ｍ
ξ( )
ｌ

＋
ξｊ
珓ｅｌｉｊ
Ｒα１α２ｍ
ξ( )
ｌ

＝－ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）－

ξｊ
（ｃｉｊα２ｋＭα１ｋｍ）－

　ｅｌｉα２
Ｅα１ｍ
ξｌ

－
ξｊ
（ｅｉｊα２Ｅα１ｍ）－珓ｅｌｉα２

Ｒα１ｍ
ξｌ

－
ξｊ
（珓ｅｉｊα２Ｒα１ｍ）－ｃｉα１α２ｍ ＋^ｃｉα１α２ｍ，　ξ∈Ｑ，


ξｉ
（ｅｉｋｌεｋｌ（Ｍα１α２ｍ））－


ξｉ
κｉｌ
Ｅα１α２ｍ
ξ( )
ｌ

－
ξｉ
αｉｌ
Ｒα１α２ｍ
ξ( )
ｌ

＝－ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）－

ξｉ
（ｅｉα２ｋＭα１ｋｍ）＋

　κα２ｌ
Ｅα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（κｉα２Ｅα１ｍ）＋αα２ｌ

Ｒα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（αｉα２Ｒα１ｍ）－ｅα１α２ｍ －^ｅα１α２ｍ，　ξ∈Ｑ，


ξｉ
（珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｍα１α２ｍ）－


ξｉ
αｉｌ
Ｅα１α２ｍ
ξ( )
ｌ

－
ξｉ
μｉｌ
Ｒα１α２ｍ
ξ( )
ｌ

＝－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｍα１ｍ）－

ξｉ
（珓ｅｉα２ｋＭα１ｋｍ）＋

　αα２ｌ
Ｅα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（αｉα２Ｅα１ｍ）＋μα２ｌ

Ｒα１ｍ
ξｌ

＋
ξｉ
（μｉα２Ｒα１ｍ）－珓ｅα１α２ｍ－珓ｅ^α１α２ｍ，　ξ∈Ｑ，

Ｍα１α２ｍ（ξ）＝０，　Ｅα１α２ｍ（ξ）＝０，　Ｒα１α２ｍ（ξ）＝０，　ξ∈Ｑ



























。

（１１）


ξｊ
（ｃｉｊｋｌεｋｌ（Ｎα１α２））＋


ξｊ
ｅｌｉｊ
Ｆα１α２
ξ( )
ｌ

＋
ξｊ
珓ｅｌｉｊ
Ｓα１α２
ξ( )
ｌ

＝－ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）－

ξｊ
（ｃｉｊα２ｋＮα１ｋ）－ｅｌｉα２

Ｆα１
ξｌ
－

　 
ξｊ
（ｅｉｊα２Ｆα１）－珓ｅｌｉα２

Ｓα１
ξｌ
－
ξｊ
（珓ｅｉｊα２Ｓα１）－ｅｉα１α２＋^ｅｉα１α２，　ξ∈Ｑ，


ξｉ
（ｅｉｋｌεｋｌ（Ｎα１α２））－


ξｉ
κｉｌ
Ｆα１α２
ξ( )
ｌ

－
ξｉ
αｉｌ
Ｓα１α２
ξ( )
ｌ

＝－ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）－

ξｉ
（ｅｉα２ｋＮα１ｋ）＋κα２ｌ

Ｆα１
ξｌ
＋

　 
ξｉ
（κｉα２Ｆα１）＋αα２ｌ

Ｓα１
ξｌ
＋
ξｉ
（αｉα２Ｓα１）＋κα１α２－^κα１α２，　ξ∈Ｑ，


ξｉ
（珓ｅｉｋｌεｋｌ（Ｎα１α２））－


ξｉ
αｉｌ
Ｆα１α２
ξ( )
ｌ

－
ξｉ
μｉｌ
Ｓα１α２
ξ( )
ｌ

＝－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｎα１）－

ξｉ
（珓ｅｉα２ｋＮα１ｋ）＋αα２ｌ

Ｆα１
ξｌ
＋

　 
ξｉ
（αｉα２Ｆα１）＋μα２ｌ

Ｓα１
ξｌ
＋
ξｉ
（μｉα２Ｓα１）＋αα１α２－^αα１α２，　ξ∈Ｑ，

Ｎα１α２（ξ）＝０，　Ｆα１α２（ξ）＝０，　Ｓα１α２（ξ）＝０，　ξ∈Ｑ



























。

（１２）
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
ξｊ
ｃｉｊｋｌεｋｌＰα１α( )( )

２
＋
ξｊ
ｅｌｉｊ
Ｇα１α２
ξ( )
ｌ

＋
ξｊ
珓ｅｌｉｊ
Ｔα１α２
ξ( )
ｌ

＝－ｃｉα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）－

ξｊ
ｃｉｊα２ｋＰα１( )ｋ －ｅｌｉα２

Ｇα１
ξｌ
－

　 
ξｊ
ｅｉｊα２Ｇα( )

１
－珓ｅｌｉα２

Ｔα１
ξｌ
－
ξｊ
珓ｅｉｊα２Ｔα( )

１
－珓ｅｉα１α２＋珓ｅ^ｉα１α２，　ξ∈Ｑ，


ξｉ
ｅｉｋｌεｋｌＰα１α( )( )

２
－
ξｉ
κｉｌ
Ｇα１α２
ξ( )
ｌ

－
ξｉ
αｉｌ
Ｔα１α２
ξ( )
ｌ

＝－ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１），－

ξｉ
ｅｉα２ｋＰα１( )ｋ ＋κα２ｌ

Ｇα１
ξｌ
＋

　 
ξｉ
κｉα２Ｇα( )

１
＋αα２ｌ

Ｔα１
ξｌ
＋
ξｉ
αｉα２Ｔα( )

１
＋αα１α２－^αα１α２，　ξ∈Ｑ，


ξｉ
珓ｅｉｋｌεｋｌＰα１α( )( )

２
－
ξｉ
αｉｌ
Ｇα１α２
ξ( )
ｌ

－
ξｉ
μｉｌ
Ｔα１α２
ξ( )
ｌ

＝－珓ｅα２ｋｌεｋｌ（Ｐα１）－

ξｉ
珓ｅｉα２ｋＰα１( )ｋ ＋αα２ｌ

Ｇα１
ξｌ
＋

　 
ξｉ
αｉα２Ｇα( )

１
＋μα２ｌ

Ｔα１
ξｌ
＋
ξｉ
μｉα２Ｔα( )

１
＋μα１α２－^μα１α２，　ξ∈Ｑ，

Ｐα１α２（ξ）＝０，　Ｇα１α２（ξ）＝０，　Ｔα１α２（ξ）＝０，　ξ∈Ｑ



























。

（１３）

　　当ｌ≥２时，通过比较方程两端 ε１，ε２，ε３，…，
所有待定单胞函数可以类似递推定解。

注２：由 Ｋｏｒｎ不等式及 ＬａｘＭｉｌｇｒａｍ引理易证
方程组（６）、（７）、（８）、（９）、（１１）、（１２）及（１３）在
相应函数空间中存在唯一弱解组。

定理 １　若 ｂｅ（ｘ），ｂｍ（ｘ），ｆｉ（ｘ），ｕ０（ｘ），

０（ｘ），ψ０（ｘ）在Ω内足够光滑，则
（ⅰ）方程组（１）有（３）、（４）、（５）的渐近展开

形式；

（ⅱ）当?α?＝１时，单胞函数组（Ｍα１（ξ），

Ｅα１（ξ），Ｒα１（ξ））　（Ｎα１（ξ），Ｆα１（ξ），Ｓα１（ξ））　
（Ｐα１（ξ），Ｔα１（ξ），Ｇα１（ξ））分别由（６）、（７）、（８）定解；

（ⅲ）均匀化常数 ｃ^ｉｊｋｌ，^ｅｌｉｊ，珓ｅ^ｌｉｊ，^κｉｌ，^αｉｌ，^μｉｌ分别由
（１０１）～（１０６）计算；

（ⅳ）均匀化解ｕ０（ｘ），ψ０（ｘ），０（ｘ），由方程
组（９）定解；

（ⅴ）当?α?＝２时，单胞函数（Ｍα１α２（ξ），Ｅα１α２
（ξ），Ｒα１α２（ξ）），（Ｎα１α２（ξ），Ｆα１α２（ξ），Ｓα１α２（ξ）），
（Ｐα１α２（ξ），Ｔα１α２（ξ），Ｇα１α２（ξ））分别由方程组

（１１）、（１２）、（１３）定解。

２　双尺度渐近解误差估计

在实际的数值计算中，通常用二阶双尺度近

似解计算解组（ｕε（ｘ），ψε（ｘ），ε（ｘ））：
ｕε（ｘ）ｕ２ε（ｘ）＝ｕ

０（ｘ）＋

　∑
２

ｌ＝１
εｌ∑
?α?＝ｌ
（Ｍα（ξ）Ｄ

α
ｌｕ
０（ｘ）＋Ｎα（ξ）Ｄ

α
ｌ
０（ｘ）＋

　Ｐα（ξ）Ｄ
α
ｌψ
０（ｘ））＋ｏ（ε２），　ｉｎ　Ω。 （１４）

ε（ｘ）２ε（ｘ）＝
０（ｘ）＋

　∑
２

ｌ＝１
εｌ∑
?α?＝ｌ
（Ｅα（ξ）Ｄ

α
ｌｕ
０（ｘ）＋Ｆα（ξ）Ｄ

α
ｌ
０（ｘ）＋

　Ｇα（ξ）Ｄ
α
ｌψ
０（ｘ））＋ｏ（ε２），　ｉｎ　Ω。 （１５）

ψε（ｘ）ψ２ε（ｘ）＝ψ
０（ｘ）＋

　∑
２

ｌ＝１
εｌ∑
?α?＝ｌ
（Ｒα（ξ）Ｄ

α
ｌｕ
０（ｘ）＋Ｓα（ξ）Ｄ

α
ｌ
０（ｘ）＋

　Ｔα（ξ）Ｄ
α
ｌψ
０（ｘ））＋ｏ（ε２），　ｉｎ　Ω。 （１６）

定理２　设（ｕε（ｘ），ψε（ｘ），ε（ｘ））为方程组
（１）的弱解组，设ｆｉ（ｘ）∈Ｈ

２（Ω），ｂｅ（ｘ）∈Ｈ
２（Ω），

ｂｍ（ｘ）∈Ｈ
２（Ω），ｕ０（ｘ）∈Ｈ

４（Ω），０（ｘ）∈Ｈ
４（Ω），

ψ０（ｘ）∈Ｈ
４（Ω），则有如下渐近估计：

ｕε（ｘ）－ｕ２ε（ｘ）Ｈ１（Ω）≤Ｃ１ (ε ｕ０（ｘ）Ｈ
５
２（Ω）＋

　 ０（ｘ）Ｈ
５
２（Ω）＋ ψ０（ｘ）Ｈ

５
２（Ω）＋

　 ｆ（ｘ）Ｈ２（Ω）＋ ｂｅ（ｘ）Ｈ２（Ω）＋ ｂｍ（ｘ）Ｈ２（Ω )） ，
ε（ｘ）－２ε（ｘ）Ｈ１（Ω）≤Ｃ２ (ε ｕ０（ｘ）Ｈ

５
２（Ω）＋

　 ０（ｘ）Ｈ
５
２（Ω）＋ ψ０（ｘ）Ｈ

５
２（Ω）＋

　 ｆ（ｘ）Ｈ２（Ω）＋ ｂｅ（ｘ）Ｈ２（Ω）＋ ｂｍ（ｘ）Ｈ２（Ω )） ，
ψε（ｘ）－ψ２ε（ｘ）Ｈ１（Ω）≤Ｃ３ (ε ｕ０（ｘ）Ｈ

５
２（Ω）＋

　 ０（ｘ）Ｈ
５
２（Ω）＋ ψ０（ｘ）Ｈ

５
２（Ω）＋

　 ｆ（ｘ）Ｈ２（Ω）＋ ｂｅ（ｘ）Ｈ２（Ω）＋ ｂｍ（ｘ）Ｈ２（Ω )） ，
其中，Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３是与 ｆｉ（ｘ），ｂｅ（ｘ），ｂｍ（ｘ），ｕ０（ｘ），
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０（ｘ），ψ０（ｘ）无关的正常数。
注３：在一般区域中，磁力电耦合材料的等

效性能可用匹配的边界层问题展开相关问题

研究。

注４：本文利用边界值为０的第一类边界条件
定义周期单胞函数，在实际问题中，当对材料问题

做适当对称性假设后可使用周期性边界条件定解

单胞函数，并且可证明这两种定义方式定解是同

一个唯一解。

３　小　结

本文通过双尺度方法分析了第一类边界条件

小周期区域内磁力电耦合问题的高阶双尺度渐
近解，并得到了其均匀化常数与均匀化解，最后证

明了其二阶双尺度解的渐近误差估计。文中的双

尺度方法对求类似问题的渐近解提供了可行的算

法，也为进一步求数值解提供了理论基础。
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