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关于几类四维 Ｆ流形代数结构的讨论
陈家辉

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：Ｆ流形代数是代数学中的一个重要研究内容。作为一种新型的代数结构，Ｆ流形代数不同于传统的向
量空间，它是同时具有交换结合代数和李代数两种代数运算，并且满足 ＨｅｒｔｌｉｎｇＭａｎｉｎ关系的代数结构。泊松
代数是一类重要的Ｆ流形代数，在数学、数学物理、金融和医学等各个领域都有重大研究成果，而关于Ｆ流形代
数的研究才刚刚开始，所以Ｆ流形代数仍具有极大的研究价值。现阶段，低维（１≤ｎ≤３）Ｆ流形代数的分类问
题已得到解决，但高维（ｎ≥４）的Ｆ流形代数的分类研究没有得到确切的结果，仍有待更多学者们深入研究。为
此，文章在已知复数域上四维交换结合代数分类的基础上，结合李代数性质来研究几类四维Ｆ流形代数的结构。
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　　近年来，Ｆ流形代数在代数学研究中逐渐成
为了一个研究热点。作为一种新型的代数结构，

Ｆ流形代数不同于传统的向量空间，它是具有良
好且应用广泛的交换结合代数和李代数两种代

数运算的代数结构。

Ｄｕｂｒｏｖｉｎ［１］早在１９９４年就从几何的角度研究
ＷｉｔｔｅｎＤｉｊｋｇｒａａｆＶｅｒｌｉｎｄｅＶｅｒｌｉｎｄｅ方程，并引入了
Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ流形的概念。而 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ流形具有很
好的几何性质，除了从纯数学的角度来看之外，在

数学和理论物理学领域也发挥了很大作用，如奇
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点理论［２］、可积系统［３－５］等。与此同时，许多学者

在雅可比群的轨道空间［６－７］，阿贝尔积分空间［８］

和Ｔｏｄａ的晶格层次结构［９］中研究 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ流形
结构，使Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ流形得到进一步发展。

Ｈｅｒｔｌｉｎｇ等［１０］在 １９９９年通过弱化 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
流形的条件，引入 Ｆ流形的概念。作为 Ｆ流形的
延伸和拓展，Ｆ流形代数的发展尚未成熟，仍存在
着极大的研究空间，这使得 Ｆ流形代数在近年来
成为学者的热门研究方向之一。现阶段，Ｆ流形
代数在数学的许多领域发挥着重要作用［１１－１２］。

为了研究Ｆ流形代数的结构和性质，文献［１３］引
入了预Ｆ流形代数和对偶预 Ｆ流形代数，在一定
条件下，证明了预 Ｆ流形代数就是 Ｆ流形代数。
反过来，利用 Ｆ流形代数上的 ＲｏｔａＢａｘｔｅｒ算子和
平均算子来构造预Ｆ流形代数和对偶预Ｆ流形代
数。对于低维的 Ｆ流形代数的分类，已经被许多
学者广泛研究。泊松代数是Ｆ流形代数的一个重
要特殊形式。目前，关于泊松代数的研究已经吸

引了国际上许多学者的注意，并且取得一系列有

意义的成果［１４－１７］。特别地，对于泊松代数的分

类，文献［１８］研究了二维流形或仿射簇上的三维
流形上的泊松结构并给出其分类结果。由于泊松

代数吸引了国际上许多学者的研究，对推动泊松代

数在数学、数学物理、互联网金融和医学等研究领

域深入发展有着深刻影响。现如今，泊松代数分类

的重要性已经在许多学者的研究范围中得到体现。

Ｆ流形代数作为泊松代数的自然推广，其分
类已经变得迫在眉睫。在这个研究方向上，本文

按照泊松代数分类的构架，在已知复数域上的四

维交换结合代数分类基础上，研究了部分四维 Ｆ
流形代数的结构。

本文的组织结构如下：第一节回顾在复数域

上的四维交换结合代数的结构，以及李代数和 Ｆ
流形代数的定义；第二节讨论复数域上的５类四
维Ｆ流形代数结构，并探索其分类及相关结果。

１　预备知识

首先回顾四维交换结合代数的定义。

定义 １　设｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４｝是交换结合代数

（Ａ，·）的一组基，其中 ｅｉ·ｅｊ＝∑
４

ｋ＝１
ａｋｉｊｅｋ，（Ａ，·）的

特征矩阵为

∑
４

ｋ＝１
ａｋ１１ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ１２ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ１３ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ１４ｅｋ

∑
４

ｋ＝１
ａｋ２１ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ２２ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ２３ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ２４ｅｋ

∑
４

ｋ＝１
ａｋ３１ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ３２ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ３３ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ３４ｅｋ

∑
４

ｋ＝１
ａｋ４１ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ４２ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ４３ｅｋ ∑

４

ｋ＝１
ａｋ４４ｅ























ｋ

。

在文献［１９］中，Ｂｕｒｄｅ等对复数域上的四维
Ｎｏｖｉｋｏｖ代数进行了分类。因为交换结合代数是
一类特殊的Ｎｏｖｉｋｏｖ代数，所以很自然地知道四维
交换结合代数的分类。表１列出了将要讨论的５类
交换结合代数。

表１　复数域
$

上的５类四维交换结合代数
Ｔａｂｌｅ１　Ｆｉｖｅｃｌａｓｓｅｓｏｆｆｏｕｒｄｉｍｅｎｓｉｎａｌｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅａｓｓｏｃｉａ

ｔｉｖｅａｌｇｅｂｒａｓｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｉｅｌｄｓ

代数 特征矩阵 代数 特征矩阵

珘Ａ３，３

ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４
ｅ２ ｅ３ ｅ４ ０

ｅ３ ｅ４ ０ ０

ｅ４











０ ０ ０

珘Ａ１＋Ａ２，２

ｅ１ ｅ２ ０ ０

ｅ２ ０ ０ ０

０ ０ ｅ４ ０











０ ０ ０ ０

２珘Ａ０＋Ａ２，２

ｅ１ ０ ０ ０

０ ｅ２ ０ ０

０ ０ ｅ４ ０











０ ０ ０ ０

２珘Ａ０＋Ａ１

ｅ１ ０ ０ ０

０ ｅ２ ０ ０

０ ０ ｅ３ ｅ４
０ ０ ｅ４











０

４珘Ａ０

ｅ１ ０ ０ ０

０ ｅ２ ０ ０

０ ０ ｅ３ ０

０ ０ ０ ｅ











４

　　由于在接下来的计算中，需要用李代数的相
关性质，为此，回顾李代数的定义。

定义２［２０］　设Ａ是复数域
$

上的向量空间，并

设在Ａ中定义了一个换位运算，即对于 Ａ中任意
两个元素Ｘ和 Ｙ，都有 Ａ中唯一的一个元素与之
对应，这个元素记作［Ｘ，Ｙ］，称为Ｘ和 Ｙ的换位元
素。如果这个换位运算满足以下条件：

（Ｌ１）［
" １Ｘ１＋" ２Ｘ２，Ｙ］＝" １［Ｘ１，Ｙ］＋" ２［Ｘ２，

Ｙ］，Ｘ１，Ｘ２，Ｙ∈Ａ，" １，" ２∈$

。

（Ｌ２）［Ｘ，Ｙ］＝－［Ｙ，Ｘ］，Ｘ，Ｙ∈Ａ。
（Ｌ３）［Ｘ，［Ｙ，Ｚ］］＋［Ｙ，［Ｚ，Ｘ］］＋［Ｚ，［Ｘ，

Ｙ］］＝０，Ｘ，Ｙ，Ｚ∈Ａ。

５６
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这时（Ａ，·）就称为复数域上的李代数，简称复
李代数。

注记：根据李代数的定义，容易得到：

（ⅰ）［Ｘ，" １Ｙ１＋" ２Ｙ２］＝" １［Ｘ，Ｙ１］＋" ２［Ｘ，
Ｙ２］，Ｘ，Ｙ１，Ｙ２∈Ａ，" １，" ２∈$

。

（ⅱ）［Ｘ，Ｘ］＝０，Ｘ∈Ａ。
（ⅲ）（Ｌ３）称为Ｊａｃｏｂｉ等式。
下面介绍Ｆ流形代数的定义。
定义 ３［１２］　Ｆ流形代数是一个三元（Ａ，·，

［，］），其中（Ａ，·）是一个交换结合代数和（Ａ，
［，］）是一个李代数，并且满足 ＨｅｒｔｌｉｎｇＭａｎｉｎ关
系：

Ｐｘ．ｙ（ｗ，ｖ）＝ｘ·Ｐｙ（ｗ，ｖ）＋ｙ·Ｐｘ（ｗ，ｖ），ｘ，ｙ，
ｖ，ｗ∈Ａ，

其中，Ｐｘ（ｙ，ｚ）＝［ｘ，ｙ·ｚ］－［ｘ，ｙ］·ｚ－ｙ·［ｘ，ｚ］，
ｘ，ｙ，ｚ∈Ａ。

２　复数域上的５类四维 Ｆ流形代数
结构的计算

　　设（Ａ，·，［，］）是一个Ｆ流形代数，其中（Ａ，·）
是一个以｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４｝为基的交换结合代数和
（Ａ，［，］）是一个李代数。在表１中的５类交换结
合代数的基础上，研究对应的Ｆ流形代数的结构。
根据Ｆ流形代数的定义，容易得到：（Ａ，·，［，］）是
一个Ｆ流形代数当且仅当（Ａ，·）是一个交换结合
代数和（Ａ，［，］）是一个李代数，并且满足Ｈｅｒｔｌｉｎｇ
Ｍａｎｉｎ关系：

Ｐｅｉ．ｅｊ（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅｉ·Ｐｅｊ（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅｊ·Ｐｅｉ（ｅｋ，ｅｌ），
１≤ｉ，ｊ，ｋ，ｌ≤４。

２．１　交换结合代数珘Ａ３，３
设珘Ａ３，３的一组基｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４｝，满足 ｅ

２
１＝ｅ１，

ｅ１·ｅ２＝ｅ２，ｅ１·ｅ３＝ｅ３，ｅ１·ｅ４＝ｅ４，ｅ
２
２＝ｅ３，ｅ２·ｅ３＝ｅ４，

其余为零。下面给出（珘Ａ３，３，·，［，］）是一个 Ｆ流形
代数的等价条件。

引理１　（珘Ａ３，３，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数当
且仅当对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝０，Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝２ｅ２·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝３ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），ｅ４·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

ｅ３·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ４·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０
{

。

其中，（珘Ａ３，３，·）是一个交换结合代数，（珘Ａ３，３，［，］）
是一个李代数。

证明　根据表１中给出的（珘Ａ３，３，·）的特征矩
阵以及定义３，得到（珘Ａ３，３，·，［，］）是一个 Ｆ流形
代数当且仅当对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝２ｅ１·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ），Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝

　２ｅ２·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ２·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ３·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ４·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ２·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

ｅ２·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ４·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０，ｅ３·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ４·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝０，ｅ４·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０



















。

（１）
其中，（珘Ａ３，３，·）是一个交换结合代数，（珘Ａ３，３，［，］）
是一个李代数。

因为ｅ１·ｅｉ＝ｅｉ（１≤ｉ≤４），ｅ
２
２＝ｅ３，ｅ２·ｅ３＝ｅ４，所

以有

（ｉ）Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝２ｅ１·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝２Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝０。

（ｉｉ）由（ｉ）可知，
Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ２·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ３·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ４·Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ
{

）。

　　

Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ
{

）。

（２）

由于ｅ１·ｅｉ＝ｅｉ（１≤ｉ≤４），故等式（２）恒成立。
（ｉｉｉ）将Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝２ｅ２·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）代入下列

等式

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ２·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ４·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝０
{ 。

　　
Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝３ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０
{ 。

将Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝３ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）代入下列等式
ｅ２·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ４·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０ｅ４·Ｐｅ２（ｅｋ，

ｅｌ）＝０。
由（ｉ）、（ｉｉ）、（ｉｉｉ），可以得到
等式（１）

Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝０，Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝２ｅ２·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝３ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），ｅ４·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

ｅ３·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ４·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０
{

。

６６
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证毕。

此引理的证明把（珘Ａ３，３，·）的特征矩阵转化为
满足ＨｅｒｔｌｉｎｇＭａｎｉｎ关系的等式。这一引理对讨
论 Ｆ流形代数的分类问题起了至关重要的作用。
由引理１，可以证明下面的结果。

引理２　（珘Ａ３，３，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数当
且仅当

ｅ４·［ｅ１，ｅ２］＝ｅ３·［ｅ１，ｅ３］＝ｅ４·［ｅ１，ｅ３］＝０，

ｅ２·［ｅ１，ｅ４］＝ｅ３·［ｅ１，ｅ４］＝ｅ４·［ｅ１，ｅ４］＝０，

ｅ４·［ｅ２，ｅ３］＝ｅ４·［ｅ２，ｅ４］＝ｅ３·［ｅ３，ｅ４］＝

　ｅ４·［ｅ３，ｅ４］＝０，

［ｅ１，ｅ３］＝２ｅ２·［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ４］＝３ｅ３·［ｅ１，ｅ２］，

［ｅ３，ｅ４］＋３ｅ３·［ｅ２，ｅ３］＝２ｅ２·［ｅ２，ｅ４］，

ｅ２·［ｅ３，ｅ４］＝２ｅ３·［ｅ２，ｅ４］，ｅ２·［ｅ１，ｅ３］＝

　２ｅ３·［ｅ１，ｅ２



















］。

其中，（珘Ａ３，３，·）是一个交换结合代数，（珘Ａ３，３，［，］）
是一个李代数。

证明　根据Ｐｅｉ（ｅｋ，ｅｌ）＝［ｅｉ，ｅｋ·ｅｌ］－ｅｋ·［ｅｉ，
ｅｌ］－ｅｌ·［ｅｉ，ｅｋ］可知，对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅｉ（ｅｋ，ｅｌ）＝
［ｅｉ，ｅ１］－２ｅ１·［ｅｉ，ｅ１］，ｋ＝１，ｌ＝１，

［ｅｉ，ｅ２］－ｅ１·［ｅｉ，ｅ２］－ｅ２·［ｅｉ，ｅ１］，ｋ＝１，ｌ＝２，

［ｅｉ，ｅ３］－ｅ１·［ｅｉ，ｅ３］－ｅ３·［ｅｉ，ｅ１］，ｋ＝１，ｌ＝３，

［ｅｉ，ｅ４］－ｅ１·［ｅｉ，ｅ４］－ｅ４·［ｅｉ，ｅ１］，ｋ＝１，ｌ＝４，

［ｅｉ，ｅ３］－２ｅ２·［ｅｉ，ｅ２］，ｋ＝２，ｌ＝２，

［ｅｉ，ｅ４］－ｅ２·［ｅｉ，ｅ３］－ｅ３·［ｅｉ，ｅ２］，ｋ＝２，ｌ＝３，

－ｅ２·［ｅｉ，ｅ４］－ｅ４·［ｅｉ，ｅ２］，ｋ＝２，ｌ＝４，

－２ｅ３·［ｅｉ，ｅ３］，ｋ＝３，ｌ＝３，

－ｅ３·［ｅｉ，ｅ４］－ｅ４·［ｅｉ，ｅ３］，ｋ＝３，ｌ＝４，

－２ｅ４·［ｅｉ，ｅ４］，ｋ＝４，ｌ＝４





















。

（３）

由引理１的充要条件和等式（３），经过计算，
整理得到

ｅ４·［ｅ１，ｅ２］＝ｅ３·［ｅ１，ｅ３］＝ｅ４·［ｅ１，ｅ３］＝０，

ｅ２·［ｅ１，ｅ４］＝ｅ３·［ｅ１，ｅ４］＝ｅ４·［ｅ１，ｅ４］＝０，

ｅ４·［ｅ２，ｅ３］＝ｅ４·［ｅ２，ｅ４］＝ｅ３·［ｅ３，ｅ４］＝

　ｅ４·［ｅ３，ｅ４］＝０，

［ｅ１，ｅ３］＝２ｅ２·［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ４］＝３ｅ３·［ｅ１，ｅ２］，

［ｅ３，ｅ４］＋３ｅ３·［ｅ２，ｅ３］＝２ｅ２·［ｅ２，ｅ４］，

ｅ２·［ｅ３，ｅ４］＝２ｅ３·［ｅ２，ｅ４］，ｅ２·［ｅ１，ｅ３］＝

　２ｅ３·［ｅ１，ｅ２



















］。

证毕。

此引理的证明进一步把Ｆ流形代数与李括号
联系起来。通过定义 ｅｉ（１≤ｉ≤４）的李括号，经过
计算得到 Ｆ流形代数满足李括号的结构常数，这
样就可以对满足李括号的结构常数进行分类讨

论。设李括号为

［ｅ１，ｅ２］＝∑
４

ｉ＝１
ａｉｅｉ，［ｅ１，ｅ３］＝∑

４

ｉ＝１
ｂｉｅｉ，［ｅ１，ｅ４］＝

∑
４

ｉ＝１
ｃｉｅｉ，［ｅ２，ｅ３］＝∑

４

ｉ＝１
ｄｉｅｉ，［ｅ２，ｅ４］＝

∑
４

ｉ＝１
ｆｉｅｉ，［ｅ３，ｅ４］＝∑

４

ｉ＝１
ｈｉｅｉ，

其中，ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，ｄｉ，ｆｉ，ｈｉ∈$

（ｉ＝１，２，３，４）。
由引理２并结合上面的李括号，可以证明下

面的结论。

定理１　（珘Ａ３，３，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数当
且仅当其李括号的结构常数满足

ａ２ｄ２＋ａ３ｆ２＝０，ａ３ｄ２－２ａ３ｆ３－ａ２ｄ３＋２ａ４ｆ２＝０，

ａ３ｄ３－ａ３ｆ４＋ａ４ｆ３－ａ４ｄ２＝０，２ｆ２ｆ３－ｄ２ｆ２＝０，

２ｆ２３－４ｄ２ｆ３＋ｄ３ｆ２－２ｆ２ｆ４＝０，

３ｄ４ｆ２－ｄ２ｆ４－２ｄ３ｆ３＋３ｄ２ｄ３＝０，

ａ２ｆ２＝０，－２ａ２ｆ３＋３ａ２ｄ２＋２ａ３ｆ２＝０，

ａ３ｆ２＋２ａ２ｆ３＝０，－ａ２ｆ４＋３ａ３ｄ２＋ａ４ｆ２＝０















。

证明　由引理２可以得到
ａ１＝ｂ１＝ｂ２＝０，ｂ３＝２ａ２，ｂ４＝２ａ３，

ｃ１＝ｃ２＝ｃ３＝０，ｃ４＝３ａ２，ｄ１＝ｆ１＝０，

ｈ１＝ｈ２＝０，ｈ３＝２ｆ２，ｈ４＝２ｆ３－３ｄ２
{

。

（４）

将等式（４）代入所定义的李括号可得
［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ３ｅ３＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝

　２ａ２ｅ３＋２ａ３ｅ４，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ３ｅ３＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝

　２ｆ２ｅ３＋（２ｆ３－３ｄ２）ｅ４













。

（５）

将等式（５）代入Ｊａｃｏｂｉ等式，整理得到
ａ２ｄ２＋ａ３ｆ２＝０，ａ３ｄ２－２ａ３ｆ３－ａ２ｄ３＋２ａ４ｆ２＝０，

ａ３ｄ３－ａ３ｆ４＋ａ４ｆ３－ａ４ｄ２＝０，２ｆ２ｆ３－ｄ２ｆ２＝０，

２ｆ２３－４ｄ２ｆ３＋ｄ３ｆ２－２ｆ２ｆ４＝０，

３ｄ４ｆ２－ｄ２ｆ４－２ｄ３ｆ３＋３ｄ２ｄ３＝０，

ａ２ｆ２＝０，－２ａ２ｆ３＋３ａ２ｄ２＋２ａ３ｆ２＝０，

ａ３ｆ２＋２ａ２ｆ３＝０，－ａ２ｆ４＋３ａ３ｄ２＋ａ４ｆ２＝０















。

７６
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证毕。

下面讨论 Ｆ流形代数中的李代数导代数维
数，为此，需要对定理１中李代数的结构常数进行
讨论。设导代数维数为ｍ。

（１）当ａ３＝０，ｆ２＝０时，有

ａ２ｄ２＝０，ａ２ｄ３＝０，ａ４ｆ３－ａ４ｄ２＝０，ｆ
２
３－２ｄ２ｆ３＝０，

－ｄ２ｆ４－２ｄ３ｆ３＋３ｄ２ｄ３＝０，－２ａ２ｆ３＋３ａ２ｄ２＝０，

ａ２ｆ３＝０，ａ２ｆ４＝０
{

。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝２ａ２ｅ３，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ３ｅ３＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝（２ｆ３－３ｄ２）ｅ４
{

。

（ｉ）当 ａ２＝０，ｆ３＝０时，有 ａ４ｄ２＝０，－ｄ２ｆ４＋
３ｄ２ｄ３＝０。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ４］＝

　ｆ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝－３ｄ２ｅ４
{

。

（ａ）当ｄ２＝０时，有
［ｅ１，ｅ２］＝ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝０{ 。

因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］）＝

（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
０ ０ ０
０ ｄ３ ０

ａ４ ｄ４ ｆ













４

，

所以，０≤ｍ≤２。
（ｂ）当ｄ２≠０时，有ａ４＝０，ｆ４＝３ｄ３。
故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ４］＝３ｄ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝－３ｄ２ｅ４{ 。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
ｄ２ ０ ０

ｄ３ ０ ０

ｄ４ ３ｄ３ －３ｄ













２

，

并且

０ ０ ０
ｄ２ ０ ０

ｄ３ ０ ０

ｄ４ ３ｄ３ －３ｄ













２

－
ｄ３
ｄ２
·（２）＋（３）

－
ｄ４
ｄ２
·（２）＋（４

→
）

０ ０ ０
ｄ２ ０ ０

０ ０ ０
０３ｄ３ －３ｄ













２

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｉ）当ａ２≠０，ｆ３＝０时，有ｄ２＝ｄ３＝ｆ４＝０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝２ａ２ｅ３，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝

　［ｅ３，ｅ４］＝０
{

。

因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］，［ｅ２，ｅ３］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
ａ２ ０ ０ ０

０ ２ａ２ ０ ０

ａ４ ０ ３ａ２ ｄ













４

，

所以，ｍ＝３。

（ｉｉｉ）当ａ２＝０，ｆ３≠０时，有ａ４＝０，ｄ２＝
ｆ３
２，ｆ４＝

－ｄ３。
故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

　
ｆ３
２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ３ｅ３－ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝
ｆ３
２ｅ４











 。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
１
２ｆ３ ０ ０

ｄ３ ｆ３ ０

ｄ４ －ｄ３
１
２ｆ

















３

，

所以，ｍ＝３。
（ｉｖ）当ａ２≠０，ｆ３≠０时，但ａ２ｆ３＝０，矛盾。
（２）当ａ３≠０，ｆ２＝０时，有
ａ２ｄ２＝０，ａ３ｄ２－２ａ３ｆ３－ａ２ｄ３＝０，ａ３ｄ３－ａ３ｆ４＋

　ａ４ｆ３－ａ４ｄ２＝０，

ｆ２３－２ｄ２ｆ３＝０，－ｄ２ｆ４－２ｄ３ｆ３＋３ｄ２ｄ３＝０，

－２ａ２ｆ３＋３ａ２ｄ２＝０，ａ２ｆ３＝０，－ａ２ｆ４＋３ａ３ｄ２＝０










。

８６
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故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ３ｅ３＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝

　２ａ２ｅ３＋２ａ３ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝

　ｆ３ｅ３＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝（２ｆ３－３ｄ２）ｅ４










。

（ｉ）当ｄ２＝０，ｆ３＝０时，有ａ２ｄ３＝０，ｆ４＝ｄ３。
故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ３ｅ３＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝

　２ａ２ｅ３＋２ａ３ｅ４，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝

　ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝０










。

（ａ）当ｄ３＝０时，有ｆ４＝０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ３ｅ３＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝

　２ａ２ｅ３＋２ａ３ｅ４，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝

　［ｅ３，ｅ４］＝０










。

因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］，［ｅ２，ｅ３］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
ａ２ ０ ０ ０

ａ３ ２ａ２ ０ ０

ａ４ ３ａ３ ３ａ２ ｄ













４

，

所以，２≤ｍ≤３。
（ｂ）当ｄ３≠０时，有ａ２＝０，ｆ４＝ｄ３。
故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ３ｅ３＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝２ａ３ｅ４，

　［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝ｄ３ｅ４，

　［ｅ３，ｅ４］＝０










。

因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
ａ３ ０ ｄ３ ０

ａ４ ２ａ３ ｄ４ ｄ













３

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｉ）当ｄ２≠０，ｆ３＝０时，但
ａ２ｄ２＝０，

ａ３ｄ２－２ａ３ｆ３－ａ２ｄ３＝０{ 。

ａ２＝０，

ａ３ｄ２－ａ２ｄ３＝０{ 。

ａ３ｄ２＝０ａ３＝０，
与ａ３≠０矛盾。

（ｉｉｉ）当ｄ２＝０，ｆ３≠０时，但ｆ
２
３－２ｄ２ｆ３＝０ｆ

２
３＝

０ｆ３＝０，矛盾。
（ｉｖ）当ｄ２≠０，ｆ３≠０时，但
ａ２ｆ３＝０，

－ａ２ｆ４＋３ａ３ｄ２＝０{ 。

ａ２＝０，

－ａ２ｆ４＋３ａ３ｄ２＝０{ 。

ａ３ｄ２＝０ａ３＝０，
与ａ３≠０矛盾。

（３）当ａ３＝０，ｆ２≠０时，有

ｄ２＝２ｆ３，－６ｆ
２
３＋ｄ３ｆ２－２ｆ２ｆ４＝０，

３ｄ４ｆ２－２ｆ３ｆ４＋４ｄ３ｆ３＝０，ａ２＝ａ４＝０{ 。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝２ａ２ｅ３，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ３ｅ３＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝２ｆ２ｅ３＋

　（２ｆ３－３ｄ２）ｅ４










。

（ｉ）当ｆ３＝０，ｆ４＝０时，有ａ２＝ａ４＝ｄ２＝ｄ３＝ｄ４
＝０。故
［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝［ｅ２，ｅ３］＝０，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２，［ｅ３，ｅ４］＝２ｆ２ｅ３。
所以，ｍ＝２。

（ｉｉ）当ｆ３≠０，ｆ４＝０时，有

ｄ２＝２ｆ３，－６ｆ
２
３＋ｄ３ｆ２＝０，

３ｄ４ｆ２＋４ｄ３ｆ３＝０，ａ２＝ａ４＝０{ 。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝２ａ２ｅ３，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ３ｅ３，［ｅ３，ｅ４］＝２ｆ２ｅ３＋（２ｆ３－３ｄ２）ｅ４
{

。

（ａ）当ｄ３＝０时，但 －６ｆ
２
３＋ｄ３ｆ２＝０ｆ

２
３＝０，与

ｆ３≠０矛盾。
（ｂ）当ｄ３≠０时，有 ａ２＝ａ４＝０，ｄ２＝２ｆ３，ｄ４＝

－
２ｄ２３
９ｆ３
，ｆ２＝

６ｆ２３
ｄ３
。

故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

　２ｆ３ｅ２＋ｄ３ｅ３－
２ｄ２３
９ｆ３
ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝
６ｆ２３
ｄ３
ｅ２＋ｆ３ｅ３，［ｅ３，ｅ４］＝

１２ｆ２３
ｄ３
ｅ３－４ｆ３ｅ４











 。

９６
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因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０

２ｆ３
６ｆ２３
ｄ３

０

ｄ３ ｆ３
１２ｆ２３
ｄ３

－
２ｄ２３
９ｆ３

０ －４ｆ





















３

，

并且

０ ０ ０

２ｆ３
６ｆ２３
ｄ３

０

ｄ３ ｆ３
１２ｆ２３
ｄ３

－
２ｄ２３
９ｆ３

０ －４ｆ





















３

－
ｄ３
６ｆ３
·（２）＋（３

→
）

０ ０ ０

２ｆ３
６ｆ２３
ｄ３

０

２ｄ３
３ ０

１２ｆ２３
ｄ３

－
２ｄ２３
９ｆ３

０ －４ｆ





















３

ｄ３
４ｆ３
·（３）＋（４

→
）

０ ０ ０

２ｆ３
６ｆ２３
ｄ３

０

２ｄ３
３ ０

１２ｆ２３
ｄ３

















０ ０ ０

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｉｉ）当ｆ３＝０，ｆ４≠０时，有 ａ２＝ａ４＝ｄ２＝ｄ４＝

０，ｄ３＝２ｆ４。故
［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

２ｆ４ｅ３，［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝２ｆ２ｅ３。
因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
０ ｆ２ ０

２ｆ４ ０ ２ｆ２
０ ｆ４













０

，

并且

０ ０ ０
０ ｆ２ ０

２ｆ４ ０ ２ｆ２
０ ｆ４













０

－
ｆ４
ｆ２
·（２）＋（４

→
）

０ ０ ０
０ ｆ２ ０

２ｆ４ ０ ２ｆ２













０ ０ ０

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｖ）当ｆ３≠０，ｆ４≠０时，有

ｄ２＝２ｆ３，－６ｆ
２
３＋ｄ３ｆ２－２ｆ２ｆ４＝０，

３ｄ４ｆ２－２ｆ３ｆ４＋４ｄ３ｆ３＝０，ａ２＝ａ４＝０{ 。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２＋ａ４ｅ４，［ｅ１，ｅ３］＝２ａ２ｅ３，

［ｅ１，ｅ４］＝３ａ２ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ３ｅ３＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝２ｆ２ｅ３＋

　（２ｆ３－３ｄ２）ｅ４










。

（ａ）当ｄ３＝０时，有 ａ２＝ａ４＝０，ｄ２＝２ｆ３，ｄ４＝

－
２ｆ３３
ｆ２２
，ｆ４＝－

３ｆ２３
ｆ２
。

故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

　２ｆ３ｅ２－
２ｆ３３
ｆ２２
ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ３ｅ３－
３ｆ２３
ｆ２
ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝

　２ｆ２ｅ３－４ｆ３ｅ４















。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

０ ｆ３ ２ｆ２

－
２ｆ３３
ｆ２２

－
３ｆ２３
ｆ２

－４ｆ















３

，

并且

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

０ ｆ３ ２ｆ２

－
２ｆ３３
ｆ２２
－
３ｆ２３
ｆ２
－４ｆ















３

ｆ２３
ｆ２２
·（２）＋（４）

２ｆ３
ｆ２
·（３）＋（４

→
）

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

０ ｆ３ ２ｆ２













０ ０ ０

，

所以，ｍ＝２。
（ｂ）当ｄ３≠０时，有 ａ２＝ａ４＝０，ｄ２＝２ｆ３，ｄ３＝

６ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

，ｄ４＝－
８ｆ３３＋２ｆ２ｆ３ｆ４

ｆ２２
。

故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝２ｆ３ｅ２＋
６ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

ｅ３－
８ｆ３３＋２ｆ２ｆ３ｆ４

ｆ２２
ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋ｆ３ｅ３＋ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝２ｆ２ｅ３－４ｆ３ｅ４










。

因为

０７
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（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　 （ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

６ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

ｆ３ ２ｆ２

－
８ｆ３３＋２ｆ２ｆ３ｆ４

ｆ２２
ｆ４ －４ｆ



















３

，

并且

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

６ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

ｆ３ ２ｆ２

－
８ｆ３３＋２ｆ２ｆ３ｆ４

ｆ２２
ｆ４ －４ｆ



















３

－
ｆ３
ｆ２
·（２）＋（３

→
）

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

４ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

０ ２ｆ２

－
８ｆ３３＋２ｆ２ｆ３ｆ４

ｆ２２
ｆ４ －４ｆ



















３

２ｆ３
ｆ２
·（３）＋（４

→
）

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

４ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

０ ２ｆ２

２ｆ３ｆ４
ｆ２

ｆ４




















０

－
ｆ４
ｆ２
·（２）＋（４

→
）

０ ０ ０
２ｆ３ ｆ２ ０

４ｆ２３＋２ｆ２ｆ４
ｆ２

０ ２ｆ２















０ ０ ０

，

所以，ｍ＝２。
（４）当ａ３≠０，ｆ２≠０时，但

ａ２ｆ２＝０，

－２ａ２ｆ３＋３ａ２ｄ２＋２ａ３ｆ２＝０{ 。

ａ２＝０，

ａ３ｆ２＝０{ 。
，矛盾。

２．２　其他４类交换结合代数

设［ｅ１，ｅ２］＝∑
４

ｉ＝１
ａｉｅｉ，［ｅ１，ｅ３］＝∑

４

ｉ＝１
ｂｉｅｉ，［ｅ１，

ｅ４］ ＝∑
４

ｉ＝１
ｃｉｅｉ，［ｅ２，ｅ３］ ＝∑

４

ｉ＝１
ｄｉｅｉ，［ｅ２，ｅ４］ ＝

∑
４

ｉ＝１
ｆｉｅｉ，［ｅ３，ｅ４］＝∑

４

ｉ＝１
ｈｉｅｉ，其中 ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，ｄｉ，ｆｉ，ｈｉ

∈$

（ｉ＝１，２，３，４）。
下面列出（Ａ，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数的充

要条件，其中，（Ａ，·）（除了（珘Ａ３，３，·））是表１中列
出的交换结合代数，［，］是Ａ上的李括号。在接下
来讨论李代数的结构常数中，设导代数维数为ｍ。

（１）（珘Ａ１＋Ａ２，２，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数当
且仅当对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝０，Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ１·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ），

Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝２ｅ３·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ），ｅ１·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

ｅ２·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０，ｅ２·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＋ｅ３·Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

ｅ１·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ２·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０













。

其中，（珘Ａ１＋Ａ２，２，·）是一个交换结合代数，（珘Ａ１＋
Ａ２，２，［，］）是一个李代数。这等价于下面的一组等
式

ｂ３ｄ２＋ｂ４ｆ２＝０，ａ２ｄ３＝０，

ｂ３ｄ４－ｂ４ｄ３－ａ２ｄ４＝０，ｄ２ｈ３＋ｆ２ｈ４＝０，

ｄ３ｆ２－２ｄ３ｈ３＝０，ｄ４ｈ３＋ｄ４ｆ２－２ｄ２ｄ３－ｄ３ｈ４＝０，

ｂ３ｈ３＝０，－ｂ３ｈ４＋ｂ４ｈ３＝０，ｂ３ｆ２＝０










。

为了得到 Ｆ流形代数中的李代数导代数维
数，需要对李代数的结构常数进行讨论。

（Ｉ）当ｈ３＝０，ｈ４＝０时，有
ｂ３ｄ２＋ｂ４ｆ２＝０，ａ２ｄ３＝０，ｂ３ｄ４－ｂ４ｄ３－ａ２ｄ４＝０，

ｄ３ｆ２＝０，ｄ４ｆ２－２ｄ２ｄ３＝０，ｂ３ｆ２＝０{ 。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，

　［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝

　ｆ２ｅ２＋２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝０










。

（ｉ）当ｆ２＝０，ｄ３＝０时，有 ｂ３ｄ２＝０，ｂ３ｄ４－ａ２ｄ４
＝０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，

　［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０
{

。

（ａ）当ｂ３＝０，ｄ４＝０时，有
［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２，［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０{ 。

因为

１７
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（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ２，ｅ３］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
ａ２ ０ ｄ２
０ ０ ０
０ ｂ４













０

，

所以，０≤ｍ≤２。
（ｂ）当ｂ３≠０，ｄ４＝０时，有ｄ２＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，［ｅ１，

ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０。
因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
ａ２ ０ ０

０ ｂ３ ０

０ ｂ４ ２ｂ













３

，

所以，２≤ｍ≤３。
（ｃ）当ｂ３＝０，ｄ４≠０时，有ａ２＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０。
所以，１≤ｍ≤２。

（ｄ）当ｂ３≠０，ｄ４≠０时，有ａ２＝ｂ３，ｄ２＝０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝ｂ３ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，

　［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０
{

。

因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］，［ｅ２，ｅ３］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
ｂ３ ０ ０ ０

０ ｂ３ ０ ０

０ ｂ４ ２ｂ３ ｄ













４

，

所以，ｍ＝３。
（ｉｉ）当ｆ２≠０，ｄ３＝０时，有ｂ３＝ｂ４＝ｄ４＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，

ｅ３］＝ｄ２ｅ２，［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２，［ｅ３，ｅ４］＝０。
所以，ｍ＝１。

（ｉｉｉ）当ｆ２＝０，ｄ３≠０时，有ａ２＝０，ｂ４＝
ｂ３ｄ４
ｄ３
，ｄ２

＝０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋
ｂ３ｄ４
ｄ３
ｅ４，

　［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝２ｄ３ｅ４，

　［ｅ３，ｅ４］＝０













。

因为

（［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
ｂ３ ０ ｄ３ ０

ｂ３ｄ４
ｄ３

２ｂ３ ｄ４ ２ｄ















３

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｖ）当ｆ２≠０，ｄ３≠０时，但ｄ３ｆ２＝０，矛盾。
（ＩＩ）当ｈ３≠０，ｈ４＝０时，有
ａ２ｄ３＝０，ａ２ｄ４＝０，ｄ２＝ｂ３＝ｂ４＝０，

ｄ３ｆ２－２ｄ３ｈ３＝０，ｄ４ｈ３＋ｄ４ｆ２＝０{ 。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，

［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３
{

。

（ｉ）当ｄ３＝０，ｄ４＝０时，有ｂ３＝ｂ４＝ｄ２＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝［ｅ２，ｅ３］

＝０，［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３。
因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
ａ２ ｆ２ ０

０ ０ ｈ３













０ ０ ０

，

所以，１≤ｍ≤２。
（ｉｉ）当ｄ３≠０，ｄ４＝０时，有 ａ２＝ｂ３＝ｂ４＝ｄ２＝

０，ｆ２＝２ｈ３。
故［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

ｄ３ｅ３，［ｅ２，ｅ４］＝２ｈ３ｅ２＋２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３。
因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
０ ２ｈ３ ０

ｄ３ ０ ｈ３
０ ２ｄ３













０

，

２７
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并且

０ ０ ０
０ ２ｈ３ ０

ｄ３ ０ ｈ３
０ ２ｄ３













０

－
ｈ３
ｄ３
·（４）＋（２

→
）

０ ０ ０
０ ０ ０
ｄ３ ０ ｈ３
０ ２ｄ３













０

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｉｉ）当ｄ３＝０，ｄ４≠０时，有 ａ２＝ｂ３＝ｂ４＝ｄ２＝

０，ｆ２＝－ｈ３。
故［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝－ｈ３ｅ２，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３。
因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
０ －ｈ３ ０

０ ０ ｈ３
ｄ４













０ ０

，

所以，ｍ＝３。
（ｉｖ）当ｄ３≠０，ｄ４≠０时，但
ｄ３ｆ２－２ｄ３ｈ３＝０，

ｄ４ｈ３＋ｄ４ｆ２＝０{ 。

ｆ２－２ｈ３＝０，

ｈ３＋ｆ２＝０{ 。
ｈ３＝０，

与ｈ３≠０矛盾。
（ＩＩＩ）当ｈ３＝０，ｈ４≠０时，有
ａ２ｄ３＝０，ｂ４ｄ３＋ａ２ｄ４＝０，

２ｄ２ｄ３＋ｄ３ｈ４＝０，ｂ３＝ｆ２＝０{ 。

故

［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，

［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ４ｅ４
{

。

（ｉ）当ｄ３＝０，ｄ４＝０时，有ｂ３＝ｆ２＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２，［ｅ２，ｅ４］＝０，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ４ｅ４。
因为

（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ１，ｅ３］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
ａ２ ０ ｄ２ ０

０ ０ ０ ０
０ ｂ４ ０ ｈ













４

，

所以，１≤ｍ≤２。
（ｉｉ）当ｄ３≠０，ｄ４＝０时，有 ａ２＝ｂ３＝ｂ４＝０，ｄ２

＝－
ｈ４
２，ｆ２＝０。

故［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

－
ｈ４
２ｅ２＋ｄ３ｅ３，［ｅ２，ｅ４］＝２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ４ｅ４。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０

－１２ｈ４ ０ ０

ｄ３ ０ ０

０ ２ｄ３ ｈ















４

，

并且

０ ０ ０

－１２ｈ４ ０ ０

ｄ３ ０ ０

０ ２ｄ３ ｈ















４

ｈ４
２ｄ３
·（３）＋（２

→
）

０ ０ ０
０ ０ ０
ｄ３ ０ ０

０ ２ｄ３ ｈ











４

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｉｉ）当ｄ３＝０，ｄ４≠０时，有ａ２＝ｂ３＝ｆ２＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝０，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ４ｅ４。
因为

（［ｅ１，ｅ３］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
０ ｄ２ ０

０ ０ ０
ｂ４ ｄ４ ｈ











４

，

所以，１≤ｍ≤２。
（ｉｖ）当ｄ３≠０，ｄ４≠０时，有 ａ２＝ｂ３＝ｂ４＝ｆ２＝

０，ｈ４＝－２ｄ２≠０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝－２ｄ２ｅ４
{

。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
ｄ２ ０ ０

ｄ３ ０ ０

ｄ４ ２ｄ３ －２ｄ













２

，

并且

３７
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０ ０ ０
ｄ２ ０ ０
ｄ３ ０ ０
ｄ４ ２ｄ３ －２ｄ











２

－
ｄ２
ｄ３
·（３）＋（２）

－
ｄ４
ｄ３
·（３）＋（４

→
）

０ ０ ０
０ ０ ０
ｄ３ ０ ０
０２ｄ３ －２ｄ











２

，

所以，ｍ＝２。
（ＩＶ）当ｈ３≠０，ｈ４≠０时，有
ａ２ｄ３＝０，ａ２ｄ４＝０，ｄ２ｈ３＋ｆ２ｈ４＝０，
ｄ３ｆ２－２ｄ３ｈ３＝０，ｂ３＝ｂ４＝０，
ｄ４ｈ３＋ｄ４ｆ２－２ｄ２ｄ３－ｄ３ｈ４＝０

{
。

　　故
［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，
［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２＋ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，
［ｅ２，ｅ４］＝ｆ２ｅ２＋２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３＋ｈ４ｅ４

{
。

（ｉ）当 ｄ３＝０，ｄ４＝０时，有 ｂ３＝ｂ４＝０，ｆ２＝

－
ｄ２ｈ３
ｈ４
。

　　故
［ｅ１，ｅ２］＝ａ２ｅ２，［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，
　［ｅ２，ｅ３］＝ｄ２ｅ２，

［ｅ２，ｅ４］＝－
ｄ２ｈ３
ｈ４
ｅ２，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３＋ｈ４ｅ４









 。

　　因为
（［ｅ１，ｅ２］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０

ａ２ ｄ２ －
ｄ２ｈ３
ｈ４

０

０ ０ ０ ｈ３
０ ０ ０ ｈ















４

，

并且

０ ０ ０ ０

ａ２ ｄ２ －
ｄ２ｈ３
ｈ４

０

０ ０ ０ ｈ３
０ ０ ０ ｈ















４

－
ｈ４
ｈ３
·（３）＋（４

→
）

　　

０ ０ ０ ０

ａ２ ｄ２ －
ｄ２ｈ３
ｈ４

０

０ ０ ０ ｈ３















０ ０ ０ ０

，

所以，１≤ｍ≤２。
（ｉｉ）当ｄ３≠０，ｄ４＝０时，但
ｄ２ｈ３＋ｆ２ｈ４＝０，ｄ３ｆ２－２ｄ３ｈ３＝０，
ｄ４ｈ３＋ｄ４ｆ２－２ｄ２ｄ３－ｄ３ｈ４＝０{ 。



　　
ｄ２＝－

ｈ４
２，ｆ２＝２ｈ３，

ｄ２ｈ３＋ｆ２ｈ４＝０
{

。

ｈ３ｈ４＝０，

与ｈ３ｈ４≠０矛盾。
（ｉｉｉ）当ｄ３＝０，ｄ４≠０时，有 ａ２＝ｂ３＝ｂ４＝０，ｄ２

＝ｈ４，ｆ２＝－ｈ３。
故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝
　ｈ４ｅ２＋ｄ４ｅ４，
［ｅ２，ｅ４］＝－ｈ３ｅ２，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３＋ｈ４ｅ４

{
。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
ｈ４ －ｈ３ ０
０ ０ ｈ３
ｄ４ ０ ｈ











４

，

并且

０ ０ ０
ｈ４ －ｈ３ ０
０ ０ ｈ３
ｄ４ ０ ｈ











４

－
ｈ４
ｈ３
·（３）＋（４

→
）

０ ０ ０
ｈ４ －ｈ３ ０
０ ０ ｈ３
ｄ４











０ ０

－
ｈ４
ｄ４
·（４）＋（２

→
）

０ ０ ０
０ －ｈ３ ０
０ ０ ｈ３
ｄ４











０ ０

，

所以，ｍ＝３。
（ｉｖ）当ｄ３≠０，ｄ４≠０时，有 ａ２＝ｂ３＝ｂ４＝０，ｄ２

＝－２ｈ４，ｄ４＝－
ｄ３ｈ４
ｈ３
，ｆ２＝２ｈ３。

故

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝－２ｈ４ｅ２＋ｄ３ｅ３－
ｄ３ｈ４
ｈ３
ｅ４，

［ｅ２，ｅ４］＝２ｈ３ｅ２＋２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３＋ｈ４ｅ４










。

因为

（［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］，［ｅ３，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０
－２ｈ４ ２ｈ３ ０
ｄ３ ０ ｈ３

－
ｄ３ｈ４
ｈ３

２ｄ３ ｈ















４

，

并且

４７
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０ ０ ０
－２ｈ４ ２ｈ３ ０

ｄ３ ０ ｈ３

－
ｄ３ｈ４
ｈ３
２ｄ３ ｈ















４

－
ｈ４
ｈ３
·（３）＋（４）

－
ｄ３
ｈ３
·（２）＋（４

→
）

０ ０ ０
－２ｈ４ ２ｈ３ ０

ｄ３ ０ ｈ３











０ ０ ０

，

所以，ｍ＝２。
（２）（２珘Ａ０＋Ａ２，２，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数

当且仅当对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝０，Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝

　２ｅ３·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ），

ｅ１·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ２·Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

ｅ１·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ２·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝

　ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０













。

其中，（２珘Ａ０＋Ａ２，２，·）是一个交换结合代数，（２珘Ａ０＋
Ａ２，２，［，］）是一个李代数。这等价于下面的一组等
式

ｂ３ｄ４－ｂ４ｄ３＝０，ｄ３ｈ３＝０，ｂ３ｈ３＝０，

ｄ４ｈ３－ｄ３ｈ４＝０，ｂ４ｈ３－ｂ３ｈ４＝０{ 。

为了得到 Ｆ流形代数中的李代数导代数维
数，需要对李代数的结构常数进行讨论。

（Ｉ）当ｈ３＝０，ｈ４＝０时，有ｂ３ｄ４－ｂ４ｄ３＝０。
故

［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝

　２ｂ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝２ｄ３ｅ４，

　［ｅ３，ｅ４］＝０










。

（ｉ）当ｂ３＝０，ｂ４＝０时，有
［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝０，［ｅ２，ｅ３］＝

ｄ３ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝０。
所以，０≤ｍ≤２。

（ｉｉ）当ｂ３≠０，ｂ４＝０时，有ｄ４＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３，［ｅ１，ｅ４］＝

２ｂ３ｅ４，［ｅ２，ｅ３］＝ｄ３ｅ３，［ｅ２，ｅ４］＝２ｄ３ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝０。
因为

（［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
ｂ３ ０ ｄ３ ０

０ ２ｂ３ ０ ２ｄ











３

，

所以，ｍ＝２。
（ｉｉｉ）当ｂ３＝０，ｂ４≠０时，有ｄ３＝０。

故［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝０，
［ｅ２，ｅ３］＝ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０。
所以，ｍ＝１。

（ｉｖ）当ｂ３≠０，ｂ４≠０时，有ｄ３＝
ｂ３ｄ４
ｂ４
。

故

［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ３ｅ３＋ｂ４ｅ４，

　［ｅ１，ｅ４］＝２ｂ３ｅ４，

［ｅ２，ｅ３］＝
ｂ３ｄ４
ｂ４
ｅ３＋ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝

２ｂ３ｄ４
ｂ４
ｅ４，

　［ｅ３，ｅ４］＝０













。

因为

（［ｅ１，ｅ３］，［ｅ１，ｅ４］，［ｅ２，ｅ３］，［ｅ２，ｅ４］）＝

　　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

ｂ３ ０
ｂ３ｄ４
ｂ４

０

ｂ４ ２ｂ３ ｄ４
２ｂ３ｄ４
ｂ

















４

，

所以，ｍ＝２。
（ＩＩ）当ｈ３≠０，ｈ４＝０时，有ｂ３＝ｂ４＝ｄ３＝ｄ４＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝［ｅ２，ｅ３］＝

［ｅ２，ｅ４］＝０，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３。
所以，ｍ＝１。

（ＩＩＩ）当ｈ３＝０，ｈ４≠０时，有ｂ３＝ｄ３＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝０，［ｅ１，ｅ３］＝ｂ４ｅ４，［ｅ１，ｅ４］＝０，

［ｅ２，ｅ３］＝ｄ４ｅ４，［ｅ２，ｅ４］＝０，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ４ｅ４。
所以，ｍ＝１。
（ＩＶ）当ｈ３≠０，ｈ４≠０时，有ｂ３＝ｂ４＝ｄ３＝ｄ４＝０。
故［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝［ｅ２，ｅ３］＝

［ｅ２，ｅ４］＝０，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ３ｅ３＋ｈ４ｅ４。
所以ｍ＝１。
（３）（２珘Ａ０＋Ａ１，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数当

且仅当对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝０，

　Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ３·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ），

ｅ１·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ２·Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝ｅ４·

　Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０













。

其中，（２珘Ａ０＋Ａ１，·）是一个交换结合代数，（２珘Ａ０＋
Ａ１，［，］）是一个李代数。

因为（２珘Ａ０＋Ａ１，·，［，］）的李代数结构常数恒
成立，并且

５７
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［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝０，［ｅ１，ｅ４］＝ｃ４ｅ４，［ｅ２，ｅ３］
＝０，［ｅ２，ｅ４］＝ｆ４ｅ４，［ｅ３，ｅ４］＝ｈ４ｅ４，

所以，０≤ｍ≤１。
（４）（４珘Ａ０，·，［，］）是一个 Ｆ流形代数当且仅

当对任意的１≤ｋ，ｌ≤４有
Ｐｅ１（ｅｋ，ｅｌ）＝Ｐｅ２（ｅｋ，ｅｌ）＝Ｐｅ３（ｅｋ，ｅｌ）＝
　　Ｐｅ４（ｅｋ，ｅｌ）＝０。

其中，（４珘Ａ０，·）是一个交换结合代数，（４珘Ａ０，［，］）
是一个李代数。

因为（４珘Ａ０，·，［，］）的李代数结构常数恒成
立，并且

［ｅ１，ｅ２］＝［ｅ１，ｅ３］＝［ｅ１，ｅ４］＝［ｅ２，ｅ３］＝
　　［ｅ２，ｅ４］＝［ｅ３，ｅ４］＝０，

所以，ｍ＝０。
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