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局部共振超材料梁的弯曲带隙及减振性能研究
熊剑荣，黎永盛，任凤鸣

（广州大学 土木工程学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：为提高结构抵御振动的能力，文章基于局部共振机理设计了一种具有周期性布置局部共振单元的超
材料梁，它能够在低频范围内产生减振带隙。通过欧拉－伯努利梁的振动理论和用于计算超材料带隙的平面
波展开法，获得了超材料梁的弯曲振动带隙，并与有限元软件计算结果进行对比，数值模拟结果与理论计算得

到的结果十分吻合，从而验证了有限元软件带隙计算的可靠性和有效性。而后，进一步研究了橡胶高度、橡胶

弹性模量、芯柱高度和芯柱密度对超材料梁弯曲带隙的影响规律，以及超材料梁在弯曲振动下的减振性能。结

果表明，文章提出的超材料梁能够形成６０７～９８３Ｈｚ的低频带隙，在６１～８２Ｈｚ范围能够衰减７０％以上的弯
曲振动；使用低弹性模量的橡胶和降低橡胶高度可以形成更低频率的带隙，增大芯柱的高度和材料密度可以形

成更低频且频带更宽的带隙。
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　第２期 熊剑荣等：局部共振超材料梁的弯曲带隙及减振性能研究 　　　

　　超材料（ｍｅｔａｍａｔｅｒｉａｌｓ）是一种人工复合材料结
构［１－２］，能够阻隔一定频率范围内弹性波的传播，相应

的频率范围称为带隙［３］。在带隙范围内超材料能够表

现出常规材料所不具有的负折射［２］、负有效质量［４］、负

体积模量［５］等特性，可以对波的运动进行衰减和控制，

被应用于声隐身斗篷［６］、声聚焦［７］、减振降噪［８－９］等领

域。带隙按其形成机理可以分为Ｂｒａｇｇ散射带隙［３］和局
部共振带隙［１０］，其中，Ｂｒａｇｇ带隙受到结构尺寸的限制，
难以在有限尺寸内形成低频的带隙，而局部共振机理打

破了尺寸的限制，能够在晶格尺寸远小于波长时，利用超

材料内部重芯（如铅、钢等制成的球体）和软涂层（常采用

橡胶、硅胶等材料）组成的局部共振单元的自振产生低频

带隙。这为土木工程结构的减振控制提供了新思路。

研究者们对局部共振超材料结构已经开展了部分

研究。Ｘｉａｏ等［１１－１２］率先对具有周期性布置局部共振单

元的超材料梁进行了带隙理论分析，分别引入了平面波

展开法（ＰＷＥＭ，常用于分析声子晶体形成的带隙）与普
元法，并基于欧拉－伯努利梁分析了超材料梁的带隙形
成机理。Ｚｈａｎｇ等［１３］通过振动试验验证了带有弹簧质

量谐振器的超材料梁对低频振动的减振性能。Ｍａ
等［１４］设计了一种具有三维各向异性的局部共振超材料

杆，由在立方体环氧基体中布置涂有硅胶层的钢柱周期

阵列形成，利用ＣＯＭＳＯＬＭｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ软件计算了超材料
杆的振动带隙，并通过振动试验验证了超材料杆能够分

别在１２～１６ｋＨｚ和１８～２９ｋＨｚ范围对水平振动和
竖向振动进行衰减。李锁斌等［１５］将局部共振机理引入

夹芯板的设计中，３Ｄ打印制作了一种超材料夹芯板，通
过振动试验，验证了超材料夹芯板在带隙内的减振特性。

为了进一步推进局部共振超材料结构在土木工程

中的应用，本文引入局部共振机理，通过在圆形混凝土

管内周期性布置６个谐振器，设计出一种具有低频减振
特性的局部共振超材料梁（后文简称超材料梁）。基于

欧拉伯努利梁的弯曲振动模型，采用ＰＷＥＭ对超材料梁
的弯曲振动带隙进行了理论推导，通过理论计算对数值

模拟进行验证，进一步分析橡胶的弹性模量、高度以及芯

柱的高度和材料密度对带隙的影响，并对超材料梁在弯

曲振动下的减振性能进行了分析研究。

１　超材料梁的设计

基于局部共振机理以圆形混凝土管作为梁主体，在

管内周期布置局部共振单元，设计出了一种具有低频减

振特性的局部共振超材料混凝土梁，如图 １所示。其
中，图１（ａ）为周期性布置局部共振单元的超材料梁三
维图，图１（ｂ）为超材料梁的结构尺寸图，图１（ｃ）表示超
材料梁的基本组成单元（称之为单胞）。由图１（ｃ）可
知，局部共振单元由重质量芯柱（由铅制成）与布置在芯

柱高度中央的橡胶圆环组成，并沿ｘ轴（沿跨度方向）周
期性地布置在梁体空心腔内，梁主体与局部共振单元通

过橡胶进行连接，每个局部共振单元均位于单胞的中

部，各组成材料的基本力学参数如表 １所示。由图 １
（ｂ）可知，每个共振单元中心之间的距离为 ａ，计为单胞
长度，梁两端布置的共振单元与梁端面之间的距离为ａ／
２。其中，芯柱的半径和长度分别为 ｒｍ和 ｈｍ，橡胶圆环
的外圈半径为ｒｒ，高为 ｈｒ，本设计中超材料梁共由６个
单胞组成，梁长为Ｌ＝６ａ，截面半径为ｒｂ。

图１　局部共振超材料梁的模型
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｌｏｃａｌｌｙｒｅｓｏｎａｎｔｍｅｔａｍａｔｅｒｉａｌｂｅａｍ
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表１　材料力学参数
Ｔａｂｌｅ１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍａｔｅｒｉａｌｓ

材料
密度ρ

／（ｋｇ·ｍ－３）
弹性模量

Ｅ／ＭＰａ
泊松比μ

混凝土 ２４００ ３５０００．０ ０．２００
铅 １１６００ １７０００．０ ０．４４０
橡胶 ９００ １．８ ０．４７７

２　理论模型

超材料梁可以等效为在均匀梁体外部周期性布置

弹簧质量谐振器（后面简称为谐振器）的结构，如图２所
示，橡胶可以等效为谐振器中提供刚度 ｋ１的弹簧，芯柱
作为质量块ｍ１＝ρｍπｒ

２
ｍｈｍ。橡胶等效刚度ｋ１为

［１６］

ｋ１ ＝
π（５＋３．２９Ｓ２）Ｇｈｒ
ｌｎ（ｒｒ／ｒｍ）

， （１）

其中，Ｓ＝ｈｒ／［（ｒｒ＋ｒｍ）ｌｎ（ｒｒ／ｒｍ）］，橡胶的剪切刚度为
Ｇ＝Ｅ／２（１＋μ），μ为橡胶的泊松比。

图２　超材料梁等效模型
Ｆｉｇ．２　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆａｍｅｔａｍａｔｅｒｉａｌｂｅａｍ

　　基于欧拉－伯努利梁理论，对超材料梁模型进行弯
曲振动研究。对于均匀截面的普通梁，其微段 ｄｘ受力
形式如图３所示，其中，Ｍ和 Ｑ分别是作用在梁截面上
的弯矩和剪力，ｗ（ｘ，ｔ）是梁的横向位移，根据达朗贝尔
原理得到梁的竖向力平衡方程为

Ｑ－（Ｑ＋Ｑ
ｘ
ｄｘ）－ｍ

２ｗ
２ｔ
ｄｘ＝０。 （２）

将Ｑ＝Ｍ
ｘ
代入式（２），可得到梁弯曲振动方程：

ＥＩ
４ｗ
４ｘ
＋ｍ

２ｗ
２ｔ
＝０。 （３）

图３　欧拉－伯努利梁微段的受力简图
Ｆｉｇ．３　ＦｏｒｃｅｓｋｅｔｃｈｏｆａＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍｍｉｃｒｏｓｅｇｍｅｎｔ

　　对于带有无限个周期谐振器的超材料梁，还受到来
自谐振器的作用力，其振动控制方程为

ＥＩ
４ｗ
４ｘ
－ω２ρＡｗ（ｘ）＝

　　∑
－∞

ｎ＝－∞
－ｋ１（ｗ（ｘ１＋ｎａ）－

　　ｕ（ｘ１＋ｎａ））δ（ｘ－（ｘ１＋ｎａ））， （４ａ）
－ω２ｍ１ｕ（ｘ１＋ｎａ）＝
　　ｋ１（ｗ（ｘ１＋ｎａ）－ｕ（ｘ１＋ｎａ））， （４ｂ）

其中，ω是圆频率，ｘ１＝
ａ
２和 ｘ１＋ｎａ分别是第１个和 ｎ

个谐振器所处的位置，ｕ（ｘ１＋ｎａ）和 ｗ（ｘ１＋ｎａ）分别表
示谐振器和梁在 ｘ１＋ｎａ处的位移，δ（ｘ－（ｘ１＋ｎａ））是
Ｄｉｒａｃ增量函数。

由于超材料梁是周期性结构，根据Ｂｌｏｃｈ定理，对位
移进行傅里叶级数展开，得到：

ｗ（ｘ）＝∑
＋∞

ｍ＝－∞
Ｗｍｅ

－ｉ（ｑ＋
２ｍπ
ａ）ｘ， （５）

其中，ｑ为Ｂｌｏｃｈ波矢，ｘ代表梁体坐标位置。则 ｘ１＋ｎａ
处的梁体位移和谐振器位移可以表示为

ｗ（ｘ１＋ｎａ）＝ｗ（ｘ１）ｅ
－ｉｑｎａ ＝ｗ１ｅ

－ｉｑｎａ， （６ａ）
ｕ（ｘ１＋ｎａ）＝ｕ（ｘ１）ｅ

－ｉｑｎａ ＝ｕ１ｅ
－ｉｑｎａ， （６ｂ）

其中，ｗ１和ｕ１记为ｗ（ｘ１）和ｕ（ｘ１）。根据 Ｄｉｒａｃ增量函
数，ｘ１＋ｎａ处谐振器对梁体的集中力可以等效为作用在
单胞长度ａ上的均布荷载，并利用傅里叶级数进行展
开，可得：

∑
＋∞

ｎ＝－∞
ｅ－ｉｑｎａδ（ｘ－（ｘ１＋ｎａ））＝

　　ｅ－ｉｑ（ｘ－ｘ１）∑
＋∞

ｎ＝－∞
δ（ｘ－（ｘ１＋ｎａ））＝

　　 １
ａｅ

－ｉｑ（ｘ－ｘ１）∑
＋∞

ｍ＝－∞
ｅｉ（

２ｍπ
ａ）ｘｊｅ－ｉ（

２ｍπ
ａ）ｘ。 （７）

将式（５）～式（７）带入式（４）中可以得到：

ＥＩａ（ｑ＋２ｍπａ）
４Ｗｍ －ω

２ρＡａＷｍ ＝

　　 －ｋ１（ｗ１－ｕ１）ｅ
－ｉ（ｑ＋

２ｍπ
ａ）ｘ１， （８ａ）

－ω２ｍ１ｕ１ ＝ｋ１（ｗ１－ｕ１）。 （８ｂ）
为方便计算，定义：

ｗ１ ＝∑
＋∞

ｍ＝－∞

Ｗｍｅ
－ｉ（ｑ＋

２ｍπ
ａ）ｘ１， （９）

其中，ｍ＝ｍ。将式（９）代入式（８），可得：

ＥＩａ（ｑ＋２ｍπａ）
４Ｗｍ －ω

２ρＡａＷｍ －ｋ１ｅ
－ｉ（ｑ＋

２ｍπ
ａ）ｘ１ｕ１＋

ｋ１ｅ
－ｉ（ｑ＋

２ｍπ
ａ）ｘ１∑

＋∞

ｍ＝－∞

ｅ－ｉ（ｑ＋
２ｍπ
ａ）ｘ１Ｗｍ ＝０， （１０ａ）
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－ω２ｍ１ｕ１＋ｋ１∑
＋∞

ｍ＝－∞

ｅ－ｉ（ｑ＋
２ｍπ
ａ）ｘ１Ｗｍ ＋ｋ１ｕ１ ＝０， （１０ｂ）

将上式写为矩阵的形式为

（Ｋ－ω２Ｍ）｛Ｗ｝＝０， （１１）
其中，

　［Ｋ］＝
ＥＩａ［Ｑｍ］＋ｋ１［Ｕ］ －ｋ１［Ｐ］

－ｋ１［Ｐｔ］ ｋ[ ]
１

， （１２ａ）

　［Ｍ］＝
ρＡａ［Ｉ］ ０
０ ｍ[ ]

１
，［Ｉ］＝

１ ０ … ０
０ １ … 

   ０
０ …











０ １ Ｍ×Ｍ

，

（１２ｂ）

　［Ｗ］＝
Ｗｍ
ｕ[ ]
１
，｛Ｗｍ｝＝

Ｗ－Ｍ
Ｗ－Ｍ＋１


Ｗ











Ｍ

， （１２ｃ）

　［Ｕ］＝［Ｐ·Ｐｔ］，［Ｐ］＝

ｅｉ（ｑ－
２Ｍπ
ａ）ｘ１

ｅｉ（ｑ－
２（Ｍ－１）π

ａ ）ｘ１



ｅｉ（ｑ＋
２Ｍπ
ａ）ｘ













１

， （１２ｄ）

　［Ｐｔ］＝

ｅ－ｉ（ｑ－
２Ｍπ
ａ）ｘ１

ｅ－ｉ（ｑ－
２（Ｍ－１）π

ａ ）ｘ１



ｅ－ｉ（ｑ＋
２Ｍπ
ａ）ｘ













１

Ｔ

。 （１２ｅ）

式（１０）是个无限项矩阵，需要用有限项进行取代求解，
在此对其平面波进行展开，令ｍ＝ｍ取值范围为（－Ｍ，
…，Ｍ），平面波波数为Ｍ＝２Ｍ＋１。通过代入不可约布

里渊区［０，πａ］内的每个 Ｂｌｏｃｈ波矢 ｑ即可得到式（１１）

的Ｍ＋１个ω２特征值，Ｂｌｏｃｈ波矢 ｑ与圆频率 ω之间的
关系就是超材料梁的能带结构关系，可由此得出超材料

梁产生的带隙。

３　带隙计算及分析

３．１　超材料梁的带隙计算
超材料梁组成材料的基本力学参数如表１所示，令

部件尺寸为 ｒｍ＝００５ｍ，ｈｍ＝０１ｍ，ｒｒ＝００８ｍ，ｈｒ＝
００５ｍ，ｒｂ＝０１ｍ，将其代入式（１１）中进行理论求解，同
时利用根据 ＰＷＥＭ得出的理论计算带隙范围来验证
ＣＯＭＳＯＬＭｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ软件的数值计算模型的正确性和适
用性。单胞模型如图１（ｂ）所示，本文所提出的超材料梁能
带结构计算结果以及数值模拟计算结果如图４所示。

图４　理论计算与有限元分析的能带结构对比
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｂａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃａｌ

ｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ

　　可以得出，理论模型和数值模拟计算出的超材料梁
带隙范围分别为６３８～１０３１Ｈｚ和 ６０７～９８４Ｈｚ，带
隙宽度分别为３９３Ｈｚ和３７７Ｈｚ，两者带隙下限值和下
限值之差分别为３１Ｈｚ和４７Ｈｚ，误差均在５％左右，
可见，理论计算结果与数值计算结果十分吻合。此外，

理论计算出的带隙范围下限频率与谐振器的自振频率

ｆ＝１２π
ｋ１
ｍ槡１
＝６３８Ｈｚ一致，而数值计算结果略小于自

振频率，这可能是由于将橡胶和芯柱等效为刚度 ｋ１和
质量ｍ１的谐振器时导致的误差。
３．２　超材料梁的带隙分析

为了深入探讨超材料梁的带隙特征，在上述超材料

梁模型的基础上，通过改变橡胶高度ｈｒ、橡胶弹模Ｅｒ、芯
柱高度ｈｍ和密度ρｍ，研究设计参数对超材料梁带隙特
征的影响。

３．２．１　橡胶高度对带隙的影响
在其它参数不变的情况下，将超材料梁单胞结构内

橡胶高度分别设置为 ００２５ｍ、００５０ｍ、００７５ｍ和
０１００ｍ进行带隙分析，计算结果如图５所示。

图５　橡胶高度对带隙的影响
Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｒｕｂｂｅｒｈｅｉｇｈｔｏｎｂａｎｄｇａｐ

　　从图５可以看出，随着橡胶高度的增大，超材料梁
所产生的带隙下限和带隙上限的频率会随之增大，其

中，带隙上限增长的速率高于带隙下限，从而带隙宽度
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也随之增大。根据前文所述，带隙下限取决于谐振器的

自振频率，在芯柱质量不变的情况下，橡胶高度变大相

当于弹簧刚度增强，因此，带隙下限的频率也越大。

３．２．２　橡胶弹性模量对带隙的影响
为探究橡胶弹模对带隙的影响，对橡胶弹性模量取

４个不同的数值，计算不同橡胶弹模时超材料梁产生的
带隙，结果如图６所示。可见，橡胶弹模越小，其所产生
的带隙上下限值的频率越低，带隙上限降低速度更快，

从而带隙范围越窄。当橡胶弹模为３６ＭＰａ时，其形成
的带隙范围为９０３～１４５９Ｈｚ，带隙宽５５６Ｈｚ；当橡胶
的弹模减小到１ＭＰａ时，带隙范围为４７６～７６９Ｈｚ，带
隙宽度为２９３Ｈｚ。因此，想要形成更低频的带隙，可以
选择弹模更小的材料，但带隙宽度会随之变窄。

图６　橡胶弹模对带隙的影响
Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｒｕｂｂｅｒｅｌａｓｔｉｃｍｏｌｄｏｎｂａｎｄｇａｐ

３．２．３　芯柱高度和密度对带隙的影响
由自振频率公式可知，改变谐振器的质量会影响其

自振频率，而在超材料梁中芯柱的材料密度和高度都会

改变等效质量 ｍ１。为探讨谐振器质量块与带隙的关
系，设置了 ４种芯柱高度，分别为 ００５０ｍ、００７５ｍ、
０１００ｍ和００１５ｍ。当芯柱高ｈｍ＝０１００ｍ时，材料密
度取为２７００ｋｇ·ｍ－３、４０００ｋｇ·ｍ－３、６０００ｋｇ·ｍ－３、
８８５０ｋｇ·ｍ－３和１１６００ｋｇ·ｍ－３。

图７和图８分别为带隙与芯柱高度和密度之间的
关系曲线。

图７　芯柱高度对带隙的影响
Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｃｏｒｅｃｏｌｕｍｎｈｅｉｇｈｔｏｎｂａｎｄｇａｐ

图８　芯柱密度对带隙的影响
Ｆｉｇ．８　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｃｏｒｅｃｏｌｕｍｎｄｅｎｓｉｔｙｏｎｂａｎｄｇａｐ

　　可以看出，随着芯柱高度和密度的增加，谐振器的
质量增大，而弹簧刚度ｋ１不变，因而产生的带隙下限和
带隙上限会降低，但带隙上限减小的速度较下限慢，从

而大质量的谐振器形成的带隙频率会随之降低，且更

宽。可见，通过增大芯柱的高度和密度可以产生频率较

低的带隙，同时一定程度上带隙宽度也会随芯柱质量的

增大而变宽。

４　减振性能研究

采用有限元软件对含有６个如图１（ｃ）所示的单胞
结构的超材料梁和普通混凝土空心梁（没有布置局部共

振单元的空心管）进行建模，有限元模型如图 ９所示。
超材料梁中的混凝土、橡胶和芯柱均基于线弹性材料模

型，采用系统默认的四面体单元进行网格划分，网格尺

寸大小为１０ｍｍ，不同材料之间以共用节点的形式连接
并进行分析。在空心超材料梁的一侧输入正弦的横向

加速度激励，加速度幅值为２ｍ·ｓ－２，通过记录梁加载
端和另一端（输出端）的加速度响应，可得到弯曲振动下

超材料梁的响应函数（Ｒｅｓｐｏｎｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，输出加速度与
输入加速度之比），图 １０为材料阻尼系数为 ０、００５、
０１０时的结构响应函数，其中，ＭＢＸ代表具有阻尼系
数为Ｘ时超材料梁的响应函数曲线，ＮＢ代表普通混凝
土梁的响应函数曲线。

图９　三维超材料梁有限元模型
Ｆｉｇ．９　３Ｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆａｍｅｔａｍａｔｅｒｉａｌｂｅａｍ
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图１０　超材料梁和普通混凝土梁的频率响应函数图
Ｆｉｇ．１０　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｐｌｏｔｏｆｍｅｔａｍａｔｅｒｉａｌｂｅａｍａｎｄｎｏｒ

ｍａｌｃｏｎｃｒｅｔｅｂｅａｍ

　　由图１０可知，相比普通混凝土空心梁，超材料梁在
６０７～９８３Ｈｚ范围内梁输出端的响应明显小于输入端
的响应，这与前面理论和模拟计算得到的带隙范围相吻

合。无论是否考虑材料阻尼的影响，在６１～８２Ｈｚ范围
内（图１０的红框内），超材料梁的输出端响应可以比输
入端小７０％以上，甚至在６８～７６Ｈｚ内（如图１０的绿框
内）可以衰减掉９０％以上的振动能量，有效地阻隔了弯
曲振动在梁内的传播。另外，在考虑材料阻尼的影响

后，超材料梁的振动响应函数变得平缓，随着阻尼系数

的增加，超材料梁在带隙内的减振性能会有所降低，但

其减振的范围会增大。

５　结　论

基于局部共振机理，本文设计了一种具有周期性局

部共振单元的超材料梁，并对其进行了带隙分析和减振

性能研究，得出了以下结论：

（１）通过使用低弹性模量的橡胶和降低橡胶高度，
超材料梁能够形成更低频率的带隙上下限，而提高橡胶

的弹性模量和高度，会同时增大带隙宽度以及带隙的上

下限频率。

（２）增大芯柱高度和材料密度，可以降低超材料梁
的带隙上下限值，同时带隙宽度也会随之增大。

（３）与普通混凝土空心梁相比，超材料梁具有的带
隙特性能够有效衰减弯曲振动，随着材料阻尼的增大，

超材料梁在带隙内对振动的衰减性能会有所降低，但减

振范围得到了扩大。
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