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三类不含拉普拉斯特征值１的树
王丽萍，李沐春

（兰州交通大学 应用数学研究所，甘肃 兰州　７３００７０）

摘　要：设Ａ（Ｇ）为图Ｇ的邻接矩阵，Ｄ（Ｇ）为图Ｇ的度对角矩阵，称Ｌ（Ｇ）＝Ｄ（Ｇ）－Ａ（Ｇ）为图Ｇ的拉普拉
斯矩阵，则特征多项式Ｇ（μ）＝ｄｅｔ（μＩ－Ｌ（Ｇ））的所有根称为图Ｇ的拉普拉斯特征值。一个端点的度不小于
３，另一个端点的度等于１的路，被称为外部路。对于任意图 Ｇ，如果 Ｇ的外部路上包含 Ｐ３子图，则删除 Ｐ３
不影响图Ｇ中拉普拉斯特征值１的重数。通过递归删除外部路上的Ｐ３，刻画了不含拉普拉斯特征值１的星型
树、双星树和三星树。
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０　引　言

本文所考虑的图为简单无向连通图，一些未

说明的记号和术语见文献［１－２］。设图 Ｇ＝（Ｖ，
Ｅ）为 ｎ阶连通图，其中 Ｖ（Ｇ）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝表
示图Ｇ的顶点集，Ｅ（Ｇ）＝｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ｝为图 Ｇ

的边集。设Ａ（Ｇ）为图 Ｇ的邻接矩阵，Ｄ（Ｇ）＝
ｄｉａｇ（ｄ（ｖ１），ｄ（ｖ２），…，ｄ（ｖｎ））为度对角矩阵，则
矩阵Ｌ（Ｇ）＝Ｄ（Ｇ）－Ａ（Ｇ）称为图Ｇ的拉普拉斯
矩阵，其中ｄ（ｖｉ）表示顶点ｖｉ的度。由于Ｌ（Ｇ）为
半正定的实对称矩阵，所以其特征值都为非负实

数。定义Ｇ（μ）＝ｄｅｔ（μＩ－Ｌ（Ｇ））为图 Ｇ的拉普
拉斯特征多项式，其所有的根称为图 Ｇ的拉普拉
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斯特征值，不妨设μ１（Ｇ）≥μ２（Ｇ）≥…≥μｎ－１（Ｇ）
≥μｎ（Ｇ）＝０为图 Ｇ按照不增序排列的拉普拉斯
特征值，将μ１（Ｇ）称为图 Ｇ的拉普拉斯谱半径，
图Ｇ的所有拉普拉斯特征值及其重数所构成的多
重集称为图Ｇ的拉普拉斯谱。一般地，用 ｍＧ（１）
表示拉普拉斯特征值１的重数，图 Ｇ中度数为１
的顶点称为悬挂点，ｐ（Ｇ）表示图Ｇ中悬挂点的数
目，与悬挂点相邻的点称为次悬挂点，并用ｑ（Ｇ）
表示次悬挂点的数目。Ｇ∪Ｈ表示图 Ｇ和 Ｈ的不
交并，Ｇ－ｕ表示图Ｇ删去ｕ点及其关联的边所得
到的图。另外，用Ｋｎ和 Ｐｎ分别表示 ｎ阶的完全
图和路。一个端点的度不小于３，另一个端点的
度等于１的路，被称为外部路。一棵恰有１个点
的度大于 ２的树称为星型树［３］，简记作 Ｔ１＝
Ｓ（ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ），设唯一的最大度点为 ｕ且 ｄ（ｕ）
＝ｋ，则 Ｓ（ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ）－ｕ＝Ｐｌ１∪Ｐｌ２∪…∪Ｐｌｋ，
其中Ｐｌｉ为ｌｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）个点的路，具体如图１
所示。

图１　星型树Ｔ１示意图
Ｆｉｇ．１　ＳｔａｒｌｉｋｅｇｒａｐｈＴ１

　　类似地，一棵恰有２个相邻顶点的度大于２
的树称为双星型树，简记为 Ｔ２＝Ｓ′（ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ，
ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ）。设 ｕ和 ｖ为双星型树 Ｔ２的两个最
大度点，且ｄ（ｕ）＝ｋ＋１，ｄ（ｖ）＝ｓ＋１，于是Ｓ′（ｌ１，
…，ｌｋ，ｌ′１，…，ｌ′ｓ）－ｕ－ｖ＝Ｐｌ１∪…∪Ｐｌｋ∪Ｐｌ′１∪…∪
Ｐｌ′ｓ，其中Ｐｌｉ表示ｌｉ个顶点的路（ｉ＝１，２，…，ｋ），Ｐｌ′ｊ
表示ｌ′ｊ个顶点的路（ｊ＝１，２，…，ｓ），如图２所示。

图２　双星树Ｔ２示意图
Ｆｉｇ．２　ＤｏｕｂｌｅｓｔａｒｌｉｋｅｇｒａｐｈＴ２

　　一棵恰有３个顶点的度大于２且有其中两个
点都与第三个点相邻的树称为三星树，简记为 Ｔ３
＝Ｓ（ｌ１１，…，ｌ１ｊ１，ｌ２１，…，ｌ２ｊ２，ｌ３１，…，ｌ３ｊ３），其中 ｖ１，
ｖ２，ｖ３为 Ｔ３中的 ３个最大度点，ｄ（ｖ１）＝ｊ１＋１，
ｄ（ｖ２）＝ｊ２＋２，ｄ（ｖ３）＝ｊ３＋１，ｊｉ≥２。用 Ｐｉ１，Ｐｉ２，
…，Ｐｉｊｉ表示最大度点 ｖｉ上关联的 ｌｊｉ条外部路（ｉ＝
１，２，３），具体如图３所示。

图３　三星树Ｔ３示意图
Ｆｉｇ．３　ＴｈｒｅｅｓｔａｒｌｉｋｅｇｒａｐｈＴ３

　　不同拉普拉斯特征值较少的图是一类具有很
好的组合性质的图。在阶数一定的情况下，图的

特征值越少意味着其重数越高。因此，考虑图的

拉普拉斯特征值的重数对研究不同特征值较少的

图至关重要。文献［３－５］研究了星型树的拉普拉
斯谱，文献［６－７］分析了双星树的拉普拉斯谱，
Ｇｒｏｎｅｆ等［８］证明了对于ｎ阶树Ｔ，若 μ（＞１）是树
Ｔ的拉普拉斯整特征值，则ｍＴ（μ）＝１且μｎ。此
外，他们还考虑了任意图的拉普拉斯特征值１的
重数，在文献［９］中，Ｂａｒｉｋ等完全刻画了第三小
的拉普拉斯特征值为１的树。随后，Ｇｕｏ等［１０］证

明了若Ｔ是ｎ阶树，则ｍＴ（１）∈Ｓ＝｛０，１，…，ｎ－
５，ｎ－４，ｎ－２｝，即对任意整数 ｎ和 Ｓ中的每一个
数ｋ，都存在一棵ｎ阶树Ｔ使得ｍＴ（１）＝ｋ。紧接

着张友等［１１］给出了星型树和双星树的谱半径

的界。

文献［１０］在研究树图的拉普拉斯特征值１的
重数时提出：刻画不含拉普拉斯特征值 １的树。
本文以此为动机，通过递归删除外部路中的 Ｐ３，
刻画了不含拉普拉斯特征值１的星型树、双星树
和三星树。

１　引理及主要结论

在连通图Ｇ中，除去悬挂点与次悬挂点后剩
余的点称为图 Ｇ的内点，用 ｒ表示图 Ｇ中内点的

８１
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数目，即ｒ＝ｎ－ｐ（Ｇ）－ｑ（Ｇ）。设ＬＲ（Ｇ）为Ｌ（Ｇ）
－Ｉｎ中对应于图Ｇ的内点的主子阵，其中 Ｉｎ为 ｎ
阶单位阵。用 ν（ＬＲ（Ｇ））表示矩阵 ＬＲ（Ｇ）的零
度，即ＬＲ（Ｇ）零空间的维数。

引理１［８］　设Ｇ是一个连通图，则
ｍＧ（１）＝ｐ（Ｇ）－ｑ（Ｇ）＋ν（ＬＲ（Ｇ）） （１）

根据引理１，可以得到如下推论：
推论１　设 Ｇ是有 ｐ个悬挂点和 ｑ个次悬挂

点的连通图，

（ａ）若１不是图Ｇ的拉普拉斯特征值，则ｑ＝
ｐ；

（ｂ）若ｐ＞ｑ，则１是图Ｇ的拉普拉斯特征值。
证明　对于（ａ），若１不是图 Ｇ的拉普拉斯

特征值，则ｍＧ（１）＝０。
根据引理１有，ｑ－ｐ＝ν（ＬＲ（Ｇ））≥０，即ｐ≤

ｑ。另一方面，根据定义可得ｐ≥ｑ，因此，ｐ＝ｑ。
对于（ｂ），根据引理１有ｍＧ（１）＝ｐ－ｑ＋ν（ＬＲ

（Ｇ））≥ｐ－ｑ＞０，所以结论成立。
引理２［８］　设 Ｇ是由图 Ｈ的一个点连接 Ｐ３

的一个悬挂点所得到的图，则ｍＧ（１）＝ｍＨ（１）。
注１　从引理２可以看出，对于任意图Ｇ，如

果Ｇ的外部路上包含 Ｐ３子图，则删除 Ｐ３不影响
图Ｇ中拉普拉斯特征值１的重数。

引理３［８］　设Ｔ＝Ｐｎ，则

ｍＴ（１）＝
１，如果３ ｎ
０，{ 否则

。

设Ｔｎ（ｇ，ｈ）（ｇ≥ｈ）是由 ｇ＋１阶的星图 Ｋ１，ｇ
在ｈ个悬挂点上每个再连接１个新的孤立点所得
到的ｎ阶树，其中ｎ＝ｇ＋ｈ＋１，如图４所示。

图４　Ｔｎ（ｇ，ｈ）示意图

Ｆｉｇ．４　ＧｒａｐｈＴｎ（ｇ，ｈ）

　　引理４［８］　对于 ｎ阶树 Ｔｎ（ｇ，ｈ），ｇ≥ｈ≥１
且ｎ≠３，则有

ｍＴｎ（ｇ，ｈ）（１）＝
ｇ－ｈ－１，ｇ≥ｈ＋１
０，ｇ＝{ ｈ

。

定理１　设Ｔ１＝Ｓ（ｌ１，ｌ２…，ｌｋ）是一棵星型树，
ｕ为唯一的最大度点且ｄ（ｕ）＝ｋ（ｋ≥３），则 Ｔ１不
含拉普拉斯特征值１当且仅当 ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ中至多
有一个ｌｉ满足 ｌｉ≡１（ｍｏｄ３），其中 ｉ∈｛１，２，…，
ｋ｝。

证明　先证充分性。对于星型树Ｔ１，根据ｌ１，
ｌ２，…，ｌｋ分以下４种情形考虑：

情形１　若ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ全模３余０时。
根据引理２可知，在Ｔ１的每条外部路上逐步

去掉Ｐ３不改变其拉普拉斯特征值１的重数。注
意到ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ≡０（ｍｏｄ３），所以在Ｔ１的每条外
部路Ｐｌｊ（ｊ＝１，２，…，ｋ）上逐步去掉Ｐ３后所得到的
图为Ｋ１，而ｍＫ１（１）＝０，因此，ｍＴ１（１）＝ｍＫ１（１）＝
０，此时星型树Ｔ１不含拉普拉斯特征值１。

情形２　若ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ全模３余２时。
根据引理２可知，在Ｔ１的每条外部路上去掉

Ｐ３不改变拉普拉斯特征值１的重数。由于 ｌ１，ｌ２，
…，ｌｋ≡２（ｍｏｄ３），因此，在Ｔ１的每条外部路Ｐｌｊ上

逐步去掉Ｐ３后所得到的图Ｈ＝Ｓ（２，２，…，２

     

）
ｋ

，显

然ｐ（Ｈ）＝ｋ，ｑ（Ｈ）＝ｋ且除去图Ｈ中悬挂点和次
悬挂点外只有一个内点 ｕ，即 ｒ（Ｈ）＝１。又因为
ｄ（ｕ）＝ｋ（≥３），所以ＬＲ（Ｈ）＝ｄ（ｕ）－１＞０，从而
ν（ＬＲ（Ｈ））＝０，由引理 １得：ｍＨ（１）＝ｐ（Ｈ）－
ｑ（Ｈ）＋ν（ＬＲ（Ｈ））＝０，进一步，由引理２可知，
ｍＴ１（１）＝ｍＨ（１）＝０，此时星型树 Ｔ１亦不含拉普
拉斯特征值１。

情形３　若ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ一部分模３余２，另一
部分模３余０，不妨设 ｌ１，ｌ２，…，ｌｔ≡２（ｍｏｄ３），同
时ｌｔ＋１，ｌｔ＋２，…，ｌｋ≡０（ｍｏｄ３），其中ｔ＜ｋ。

根据引理２，在Ｔ１的每条外部路Ｐｌｊ上逐步去

掉Ｐ３后所得到的图为 Ｈ′＝Ｓ（２，２，…，２

     

）
ｔ

，类似

于情形２可知，星型树Ｔ１无拉普拉斯特征值１。
情形４　若 ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ至少有一个参数模３

余１时，不妨设ｌ１，ｌ２，…，ｌｓ全模３余１，ｌｓ＋１，…，ｌｔ
全模３余２，ｌｔ＋１，…，ｌｋ全模３余０。

根据引理２，在Ｔ１的每条外部路Ｐｌｊ上逐步去

掉Ｐ３后所得到的图为Ｔ（ｔ，ｔ－ｓ），其中 ｓ表示１
长外部路的数目，ｔ－ｓ表示２长外部路的数目。
当ｔ－ｓ＝０时，ｐ（Ｔ（ｔ，ｔ－ｓ））＞ｑ（Ｔ（ｔ，ｔ－ｓ）），

９１
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由引理２可知，星型树Ｔ１有拉普拉斯特征值１；当
ｔ－ｓ≥１时，由引理４可知，

ｍＴ（ｔ，ｔ－ｓ）（１）＝
ｓ－１，ｓ≥１
０，ｓ{ ＝０

（２）

由式（２）可知，当ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ中至多有一个ｌｉ
满足ｌｉ≡１（ｍｏｄ３）其中ｉ∈｛１，２，…，ｋ｝，则星型树
Ｔ１无拉普拉斯特征值１，其中ｉ∈｛１，２，…，ｋ｝。

反过来，假设星型树 Ｔ１＝Ｓ（ｌ１，ｌ２…，ｌｋ）至少
有两条外部路的参数模３余１，按照上述类似的
方法，通过递归删除 ｋ条外部路上的 Ｐ３后得到

Ｔ型树，则在Ｔ树中至少有２条１长外部路，由
式（２）可知，星型树 Ｔ１至少含有一个拉普拉斯特
征值１，矛盾。

根据引理２可知，在双星树Ｔ２的外部路Ｐｌｉ（ｉ
＝１，２，…，ｋ）和Ｐｌ′ｊ（ｊ＝１，２，…，ｓ）上逐步递归去掉
Ｐ３不改变其拉普拉斯特征值１的重数，为方便起
见，记 Ｔ２的所有外部路逐步去掉 Ｐ３后所得到的
图形为 珘Ｔ２，如图５所示。

图５　珘Ｔ２示意图

Ｆｉｇ．５　Ｇｒａｐｈ珘Ｔ２

　　定理２　设 Ｔ２＝Ｓ′（ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ，ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ）
是一棵双星型树，有且仅有２个最大度点 ｕ和 ｖ，
其中ｄ（ｕ）＝ｋ＋１（ｋ≥２），ｄ（ｖ）＝ｓ＋１（ｓ≥２），则
双星树Ｔ２不含拉普拉斯特征值１当且仅当 珘Ｔ２＝
Ｐ２或 珘Ｔ２满足ｐ（珘Ｔ２）＝ｑ（珘Ｔ２）。

证明　先证充分性。根据参数 ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ，
ｌ′１，…，ｌ′ｓ分类讨论。

情形１　若 ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ与 ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ中有一
组全模３余０。不妨设ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ≡０（ｍｏｄ３）。

情形１．１　若ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ≡０（ｍｏｄ３）。
根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉Ｐ３，所得图记为 珘Ｔ
（１）
２ ＝Ｐ２，根据引理３可

知，ｍＰ２（１）＝０，此时图 珘Ｔ
（１）
２ 不含拉普拉斯特征

值１，再根据引理２，双星树 Ｔ２不含拉普拉斯特
征值１。

情形１．２　若ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ≡１（ｍｏｄ３）。
根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉 Ｐ３，所得图记为 珘Ｔ２，显然在图 珘Ｔ２中有
ｐ（珘Ｔ２）＞ｑ（珘Ｔ２），由推论１可知，图 珘Ｔ２含有拉普拉
斯特征值１，再根据引理２可得，此时双星树 Ｔ２
含有拉普拉斯特征值１。

情形１．３　若ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ≡２（ｍｏｄ３）。
根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉Ｐ３，所得图记为珘Ｔ
（２）
２ ，显然ｕ，ｖ分别为珘Ｔ

（２）
２

的悬挂点和次悬挂点，且图 珘Ｔ（２）２ 中除去悬挂点和

次悬挂点外没有内点，即ｒ（珘Ｔ（２）２ ）＝０。从而 ν（ＬＲ
（珘Ｔ（２）２ ））＝０，由于 ｐ（珘Ｔ

（２）
２ ）＝ｓ＋１，ｑ（珘Ｔ

（２）
２ ）＝ｓ＋

１，再根据引理１得，ｍ珘Ｔ（２）２ （１）＝ｐ（珘Ｔ
（２）
２ ）－ｑ（珘Ｔ

（２）
２ ）

＋ν（ＬＲ（珘Ｔ
（２）
２ ））＝０。此时，图 珘Ｔ

（２）
２ 不含拉普拉斯

特征值１，再由引理２知，ｍＴ２（１）＝ｍ珘Ｔ（２）２ （１）＝０，

即双星树Ｔ２不含拉普拉斯特征值１。
情形１．４　若 ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ模３余数不唯一。

不妨设有ｓ１个ｌ′ｊ全模３余１，ｓ２个ｌ′ｊ全模３余２，ｓ３
个ｌ′ｊ全模３余０。

根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉Ｐ３，所得图记为 珘Ｔ
（３）
２ ，显然ｕ为其悬挂点。

情形１．４．１　当 ｓ１＝０时，类似情形 １．３可

知，此时珘Ｔ（３）２ 不含拉普拉斯特征值１，再根据引理
２可得，此时双星树Ｔ２不含拉普拉斯特征值１。

情形１．４．２　当ｓ１≥１时，显然在图 珘Ｔ
（３）
２ 中有

ｐ（珘Ｔ（３）２ ）＞ｑ（珘Ｔ
（３）
２ ），进一步由推论１可知，图珘Ｔ

（３）
２ 含

有拉普拉斯特征值１，再根据引理２可得，此时双
星树Ｔ２含有拉普拉斯特征值１。

情形２　若ｌ１，ｌ２…，ｌｋ与ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ中有一组
全模３余１，另一组不全模３余０。

类似情形１．２可知，此时双星树 Ｔ２含有拉普
拉斯特征值１。

情形３　若ｌ１，ｌ２…，ｌｋ与ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ中有一组
全模３余２，另一组不全模３余１且不全模３余
０。不妨设ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ≡２（ｍｏｄ３）。

情形３．１　若ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ≡２（ｍｏｄ３）。
根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉 Ｐ３，所得图记为 珘Ｔ
（４）
２ ，显然 ｐ（珘Ｔ

（４）
２ ）＝ｋ＋

ｓ，ｑ（珘Ｔ（４）２ ）＝ｋ＋ｓ，且图 珘Ｔ
（４）
２ 中除去悬挂点和次悬

０２
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挂点外只有２个内点ｕ和ｖ，即

ｒ（珘Ｔ（４）２ ）＝２，　ＬＲ（珘Ｔ
（４）
２ ）＝

ｋ －１
－１( )ｓ ，

ｄｅｔ（ＬＲ（珘Ｔ
（４）
２ ））＝ｋｓ－１，由于 ｋ≥２，ｓ≥２，所

以ｄｅｔ（ＬＲ（珘Ｔ
（４）
２ ））≠０，从而ν（ＬＲ（珘Ｔ

（４）
２ ））＝０。根

据引理１，ｍ珘Ｔ（４）２ （１）＝ｐ（珘Ｔ
（４）
２ ）－ｑ（珘Ｔ

（４）
２ ）＋ν（ＬＲ

（珘Ｔ（４）２ ））＝０，此时，图 珘Ｔ
（４）
２ 不含拉普拉斯特征值

１。进一步由引理２知，ｍＴ２（１）＝ｍ珘Ｔ（４）２ （１）＝０，即

双星树Ｔ２不含拉普拉斯特征值１。
情形３．２　若 ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ模３余数不唯一。

不妨设ｓ４个 ｌ′ｊ全模３余１，ｓ５个 ｌ′ｊ全模３余２，ｓ６
个ｌ′ｊ全模３余０。

根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉Ｐ３，所得图记为 珘Ｔ
（５）
２ 。

情形３．２．１　当 ｓ４＝０时，根据情形 ３．１可

知，此时 珘Ｔ（５）２ 不含拉普拉斯特征值１。

情形３．２．２　当ｓ４＝１时，ｖ是 珘Ｔ
（５）
２ 的次悬挂

点，且图 珘Ｔ（５）２ 中除去悬挂点和次悬挂点外只有一

个内点，即ｒ（珘Ｔ（５）２ ）＝１。又因为 ｄ（ｕ）＝ｋ＋１，所

以ＬＲ（珘Ｔ
（５）
２ ）＝ｄ（ｕ）－１＞０，从而 ν（ＬＲ（珘Ｔ

（５）
２ ））＝

０，由于ｐ（珘Ｔ（５）２ ）＝ｋ＋１＋ｓ５，ｑ（珘Ｔ
（５）
２ ）＝ｋ＋１＋ｓ５，

再根据引理１知，ｍ珘Ｔ（５）２ （１）＝ｐ（珘Ｔ
（５）
２ ）－ｑ（珘Ｔ

（５）
２ ）＋

ν（ＬＲ（珘Ｔ
（５）
２ ））＝０，此时图 珘Ｔ

（５）
２ 不含拉普拉斯特征

值１，由引理２可知，ｍＴ２（１）＝ｍ珘Ｔ（５）２ （１）＝０，即双

星树Ｔ２不含拉普拉斯特征值１。

情形３．２．３　当 ｓ４≥２时，在 珘Ｔ
（５）
２ 中显然有

ｐ（珘Ｔ（５）２ ）＞ｑ（珘Ｔ
（５）
２ ），由推论１可知，珘Ｔ

（５）
２ 含有拉普

拉斯特征值１，再根据引理２得，此时双星树 Ｔ２
含有拉普拉斯特征值１。

情形４　若ｌ１，ｌ２…，ｌｋ与ｌ′１，ｌ′２，…，ｌ′ｓ这两组参
数均模３余数不唯一。

不妨设ｋ１个ｌｉ全模３余１，ｋ２个ｌｉ全模３余
２，ｋ３个ｌｉ全模３余０，ｓ７个 ｌ′ｊ全模３余１，ｓ８个
ｌ′ｊ全模３余２，ｓ９个ｌ′ｊ全模３余０。

根据引理２，在Ｔ２的每条外部路Ｐｌｉ和Ｐｌ′ｊ上逐

步去掉Ｐ３，所得图记为 珘Ｔ
（６）
２ 。

情形４．１　当ｋ１＝ｓ７＝０时，类似情形３．１可

知，此时 珘Ｔ（６）２ 不含拉普拉斯特征值１。再根据引理
２，双星树Ｔ２不含拉普拉斯特征值１。

情形４．２　当 ｋ１，ｓ７中有且仅有一个为０时，
不妨设ｋ１＝０，当ｓ７＝１时，ｖ点为次悬挂点。

当ｋ２＝０时，在 珘Ｔ
（６）
２ 中有 ｐ（珘Ｔ

（６）
２ ）＞ｑ（珘Ｔ

（６）
２ ），

故 珘Ｔ（６）２ 含有拉普拉斯特征值１。再根据引理２，即
双星树Ｔ２含有拉普拉斯特征值１。

当ｋ２≥１时，由于ｕ是 珘Ｔ
（６）
２ 唯一的内点，根据

情形３．２．２可知，此时图 珘Ｔ（６）２ 不含拉普拉斯特征

值１。再根据引理２，即双星树 Ｔ２不含拉普拉斯
特征值１。

当ｓ７≥２时，显然有ｐ（珘Ｔ
（６）
２ ）＞ｑ（珘Ｔ

（６）
２ ），故图

珘Ｔ（６）２ 含有拉普拉斯特征值１。再根据引理２，双星
树Ｔ２含有拉普拉斯特征值１。

情形４．３　当ｋ１，ｓ７均不为零时。

当ｋ１＝ｓ７＝１时，ｕ，ｖ均是 珘Ｔ
（６）
２ 的次悬挂点，

且图 珘Ｔ（６）２ 中除去悬挂点和次悬挂点外没有内点，

即ｒ（珘Ｔ（６）２ ）＝０。故ν（ＬＲ（珘Ｔ
（６）
２ ））＝０，由于 ｐ（珘Ｔ

（６）
２ ）

＝２＋ｋ２＋ｓ８，ｑ（珘Ｔ
（６）
２ ）＝２＋ｋ２＋ｓ８，再根据引理１

得：ｍ珘Ｔ（６）２ （１）＝ｐ（珘Ｔ
（６）
２ ）－ｑ（珘Ｔ

（６）
２ ）＋ν（ＬＲ（Ｇ））＝

０，此时图 珘Ｔ（６）２ 不含拉普拉斯特征值１，进一步由
引理２可知，ｍＴ２（１）＝ｍ珘Ｔ（６）２ （１）＝０，即双星树 Ｔ２
不含拉普拉斯特征值１。

当ｋ１，ｓ７有且仅有一个为１时，则有ｓ７≥２，在

图 珘Ｔ（６）２ 中显然有 ｐ（珘Ｔ
（６）
２ ）＞ｑ（珘Ｔ

（６）
２ ）。由推论１可

知，图珘Ｔ（６）２ 含有拉普拉斯特征值１，再根据引理２，
双星树Ｔ２含有拉普拉斯特征值１。

当ｋ１，ｓ７均大于１时，即ｋ１≥２且ｓ７≥２，在图
珘Ｔ（６）２ 中显然有ｐ（珘Ｔ

（６）
２ ）＞ｑ（珘Ｔ

（６）
２ ）。由推论１可知，

图 珘Ｔ（６）２ 含有拉普拉斯特征值１，再根据引理２，即
双星树Ｔ２含有拉普拉斯特征值１。

反过来，设双星树 Ｔ２＝Ｓ′（ｌ１，ｌ２…，ｌｋ，ｌ′１，ｌ′２，
…，ｌ′ｓ），按照上述类似的方法，通过递归删除ｋ条
外部路上的Ｐ３以及 ｓ条外部路上的 Ｐ３后得到的
图为 珘Ｔ２，当 珘Ｔ２Ｐ２时，根据引理３可知，珘Ｔ２不含
拉普拉斯特征值１。若 ｐ（珘Ｔ２）＞ｑ（珘Ｔ２），由推论１
可知，图 珘Ｔ２含有拉普拉斯特征值１，再根据引理
２，即双星树Ｔ２含有拉普拉斯特征值１，矛盾。

类似于双星树，在三星树 Ｔ３的每条外部路
Ｐｌｉｊ上逐步去掉 Ｐ３后所得到的图形记为 Ｔ^３，其中
ａｉ表示１长外部路，ｂｉ表示２长外部路（ｉ＝１，２，

１２
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３），（其中ａｉ，ｂｉ均为非负整数），Ｔ^３如图６所示。

图６　Ｔ^３示意图

Ｆｉｇ．６　ＧｒａｐｈＴ^３

　　定理３　设Ｔ３＝Ｓ（ｌ１１，…，ｌ１ｊ１，ｌ２１，…，ｌ２ｊ２，ｌ３１，
…，ｌ３ｊ３），其中 ｖ１，ｖ２，ｖ３为 Ｔ３中的３个最大度点，
ｄ（ｖ１）＝ｊ１＋１，ｄ（ｖ２）＝ｊ２＋２，ｄ（ｖ３）＝ｊ３＋１，ｊｉ≥２，
用Ｐｉ１，Ｐｉ２，…，Ｐｉｊｉ表示最大度点ｖｉ上关联的ｌｊｉ条外
部路（ｉ＝１，２，３），则三星树Ｔ３不含拉普拉斯特征
值１当且仅当Ｔ^３满足ｐ（^Ｔ３）＝ｑ（^Ｔ３）且 Ｔ^３不同构

于 Ｔ^（１，１）３ 、^Ｔ（１，２）３ 、^Ｔ（２，１）３ 和 Ｔ^（２，２）３ 。图 Ｔ^（１，１）３ 、Ｔ^（１，２）３ 、

Ｔ^（２，１）３ 和 Ｔ^（２，２）３ 分别如图７～图１０所示。
证明　先证充分性。
根据引理２可知，在三星树Ｔ３中逐步去掉外

部路上的Ｐ３，不影响Ｔ３中拉普拉斯特征值１的重
数，因此，直接对 Ｔ^３进行讨论。

当ｐ（^Ｔ３）＞ｑ（^Ｔ３）时，根据推论１可知，Ｔ^３含
有拉普拉斯特征值１。

当ｐ（^Ｔ３）＝ｑ（^Ｔ３）时，对每个 ｉ＝１，２，３都有
ａｉ＝０或者ａｉ＝１。

情形１　若ａ１＝ａ２＝ａ３＝０，记 Ｔ^３＝Ｔ^
（１）
３ 。

若ｂ１＝ｂ３＝０，在图 Ｔ^
（１）
３ 中显然有 ｐ（^Ｔ

（１）
３ ）＞

ｑ（^Ｔ（１）３ ），根据推论１可知，图 Ｔ^
（１）
３ 含有拉普拉斯特

征值１。
若ｂ１与ｂ３有且仅有一个为０，显然有ｐ（^Ｔ

（１）
３ ）

＝ｑ（^Ｔ（１）３ ），且图 Ｔ^
（１）
３ 中仅有一个内点ｖ１或 ｖ３，因

为ｄ（ｖｉ）≥２，所以有ＬＲ（^Ｔ
（１）
３ ）＝ｄ（ｖｉ）－１＞０，其

中（ｉ＝１，３）。从而ν（ＬＲ（^Ｔ
（１）
３ ））＝０，由引理１知，

ｍＴ^（１）３ （１）＝０，故 Ｔ^
（１）
３ 不含拉普拉斯特征值１。

若ｂ１≥１且ｂ３≥１，在图 Ｔ^
（１）
３ 中显然有ｐ（^Ｔ

（１）
３ ）

＝ｑ（^Ｔ（１）３ ），且ｖ１，ｖ２，ｖ３均为内点，则

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（１）
３ ））＝

ｂ１ －１ ０

－１ ｂ２＋１ －１

０ －１ ｂ３

。

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（１）
３ ））＝ｂ１（ｂ２ｂ３－１）＋ｂ３（ｂ１－１），因

为ｂ１≥１，ｂ２≥０，ｂ３≥１且ｂ１，ｂ２，ｂ３均为整数，从而

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（１）
３ ））＝０当且仅当 ｂ１＝ｂ２＝ｂ３＝１或 ｂ１

＝ｂ３＝２，ｂ２＝０。
当ａ１＝ａ２＝ａ３＝０且 ｂ１＝ｂ２＝ｂ３＝１时，记

Ｔ^（１）３ ＝Ｔ^
（１，１）
３ ，如图７所示。

图７　Ｔ^（１，１）３ 示意图

Ｆｉｇ．７　ＧｒａｐｈＴ^（１，１）３

　　由于ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（１，１）
３ ））＝０，从而 ν（ＬＲ（^Ｔ

（１）
３ ））

≠０，再根据引理１知，ｍＴ^（１，１）３
（１）≠０，即 Ｔ^（１，１）３ 含

有拉普拉斯特征值１。
当ａ１＝ａ２＝ａ３＝０且 ｂ１＝ｂ３＝２，ｂ２＝０时，记

Ｔ^（１）３ ＝Ｔ^
（１，２）
３ ，如图８所示。

图８　Ｔ^（１，２）３ 示意图

Ｆｉｇ．８　ＧｒａｐｈＴ^（１，２）３

　　同理可证：Ｔ^（１，２）３ 含有拉普拉斯特征值１。

当ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（１，１）
３ ））≠０从而 ν（ＬＲ（^Ｔ

（１）
３ ））＝

０，再根据引理１知，ｍＴ^（１）３ （１）＝０，即 Ｔ^
（１）
３ 不含拉普

拉斯特征值１。
情形２　若ａ１、ａ２和 ａ３中恰有２个为零，记

Ｔ^３＝Ｔ^
（２）
３ 。

情形２．１　若ａ１＝１，ａ２＝ａ３＝０。

当ｂ３＝０，图 Ｔ^
（２）
３ 中 ｖ３为悬挂点，则 ｖ２为次

悬挂点，又由于ａ１＝１，从而ｖ１也为次悬挂点，即

Ｔ^（２）３ 没有内点，显然有 ν（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝０。又因为

ｐ（^Ｔ（２）３ ）＝ｑ（^Ｔ
（２）
３ ），根据引理１知，ｍＴ^（２）３ （１）＝０，

即 Ｔ^（２）３ 不含拉普拉斯特征值１。

当ｂ３≥１，在图 Ｔ^
（２）
３ 中有 ｐ（^Ｔ

（２）
３ ）＝ｑ（^Ｔ

（２）
３ ），

且ｖ２，ｖ３均为内点，则

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝

ｂ２＋１ －１

－１ ｂ３
。

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝ｂ３（ｂ２＋１）－１，由于 ｂ３≥１

２２
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为整数，ｂ２为非负整数，故 ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝０当

且仅当ｂ２＝０，ｂ３＝１。
当ａ１＝１，ａ２＝ａ３＝０且 ｂ２＝０，ｂ３＝１时，记

Ｔ^（２）３ ＝Ｔ^
（２，１）
３ ，如图９所示。

图９　Ｔ^（２，１）３ 示意图

Ｆｉｇ．９　ＧｒａｐｈＴ^（２，１）３

　　 由于 ｄｅｔ（ＬＲ（Ｔ^
（２，１）
３ ））＝０，从而 ν（ＬＲ

（^Ｔ（２，１）３ ））≠０，再根据引理 １知，ｍＴ^（２，１）３
（１）≠０，

即 Ｔ^（２，１）３ 含有拉普拉斯特征值１。

当ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））≠０则ν（ＬＲ（^Ｔ

（２）
３ ））＝０，再

根据引理１知，ｍＴ^（２）３ （１）＝０，即 Ｔ^
（２）
３ 不含拉普拉

斯特征值１。
情形２．２　若ａ３＝１，ａ１＝ａ２＝０。

当ｂ１＝０时，易证图 Ｔ^
（２）
３ 不含拉普拉斯特征

值１。
当 ｂ１≥１，图 Ｔ^（２）３ 中显然有 ｐ（Ｔ^（２）３ ）＝

ｑ（^Ｔ（２）３ ），且ｖ１，ｖ２均为内点，则

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝

ｂ１ －１

－１ ｂ２＋１
。

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝ｂ１（ｂ２＋１）－１，由于 ｂ１≥１

为整数，ｂ２为非负整数，故 ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝０当

且仅当ｂ１＝１，ｂ２＝０。
当ａ３＝１，ａ１＝ａ２＝０且 ｂ１＝１，ｂ２＝０时，记

Ｔ^（２）３ ＝Ｔ^
（２，２）
３ ，如图１０所示。

图１０　Ｔ^（２，２）３ 示意图

Ｆｉｇ．１０　ＧｒａｐｈＴ^（２，２）３

　　由于ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２，２）
３ ））＝０，故ν（ＬＲ（^Ｔ

（２，２）
３ ））≠

０，再根据引理１知，ｍＴ^（２，２）３
（１）≠０，即 Ｔ^（２，２）３ 含有

拉普拉斯特征值１。
当ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ

（２）
３ ））≠０则ν（ＬＲ（^Ｔ

（２）
３ ））＝０，再

根据引理１知，ｍＴ^（２）３ （１）＝０，即 Ｔ^
（２）
３ 不含拉普拉

斯特征值１。

情形２．３　若ａ２＝１，ａ１＝ａ３＝０。

若ｂ１，ｂ３至少有一个为０时，在图 Ｔ^
（２）
３ 中显然

有ｐ（^Ｔ（２）３ ）＞ｑ（^Ｔ
（２）
３ ），根据推论１可知，Ｔ^

（２）
３ 含有

拉普拉斯特征值１。
若ｂ１≥１且 ｂ３≥１，在图 Ｔ^

（２）
３ 中有 ｐ（^Ｔ

（２）
３ ）＝

ｑ（^Ｔ（２）３ ），且ｖ１，ｖ３均为内点，则

ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝

ｂ１ ０

０ ｂ３
＝ｂ１ｂ３。

因为ｂ１，ｂ３均为正整数，故 ｄｅｔ（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））≠

０，从而ν（ＬＲ（^Ｔ
（２）
３ ））＝０，根据引理１知，ｍＴ^（２）３ （１）

＝０，即 Ｔ^（２）３ 不含拉普拉斯特征值１。
情形３　若ａ１，ａ２，ａ３中仅有１个为零，记 Ｔ^３

＝Ｔ^（３）３ 。
情形３．１　若ａ１＝０，ａ２＝ａ３＝１。

当ｂ１＝０，在图 Ｔ^
（３）
３ 中有 ｐ（^Ｔ

（３）
３ ）＞ｑ（^Ｔ

（３）
３ ），

根据推论１可知，图 Ｔ^（３）３ 含有拉普拉斯特征值１。

当 ｂ１≥１，在图 Ｔ^
（３）
３ 中显然有 ｐ（Ｔ^

（３）
３ ）＝

ｑ（^Ｔ（３）３ ），因为ｄ（ｖ１）≥２，所以 ＬＲ（^Ｔ
（３）
３ ）＝ｄ（ｖ１）

－１＞０，从而 ν（ＬＲ（Ｔ^
（３）
３ ））＝０，由引理 １知，

ｍＴ^（３）３ （１）＝０，故 Ｔ^
（３）
３ 不含拉普拉斯特征值１。

情形３．２　若ａ３＝０，ａ１＝ａ２＝１。

同理可证：当ｂ３＝０，图 Ｔ^
（３）
３ 含有拉普拉斯特

征值１。当ｂ３≥１，图 Ｔ^
（３）
３ 不含拉普拉斯特征值１。

情形３．３　若ａ２＝０，ａ１＝ａ３＝１。

在图 Ｔ^（３）３ 中ｖ２为内点，有 ｐ（^Ｔ
（３）
３ ）＝ｑ（^Ｔ

（３）
３ ），

由于ｄ（ｖ２）≥２，从而 ν（ＬＲ（^Ｔ
（３）
３ ））＝０，由引理 １

知，ｍＴ^（３）３ （１）＝０，故 Ｔ^
（３）
３ 不含拉普拉斯特征值１。

情形４　若 ａ１、ａ２和 ａ３均不为零，即 ａ１＝ａ２
＝ａ３＝１，记 Ｔ^３＝Ｔ^

（４）
３ 。

在图 Ｔ^（４）３ 中显然有ｐ（^Ｔ
（４）
３ ）＝ｑ（^Ｔ

（４）
３ ），且 ｖ１，

ｖ２，ｖ３均为次悬挂点，即图 Ｔ^
（４）
３ 没有内点，从而

ν（ＬＲ（^Ｔ
（４）
３ ））＝０，由引理１知，ｍＴ^（４）３ （１）＝０，故

Ｔ^（４）３ 不含拉普拉斯特征值１。
综上可知，当在图 Ｔ^３中有 ｐ（^Ｔ３）＝ｑ（^Ｔ３）且

当 Ｔ^３不同构于 Ｔ^
（１，１）
３ 、^Ｔ（１，２）３ 、Ｔ^（２，１）３ 和 Ｔ^（２，２）３ 时，Ｔ^３

不含拉普拉斯特征值１，再根据引理２可得，三星
树Ｔ３不含拉普拉斯特征值１。

反过来，设三星树Ｔ３通过递归删除每条外部

３２
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路Ｐｌｉｊ上的Ｐ３后得到的图为 Ｔ^３，若在图 Ｔ^３中有

ｐ（^Ｔ３）＞ｑ（^Ｔ３），或 Ｔ^３Ｔ^
（１，１）
３ ，Ｔ^（１，２）３ ，Ｔ^（２，１）３ ，Ｔ^（２，２）３

时，图 Ｔ^３含有拉普拉斯特征值１，再根据引理２
可知，三星树Ｔ３含有拉普拉斯特征值１，矛盾。

２　小　结

一个端点度不小于３，另一个端点度等于 １
的路，被称为外部路。通过递归删除外部路上

Ｐ３，刻画了不含拉普拉斯特征值１的星型树、双星

树和三星树。星型树、双星树和三星树都是广义

星型树，本文为研究不含拉普拉斯特征值１的广
义星型树奠定了基础。一棵树删去叶子点之后只

剩一条路的树称为毛毛虫树，去掉叶子点之后只

剩一棵毛毛虫树的树称为龙虾树。通过递归删除

广义星型树外部路上的Ｐ３，得到悬挂点和次悬挂
点相等的龙虾树，本文的后续工作将研究悬挂点

和次悬挂点相等的龙虾树不含拉普拉斯特征值１
的情形。
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