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摘　要：在混料试验设计与最优设计的研究中，对于常用最优准则的研究，理论已趋于成熟，且一般模型的 Ｄ
最优设计和Ａ最优设计都已经研究得比较透彻。而对Ｖ最优设计的研究相对较少，它的意义是回归方程预测
方差在整个试验区域上平均值达到最小，主要的难点在于对整个试验区域上的积分。文章讨论了 ｑ分量二阶
混料中心多项式模型的Ｖ最优设计，为了得到该最优设计所对应的测度，主要运用分块矩阵的乘法运算、逆运
算以及回归方程预测方差的积分运算。根据 Ｖ最优准则，给出了相对应的条件极小值问题的目标函数，使用
Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法并结合软件 ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ获得了该问题 Ｖ最优观测频数的一般解析表达式。最后利用软件
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ得到了ｑ＝３时该二阶单纯形中心设计具体的Ｖ最优配置。
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０　引　言

混料试验设计是一种常见的、较特殊的涉及

多因素的试验设计方法。在日常生产生活及科学

实验中，很多产品的制造混合了多种成份。生产

者或试验者常对产品的几种感兴趣的特性展开研

究，这些特性往往与产品成份所占总量的比例之

间存在函数关系，而不受混料总量的影响。混料

问题的可控变量，即每种成份在混料总量中所占

的百分比，是不能任意变化的，要受某些约束的限

制。这些百分比必须都是非负的，而且相加之和

必须是１［１］。在 ｑ分量混料试验模型中，用 Ｅ（Ｙ）
表示试验指标或响应值，ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ表示混料系
统中ｑ种成分各占的百分比，则混料试验设计就
是要在满足约束条件

０≤ｘｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｑ

∑
ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝１，ｉ＝１，２，…，

{ ｑ
（１）

的限制下进行试验，并由此定义了一个 ｑ－１维正
规单纯形试验区域

Ｓｑ－１ {＝ ｘ：（ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ）｜∑ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝１，

ｘｉ≥０；ｉ＝１，２，… }ｑ （２）

在Ｂｏｘ等［２］提出最优准则后，Ｌａａｋｅ［３］给出了积分
方差达到最小的 Ｖ最优设计，也称为 Ｉ

!

最优设
计。关颖男等［４］详细研究了二阶可加模型的 Ｉ

!


最优。刘严［５］讨论了二阶 Ｓｃｈｅｆｆｅ模型参数估计
的Ｉ

!

最优设计。张小峰等［６］介绍了二阶随机变

系数模型的 Ｖ最优设计。基于此，本文将详细讨
论ｑ分量二阶中心多项式的Ｖ最优设计。

１　ｑ分量中心多项式

在试验设计中，每种试验设计方法是与一定

的试验利益区域及数学模型相适应的。单纯形 －
格子设计的利益区域是整个的正规单纯形，其数

学模型不是一般的多项式，而是混料规范多项式

或者简称为｛ｑ，ｍ｝多项式［７］。ｑ分量 ｍ阶多项式
回归模型中各分量比例 ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｑ）要受约

束条件∑ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝１（ｉ＝１，２，…，ｑ）的限制，因

此，可以用恒等式 ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｑ＝１来乘ｍ阶完
全型多项式的某些项，然后进行化简而得到适合

于混料试验的回归模型。｛ｑ，ｍ｝多项式的项数是
Ｃｍｑ＋ｍ＋１，与相应的｛ｑ，ｍ｝单纯形－格子设计的点数
相同，当使用高阶混料规范多项式模型时，所需的

试验点个数仍然很多。针对此缺点，Ｓｃｈｅｆｆé［８］提
出了单纯形－中心设计。单纯形 －格子设计已是
饱和设计，要进一步减少试验点数，就要从简化模

型着手。同时，为了保持预测精度，又不能降低模

型的阶数，可以删掉完全型多项式 －混料规范多
项式的某些项，而使保留的各项具有对称性。这

样，可以采用以下特殊ｑ阶多项式：

Ｅ（Ｙ）＝∑ｑ

ｉ＝１
βｉｘｉ＋∑ｉ＜ｊ

βｉｊｘｉｘｊ＋

　∑ｉ＜ｊ＜ｋ
βｉｊｋｘｉｘｊｘｋ＋… ＋β１，２…ｑｘ１ｘ２…ｘｑ ＝

　 ｆＴ（ｘ）β （３）
其中，ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ］

Ｔ，ｆ（ｘ）＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ，
ｘ１ｘ２，ｘ１ｘ３，…，ｘｑ－１ｘｑ，…，ｘ１ｘ２…ｘｑ］

Ｔ，β＝［β１，

β２，…，βｑ，β１２，β１３，…，βｑ－１ｑ，…，β１２…ｑ］
Ｔ，因为多项

式（３）是与单纯形中心设计联系在一起的，故把它
称为ｑ分量中心多项式。对于式（３），试验点安排
在单纯形所有各类中心上，共有２ｑ－１个不同的试

验点，分别是 （１，０，…，０）的 ｑ个排列，（１２，
１
２，

０，…，０）的 Ｃ２ｑ个排列，（
１
３，
１
３，
１
３，…，０）的 Ｃ

３
ｑ个

排列，…，单纯形总体中心（
１
ｑ，
１
ｑ，…，

１
ｑ），即全部

分量的等比例混料。

本文将主要研究当 ｍ＝２时，正规单纯形上的
ｑ分量二阶中心多项式混料模型：

Ｅ（Ｙ）＝∑
ｑ

ｉ＝１
βｉｘｉ＋ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｑ
βｉｊｘｉｘｊ （４）

２　Ｖ最优设计

回归预测值 ｙ^（ｘ）的方差ｖａｒ（^ｙ（ｘ））是利益区
域上的点函数，即

ｖａｒ（^ｙ（ｘ））＝ξ（ｘ）δ２ （５）
这里δ２是试验误差的方差［９］。对于不同的试验

设计方案来说，ξ（ｘ）在各个点ｘ是不同的，可以把
回归方程预测值方差在整个利益区域上的平均值

作为衡量设计优良性的一种标准，它越小越好［１０］。

１８
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设

Ｗ ＝∫…∫ｖａｒ（^ｙ（ｘ））ｄｘ１…ｄｘｑ－１
为整个单纯形区域上响应估计的积分方差。

对于模型（３），则

Ｗ ＝∫Ｓｑ－１ｆＴ（ｘ）Ｍ－１ｆ（ｘ）ｄｘ１…ｄｘｑ－１ ＝
∫Ｓｑ－１ｆＴ（ｘ）（ＸＴΛＸ）－１ｆ（ｘ）ｄｘ１…ｄｘｑ－１ ＝
ｔｒ［（ＸＴΛＸ）－１Ｌ］ （６）

这里，信息矩阵Ｍ＝ＸＴΛＸ，设计矩阵 Ｘ＝［ｆ１（ｘ），
ｆ２（ｘ），…，ｆｑ（ｘ）］

Ｔ，测度矩阵Λ＝ｄｉａｇ（ｒ１Ｉ１１，ｒ２Ｉ２２，
…，ｒｑＩｑｑ），Ｉｋｋ为Ｃ

ｋ
ｑ×Ｃ

ｋ
ｑ阶单位阵，ｆ

Ｔ（ｘ）Ｍ－１ｆ（ｘ）
为 给 定 点 ｘ的 响 应 估 计 的 方 差，Ｌ ＝

∫Ｓｑ－１ｆＴ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ１…ｄｘｑ－１。
使Ｗ在ｑ－１维正规单纯形试验区域 Ｓｑ－１的

平均值达极小值的设计称为Ｖ最优设计［１１］。即

ＡＶＥ（ｖａｒ（^ｙ））＝
∫Ｓｑ－１ｆＴ（ｘ）Ｍ－１ｆ（ｘ）ｄｘ１…ｄｘｑ－１

∫Ｓｑ－１ｄｘ
＝

ｔｒ［（ＸＴΛＸ）－１Ｌ］

∫Ｓｑ－１ｄｘ
＝ｔｒ［Ｍ

－１Ｌ］

∫Ｓｑ－１ｄｘ

达极小值。这里，∫Ｓｑ－１ｄｘ为ｑ－１维单纯形的体积
∫Ｓｑ－１ｄｘ＝

１
Γ（ｑ）

，则

ＡＶＥ（ｖａｒ（^ｙ））＝ｔｒ［Ｍ－１Ｂ］ （７）
其中，Ｂ＝Ｌ·Γ（ｑ）。

３　ｑ分量二阶混料中心多项式 Ｖ最
优设计

　　引理１［１２］　对于混料试验区域 Ｓｑ－１上的二阶

中心多项式模型（４），响应估计的最优设计驻点是
Ｓｑ－１上的各类中心点（顶点、中点和重心）。

引理２［１３］　假设集合Ｓｑ－１＝｛ｘ：（ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ）

｜∑ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝１，ｘｉ≥０，ｉ＝１，２，…，ｑ｝，则对ｐｉ＞０，有

∫Ｓｑ－１ｘｐ１１ｘｐ２２…ｘｐｑｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝
∏ｑ

ｉ＝１
Γ（ｐｉ＋１）

Γ（ｑ＋∑ｑ

ｉ＝１
ｐｉ）
。

　　设 ｒ１，ｒ２分别表示 Ｓｑ－１上每个顶点及两顶点
中心的测度，满足 Ｃ１ｑｒ１＋Ｃ

２
ｑｒ２＝１。

对模型（４）采用单纯形中心设计，对应的设计
矩阵Ｘ见表１。

表１　单纯形中心设计的设计矩阵Ｘ
Ｔａｂｌｅ１　ＤｅｓｉｇｎｍａｔｒｉｘＸｆｏｒｓｉｍｐｌｅｃｅｎｔｅｒｄｅｓｉｇｎ

Ｎ０ ｘ１ ｘ２ ｘ３ … ｘｑ－１ ｘｑ ｘ１ｘ２ ｘ１ｘ３ … ｘｑ－１ｘｑ
１ １ ０ ０ … ０ ０ ０ ０ … ０
２ ０ １ ０ … ０ ０ ０ ０ … ０
 … …  … … … …  …

ｑ ０ ０ ０ … ０ １ ０ ０ … ０
Ｃ１ｑ＋１ １／２ １／２ ０ … ０ ０ １／４ ０ … ０
Ｃ１ｑ＋２ １／２ ０ １／２ … ０ ０ ０ １／４ … ０
 … … …  … … … …  …

Ｃ２ｑ＋１ ０ ０ ０ … １／２ １／２ ０ ０ … １／４

它可分块为 Ｘ＝
Ｉｑ ０α１２

１
２Ｍα２１

１
４Ｉ









ｍ
，其中，Ｉｑ为 ｑ阶

单位阵，０ａｉｊ为Ｃ
ｉ
ｑ×Ｃ

ｊ
ｑ阶零矩阵，Ｍαｉｊ为Ｃ

ｉ
ｑ×Ｃ

ｊ
ｑ阶的

０－１矩阵。其第一行的前ｉ个元素为１，其余行是

第一行元素按字典顺序的全排列，Ｉｍ是Ｃ
２
ｑ阶单位

阵。测度矩阵记为 Ｄ（ξ）＝
ｒ１Ｉｑ ０

０ ｒ２Ｉ[ ]
ｍ

，则该模

型所对应的信息矩阵Ｍ（ξ）为

Ｍ（ξ）＝ＸＴＤ（ξ）Ｘ＝
ｒ１Ｉｑ＋

ｒ２
４Ｍα２１

ＴＭα２１
ｒ２
８Ｍα２１

Ｔ

ｒ２
８Ｍα２１

ｒ２
１６Ｉ











ｍ

。

引理３［６］　设高阶矩阵 Ａ分解成４小块 Ａ＝
Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ( )

２２

，其中，Ａ１１及 Ａ２２都是方阵，且 Ａ２２
－１存

在，则

２８
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Ａ－１＝
珘Ａ－１ －珘Ａ－１Ａ１２Ａ２２

－１

－Ａ２２
－１Ａ２１珘Ａ

－１ Ａ２２
－１＋Ａ２２

－１Ａ２１珘Ａ
－１Ａ１２Ａ２２( )－１ ，

这里珟Ａ＝Ａ１１－Ａ１２Ａ２２
－１Ａ２１。

利用引理 ３矩阵反演公式，求出信息矩阵
Ｍ（ξ）的逆为

Ｍ－１（ξ）＝

１
ｒ１
Ｉｑ －２ｒ１

Ｍα２１
Ｔ

－２ｒ１
Ｍα２１

１６
ｒ２
Ｉｍ＋

４
ｒ１
Ｍα２１Ｍα２１












Ｔ
。

又可知

ｆ（ｘ）ｆ（ｘ）Ｔ＝

ｘ２１ ｘ１ｘ２ ｘ１ｘ３ … ｘ１ｘｑ ｘ２１ｘ２ ｘ２１ｘ３ … ｘ１ｘｑ－１ｘｑ
ｘ２ｘ１ ｘ２２ ｘ２ｘ３ … ｘ２ｘｑ ｘ２２ｘ１ ｘ２ｘ１ｘ３ … ｘ２ｘｑ－１ｘｑ
ｘ３ｘ１ ｘ３ｘ２ ｘ２３ … ｘ３ｘｑ ｘ３ｘ１ｘ２ ｘ２３ｘ１ … ｘ３ｘｑ－１ｘｑ
… … … … … … … … …

ｘｑｘ１ ｘｑｘ２ ｘｑｘ３ … ｘ２ｑ ｘｑｘ１ｘ２ ｘｑｘ１ｘ３ … ｘ２ｑｘｑ－１
ｘ２１ｘ２ ｘ２２ｘ１ ｘ３ｘ１ｘ２ … ｘｑｘ１ｘ２ ｘ２１ｘ

２
２ ｘ２１ｘ２ｘ３ … ｘ１ｘ２ｘｑ－１ｘｑ

ｘ２１ｘ３ ｘ２ｘ１ｘ３ ｘ２３ｘ１ … ｘｑｘ１ｘ３ ｘ２１ｘ２ｘ３ ｘ２１ｘ
２
３ … ｘ１ｘ３ｘｑ－１ｘｑ

… … … … … … … … …

ｘ１ｘｑ－１ｘｑ ｘ２ｘｑ－１ｘｑ ｘ３ｘｑ－１ｘｑ … ｘ２ｑｘｑ－１ ｘ１ｘ２ｘｑ－１ｘｑ ｘ１ｘ３ｘｑ－１ｘｑ … ｘ２ｑｘ
２
ｑ





























－１

，

则根据引理３可计算：

∫ｘ２１ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝∫ｘ２２ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝… ＝∫ｘ２ｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝ ２
（ｑ＋１）！；

∫ｘ１ｘ２ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝… ＝∫ｘｑ－１ｘｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝ １
（ｑ＋１）！；

∫ｘ２１ｘ２ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝… ＝∫ｘ２ｑ－１ｘｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝ ２
（ｑ＋２）！；

∫ｘ１ｘ２ｘ３ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝… ＝∫ｘｑ－２ｘｑ－１ｘｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝ １
（ｑ＋２）！；

∫ｘ２１ｘ２２ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝… ＝∫ｘ２ｑ－１ｘ２ｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝ ４
（ｑ＋３）！；

∫ｘ１ｘ２ｘｑ－１ｘｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝… ＝∫ｘｑ－３ｘｑ－２ｘｑ－１ｘｑｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｑ－１ ＝ １
（ｑ＋３）！。

因此，矩阵Ｌ可写为

Ｌ＝

２
（ｑ＋１！）

１
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋１！） …

１
（ｑ＋１！）

２
（ｑ＋２）！

２
（ｑ＋２）！ …

１
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋１）！

２
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋１）！ …

１
（ｑ＋１）！

２
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋２）！ …

１
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋１）！

２
（ｑ＋１）！ …

１
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋２）！

２
（ｑ＋２）！ …

１
（ｑ＋２）！

… … … … … … … … ……

１
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋１）！ …

２
（ｑ＋１）！

１
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋２）！ …

２
（ｑ＋２）！

２
（ｑ＋２）！

２
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋２）！ …

１
（ｑ＋２）！

４
（ｑ＋３）！

２
（ｑ＋３）！ …

１
（ｑ＋３）！

２
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋２）！

２
（ｑ＋２）！ …

１
（ｑ＋２）！

２
（ｑ＋３）！

４
ｑ＋３！ …

１
（ｑ＋３）！

… … … … … … … … …

１
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋２）！ …

２
（ｑ＋２）！

１
（ｑ＋３）！

１
（ｑ＋３）！ …

４
（ｑ＋３











































）！

，

其可分块为

３８
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Ｌ＝

１
（ｑ＋１）！（Ｉｑ＋Ｊα１１）

１
（ｑ＋２）！（Ｍα１２＋Ｊα１２）

１
（ｑ＋２）！（Ｍα２１＋Ｊα２１）

１
（ｑ＋３）！（２Ｉｍ＋Ｍα２２＋Ｊα２２











）
，

这里，Ｊαｉｊ为Ｃ
ｉ
ｑ×Ｃ

ｊ
ｑ阶元素全为１的矩阵，Ｍαｉｊ为

Ｃｉｑ×Ｃ
ｊ
ｑ阶 ０－１矩阵，其第一行的前两个元素为

１，其余行是第一行按字典顺序的全排列。

Ｍ－１（ξ）Ｌ＝

１
（ｑ＋２）！ｒ１

Ａ １
（ｑ＋３）！ｒ１

Ｂ

１
（ｑ＋２）！ｒ１

Ｃ１＋
１６

（ｑ＋２）！ｒ２
Ｃ２

１
（ｑ＋３）！ｒ１

Ｄ１＋
１６

（ｑ＋３）！ｒ２
Ｄ











２
，

其中，

Ａ＝３（２－ｑ）Ｉｑ＋ｑＪα１１－２Ｍ
Τ
α２１Ｊα１１，

Ｂ＝（ｑ－１）Ｍα１２＋（ｑ＋３）Ｊα１２－２Ｍ
Τ
α２１Ｍα２２－

２ＭΤα２１Ｊα２２，
Ｃ１＝２（ｑ－６）Ｍα２１＋４（ｑ－２）Ｊα２１＋４Ｊα１１Ｍ

Τ
α２１＋

４Ｊα１１Ｊ
Τ
α２１－２（ｑ＋２）Ｍα２１Ｊα２１，

Ｃ２＝Ｍα２１＋Ｊα２１，
Ｄ１＝－（ｑ＋３）Ｍα２１Ｍα１２－Ｍα２１Ｊα１２＋４（ｑ－２）·
（２Ｉｍ ＋Ｍα２２ ＋Ｊα２２）＋２Ｊα２２ ＋Ｊα２２Ｍα２２ ＋
ＪΤα２２Ｊα２２，

Ｄ２＝２Ｉｍ＋Ｍα２２＋Ｊα２２。
则矩阵Ｍ－１（ξ）Ｌ的迹为

ｔｒ（Ｍ－１（ξ）Ｌ）＝［ ２
（ｑ＋１）！ｒ１

＋ ２
（ｑ＋２）！·

（－２ｒ２
）×２］· { [ｑ＋ （－２ｒ１

·
２

（ｑ＋２）！）×２

[
＋

１６
ｒ２
＋４（ｑ－１）ｒ ]

１
·

４
（ｑ＋３）！＋

４
ｒ１
·

１
（ｑ＋３）！·

（ｑ－２）（ｑ－３）] }２ ·ｑ＝

２ｑ
（ｑ＋２）！

１
ｒ１
（４ｑ２－７ｑ－１４）＋１ｒ２

３２
ｑ＋[ ]３。

　　这样，Ｖ最优准则下 ｑ分量二阶混料中心多
项式模型的最优设计所对应的测度应是条件极小

值问题

ｍｉｎ
Ｓｑ－１
ｔｒ（Ｍ－１（ξ）Ｌ）＝ｍｉｎ ２ｑ

（ｑ＋２）！·

[　 １
ｒ１
（４ｑ２－７ｑ－１４）＋１ｒ２

３２
ｑ ]＋３

ｑｒ１＋Ｃ
２
ｑｒ２













＝１

（８）

的解。利用拉格朗日乘子法，令

Ｇ（ｒ１，ｒ２，!）＝
２ｑ

（ｑ＋２ [）！

１
ｒ１
（４ｑ２－７ｑ－１４）＋

　１ｒ２
３２
ｑ ]＋３ ＋

!

（ｑｒ１＋Ｃ
２
ｑｒ２－１），

对ｒ１，ｒ２，!求偏导，并令
Ｇ
ｒ１
＝０，Ｇ

ｒ２
＝０，Ｇ

!
＝０，

则可得

Ｇ
ｒ１
＝－１
ｒ２１

２ｑ
（ｑ＋２）！（４ｑ

２－７ｑ－１４）＋ｑ
!

＝０

Ｇ
ｒ２
＝－１
ｒ２１

６４ｑ
（ｑ＋３）！＋

ｑ（ｑ－１）
２ !

＝０

Ｇ
!
＝ｑｒ１＋Ｃ

２
ｑｒ２











 －１＝０

（９）

　　结合ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ解方程组（９），可得模型（４）
的Ｖ最优观测频数的一般表达式为

ｒ１ ＝
１
２ｑ（２＋

３２ｑ２－６４ｑ３＋３２ｑ４

２６ｑ２＋２５ｑ３－５６ｑ４＋ｑ５＋４ｑ６
＋

８ｑ ４２ｑ２－７ｑ３－４０ｑ４＋ｑ５＋４ｑ槡
６

２６ｑ２＋２５ｑ３－５６ｑ４＋ｑ５＋４ｑ６
－

８ｑ２ ４２ｑ２－７ｑ３－４０ｑ４＋ｑ５＋４ｑ槡
６

２６ｑ２＋２５ｑ３－５６ｑ４＋ｑ５＋４ｑ６
）

ｒ２ ＝
８（４ｑ－４ｑ２＋ ４２ｑ２－７ｑ３－４０ｑ４＋ｑ５＋４ｑ槡

６）

２６ｑ２＋２５ｑ３－５６ｑ４＋ｑ５＋４ｑ

















６

。

４　实　例

下面考察当ｑ＝３时模型（４）的Ｖ最优设计。
对于模型（４）当 ｑ＝３对应设计矩阵 Ｘ为

Ｘ＝
Ｉ３ ０１２
１
２Ｍ０

１
４Ｉ







３
，其中，Ｍ０＝

１ １ ０
１ ０ １









０ １ １
，对

应测度矩阵为 ｄｉａｇ（ξ）＝
ｒ１Ｉ３ ０

０ ｒ２Ｉ( )
３

，其中，ｒ１、ｒ２

满 足 ３ｒ１ ＋３ｒ２ ＝１。信 息 矩 阵 Ｍ（ξ）＝

ｒ１Ｉ３
ｒ２
４Ｍ

Ｔ
０Ｍ０

ｒ２
８Ｍ０

ｒ２
１６Ｉ











３

，则易求得信息矩阵的逆 Ｍ（ξ）

以及该模型所对应的矩阵Ｌ：

４８
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Ｍ－１（ξ）＝
１
ｒ１

０ ０ －２ｒ１
－２ｒ１

０

０ １
ｒ１

０ －２ｒ１
０ －２ｒ１

０ ０ １
ｒ１

０ －２ｒ１
－２ｒ１

－２ｒ１
－２ｒ１

０ １６
ｒ２
＋８ｒ１

４
ｒ１

４
ｒ１

－２ｒ１
０ －２ｒ１

４
ｒ１

１６
ｒ２
＋８ｒ１

４
ｒ１

０ －２ｒ１
－２ｒ１

４
ｒ１

４
ｒ１

１６
ｒ２
＋８ｒ

































１

，
Ｌ＝

１
１２

１
２４

１
２４

１
６０

１
６０

１
１２０

１
２４

１
１２

１
２４

１
６０

１
１２０

１
６０

１
２４

１
２４

１
１２

１
１２０

１
６０

１
６０

１
６０

１
６０

１
１２０

１
１８０

１
３６０

１
３６０

１
６０

１
１２０

１
６０

１
３６０

１
１８０

１
３６０

１
１２０

１
６０

１
６０

１
３６０

１
３６０

１





































１８０

，

则矩阵Ｍ－１（ξ）Ｌ为

Ｍ－１（ξ）Ｌ＝

１
６０ｒ１

－ １
１２０ｒ１

－ １
１２０ｒ１

０ ０ － １
３６０ｒ１

－ １
１２０ｒ１

１
６０ｒ１

－ １
１２０ｒ１

０ － １
３６０ｒ１

０

－ １
１２０ｒ１

－ １
１２０ｒ１

１
６０ｒ１

－ １
３６０ｒ１

０ ０

－ １６０ｒ１
＋ ４１５ｒ２

－ １６０ｒ１
＋ ４１５ｒ２

１
３０ｒ１

＋ ２１５ｒ２
４
４５ｒ２

１
１８０ｒ１

＋ ２４５ｒ２
１
１８０ｒ１

＋ ２４５ｒ２

－ １６０ｒ１
＋ ４１５ｒ２

１
３０ｒ１

＋ ２１５ｒ２
－ １６０ｒ１

＋ ４１５ｒ２
１
１８０ｒ１

＋ ２４５ｒ２
４
４５ｒ２

１
１８０ｒ１

＋ ２４５ｒ２
１
３０ｒ１

＋ ２１５ｒ２
－ １６０ｒ１

＋ ４１５ｒ２
－ １６０ｒ１

＋ ４１５ｒ２
１
１８０ｒ１

＋ ２４５ｒ２
１
１８０ｒ１

＋ ２４５ｒ２
４
４５ｒ



































２

。

　　这样由Ｖ最优设计准则就可得如下条件极小
值问题：

ｍｉｎ
Ｓｑ－１
ｔｒ（Ｍ－１（ξ）Ｌ）＝ｍｉｎ １２０ｒ１

＋ ４１５ｒ２
３ｒ１＋３ｒ２

{
＝１

。

　　结合 ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ利用拉格朗日乘子法可得
到结果：

ｒ１→０１００７２３１５９７５０６５４０８１，
ｒ２→０２３２６１０１７３５８２６７９２５２。

　　因此，三分量二阶中心多项式模型的 Ｖ最优
配置为

ｒ１ ＝０１００７２３１５９７５０６５４０８１

ｒ２{ ＝０２３２６１０１７３５８２６７９２５２
。

５　结　论

单纯形中心设计的最优配置问题归结为在某
种最优标准下选择各类设计点的最优配置比

ｒ１∶ｒ２∶…∶ｒｍ。本文主要讨论了 ｑ分量二阶混料中
心多项式的Ｖ最优配置，这类低价多项式模型能
够较好地近似表示响应曲面，比高阶多项式使用

起来方便，并且在多数情况下至多使用二阶多项

式模型就足够了。因此，本文的研究是很有必要

的。在本文的研究过程中主要使用了分块矩阵运

算、拉格朗日乘子法以及软件ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，这使得
对于模型的Ｖ最优设计变得相对容易，也启发笔
者在之后相关混料试验最优设计的研究中，要善

于应用已有数学知识、优化算法以及各类软件。

５８
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