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摘　要：布尔环的来源背景是布尔代数，是英国数学家Ｂｏｏｌｅ提出的数学模型，由于缺乏物理背景，它后来的
进展一度缓慢，直到Ｓｔｏｎｅ提出著名的斯通定理才得以继续发展。文章主要以一个简单的阐述语言去推演斯
通定理，得益于在推演过程中对布尔环及其谱空间的了解，然后在布尔环上推广一个交换环的性质，并发现了

布尔环谱空间的一些特殊的拓扑性质。
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　　布尔环的出现是由布尔代数作为背景衍生出来的，
布尔代数在代数学（代数结构）、逻辑演算、集合论、拓扑

空间理论、测度论、概率论和泛函分析等数学分支中均

有应用，１９６７年后，在数理逻辑的分支之一的公理化集
合论以及模型论的理论研究中，也起着一定的作用。

近几十年来，布尔代数在自动化技术、电子计算机的逻

辑设计等工程技术领域中有重要的应用。布尔代数一

词源于英国数学家 Ｂｏｏｌｅ，他把逻辑简化成极为容易和
简单的一种代数。在这种代数中，适当材料上的“推

理”，成了公式初等运算的事情。例如矛盾律，即 Ａ不
能既是Ｂ又是非Ｂ，它可表示为ｘ（１－ｘ）＝０；排中律可
被说成ｘ＋（１－ｘ）＝１。“且”对“或”的分配律可以表示

为ｘ（ｕ＋ｖ）＝ｘｕ＋ｘｖ。这样，就使逻辑本身受到数学的
支配［１］。为了使自己的研究工作趋于完善，布尔在此

后的漫长时间里，又付出了不同寻常的努力。１８５４年，
他发表了《思维规律》这部杰作，布尔代数问世了。后

来，Ｅｒｎｓｔ较为系统地给出布尔代数和分配格的定义［２］。

在离散数学中，布尔代数（有时叫布尔格）是有补分配

格。首先提出布尔环与布尔格之间的紧密联系的是

Ｓｔｏｎｅ。在数学中，斯通氏布尔代数表示定理声称所有
布尔代数都同构于集合域。这个定理是深入理解在２０
世纪上半叶所拓展的布尔代数的基础，该定理首先由斯

通１９３６年证明，并以他的姓氏命名。斯通通过对希尔
伯特空间上算子谱理论的研究而得出了它。这个定理
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有多种阐述语言，例如任意一个布尔代数一定同构于

某个集上的一个集合域，又或者说任意一个布尔代数

也一定同构于某个拓扑空间的闭开代数等，也可以用

拓扑学和范畴论的语言来重述如下：斯通表示定理断

言在布尔代数范畴和斯通氏空间，也就是完全不连通

紧致Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑空间（也叫做布尔空间）范畴之间的
对偶。在本文中，作者试图要将斯通定理叙述为更为简

单浅显的一个版本，即：任意一个布尔格都与某个紧致

的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间中的全体既开又闭的子集合所组成的
格同构。在本文的第一部分通过对这个定理的推理，发

现了布尔环及其素谱空间的特殊性，它有着其他一般

交换环及对应素谱不一定有的性质。本文在第二部分

正是利用了布尔环的特殊性质推广了一个在一般交换

环上成立的命题：有限个素理若想可以覆盖一个理想，

则必有其中一个素理想覆盖住该理想。在布尔环中，

借助谱的知识，该命题中的条件“有限个”在某种条件

下可以去掉。在文章的末尾，则单独探究布尔环谱空

间的拓扑性质，除了发现这种空间是“散碎的”、完全

不连通的，还发现当将谱空间的经典拓扑（Ｚａｒｉｓｋｉ拓
扑）划分得更细，划成可构造拓扑时，两种情况实际上

是一回事，即根本没有变得“更细”。

１　斯通定理

斯通表示定理在数学史上影响深远，正如上文所

说，斯通定理在不同的场合下表达出来的语言也是不

一样的，又例如这样的表达：任一布尔代数同构于其全

体极大滤子构成的紧致零维 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间中的开闭集
代数。受斯通定理的思维火花影响，不少学者继而不

断揭示偏序集与拓扑空间之间的关系［３－５］。随着研究

的加深，近年来多值逻辑也有较快的发展［６－７］，而一些

具有蕴含性质的格，例如 Ｒ０代数、ＢＬ代数、ＭＴＬ代数
等也相继被提出。自然地，一些斯通定理的推广工作

也相继进行着，如在Ｒ０代数上推广了布尔代数的斯通
定理［８－９］。也有一些学者，例如刘应明等［５］对某类完

全分配格给出了斯通定理的格值形式，用范畴的语言

说，即分配格范畴对偶同构于凝聚Ｌｌｏｃａｌｅ范畴，（前提
是）若格Ｌ是一个 ｆｒａｍｅ且０∈Ｌ是素元或１∈Ｌ是余素
元。更进一步，假若Ｌ还是完全分配的，则分配格范畴
对偶同构于凝聚满层 Ｌ拓扑空间范畴。由以上叙述可
感知斯通定理至今还不断焕发着它的活力，归根结底

是因为斯通表示定理揭示了格论与拓扑空间理论之间

的深刻联系，而王国俊［１０］更是有创意地将斯通表示定

理与广义空间理论以及拓扑分子格理论这些新学科联

系起来研究。同样让人印象深刻的是郭铁信等［１１］于

２０１１年在复完备随机内积模上的随机酉算子群上面建
立了斯通表示定理。在国外的一些研究中，有不少学

者把注意力投向了布尔超代数，先是 Ｐｒｏｃｅｓｉ等在文献
［１２］中证明了布尔超代数上的斯通表示定理，后来
Ｐｒｏｃｅｓｉ在文献［１３］中用拓扑的角度看待问题，并用拓
扑语言阐述了布尔超代数上的斯通表示定理。

本文中提到的布尔环是所有元素都满足 ｘ２＝ｘ的
含幺交换环。以下首先介绍有关格的概念。格是一种

特殊的偏序集，经过特殊化以后得到分配格，再特殊化

以后可以得到布尔代数，是序结构的主体部分。在许

多数学对象中，所考虑的元素之间具有某种顺序。例

如一组实数间的大小顺序，一组命题间的蕴涵顺序等。

这种顺序一般不是全序，即不是任意２个元素之间都能
排列顺序，而是在部分元素之间的一种顺序，称为偏

序。偏序集和格就是研究顺序的性质及作用而产生的

概念和理论。格是其非空有限子集都有一个上确界和

一个下确界的偏序集合。在１９世纪的后几十年，德国
数学家戴德金和施履德分别从数论和逻辑代数两个方

向得出格的概念。但是其他数学家并未认识到它的重

要性。直至２０世纪３０年代，在美国数学家伯克霍夫和
挪威数学家奥尔的共同努力下，格论才焕发生机，发展

成为一门独立的数学学科，在抽象代数、射影几何、点

集论、拓扑学、泛函分析、逻辑和概率论等诸多领域产生

广泛应用。例如在代数学中对于一个群与其子群格之

间关系的研究，在数理逻辑中关于不可解度的研究。

在图论中关于图分解的研究也大量用到格论。在密码

学领域，关于公钥密码分析学的应用研究也常用到格

理论及格基约减算法。

首先需要谈及格的定义，它有２种定义，一种是代
数定义，另一种是偏序定义，２种定义相互等价且在谈
论格的时候永远不要将２种定义割裂来看。

定义１［１４］（格的代数定义）　设Ｌ为一个集合，在Ｌ
上定义２种在Ｌ中封闭的运算∨和∧，使得对任意ａ，ｂ
∈Ｌ满足以下性质：

（１）交换律 ａ∨ｂ＝ｂ∨ａ，ａ∧ｂ＝ｂ∧ａ；
（２）结合律 ａ∨（ｂ∨ｃ）＝（ａ∨ｂ）∨ｃ，ａ∧（ｂ∧ｃ）＝

（ａ∧ｂ）∧ｃ；
（３）幂等律 ａ∨ａ＝ａ，ａ∧ａ＝ａ；
（４）吸收律 ａ∨（ａ∧ｂ）＝ａ，ａ∧（ａ∨ｂ）＝ａ。

９４
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则称（Ｌ，∨，∧）是一个格。
定义２［１４］（格的偏序定义）　设 Ｌ是一个偏序集，

且使得任意２个元素构成的子集｛ａ，ｂ｝一定有上确界
（最小上界）和下确界（最大上界），则称（Ｌ，≤）是一
个格。

以上２种定义是相互等价的，有了定义１，可定义
偏序关系为ａ≤ｂ当且仅当ａ∧ｂ＝ａ，或者等价地说ａ∨
ｂ＝ｂ（容易验证这样定义的关系确实为偏序关系），
则有

ｉｎｆ｛ａ，ｂ｝＝ａ∧ｂ，ｓｕｐ｛ａ，ｂ｝＝ａ∨ｂ。
反之，由定义２出发，可分别定义２种运算为

ａ∨ｂ＝ｓｕｐ｛ａ，ｂ｝和ａ∧ｂ＝ｉｎｆ｛ａ，ｂ｝。
容易验证这样定义的运算∨和∧满足以上定义１中公
理化要求的４个律［１４］。自然地，关于格同构也有２种
相对应的等价叙述［１４］：格 Ｌ１与 Ｌ２同构是指能够建立
Ｌ１到Ｌ２的一一映射φ使得映射φ可以保持２个运算∨
和∧，或者等价地说，φ和 φ－１都是保序的，其中，φ－１

是保序的这一条件是不可省略的。

布尔格是一种特殊的格，就好比布尔环是一种特

殊的环。布尔格的定义则要在格的定义上再加多几个

公理化要求。

定义３［１５］　设（Ｌ，∨，∧，≤）是一个格，如果再有
以下的性质被满足：

（１）Ｌ中有最大元和最小元（分别记作１和０）；
（２）２个运算“∨”和“∧”都对另一个满足分配律，即

（ａ∨ｂ）∧ｃ＝（ａ∧ｃ）∨（ｂ∧ｃ），
（ａ∧ｂ）∨ｃ＝（ａ∨ｃ）∧（ｂ∨ｃ）；

（３）任意一个元ａ∈Ｌ，存在唯一的补元ａ′∈Ｌ使得
ａ∨ａ′＝１，ａ∧ａ′＝０，

则称这种格是布尔格。

下面将指出布尔环和布尔格其实本质上是一回事，

两者互相诱导，一一对应，从而为后面阐明斯通定理做

出铺垫准备。

引理１［１５－１６］　布尔环和布尔格相互诱导，一一对应。
现在介绍一些布尔环的性质，以及交换环的素谱

概念和布尔环的谱上性质。

引理２　交换环中若任意一个元素 ｘ∈Ａ都有某个
ｎ∈!

且ｎ＞１，使得 ｘｎ＝ｘ，（ｎ依赖于 ｘ），则 Ａ中所有
素理想都是极大理想。

证明　设 Ｐ是一个素理想，首先已有 Ａ／Ｐ是一个
整环，再证Ａ／Ｐ是域即可，即任意取ｘＰ，珋ｘ≠０，则只
需要证明 珋ｘ有逆元即可。设ｘｎ＝ｘ，则有

ｘ（１－ｘｎ－１）＝０，
ｘ（１－（珋ｘ）ｎ－１）＝０。

于是（珋ｘ）ｎ－１＝１，因为无零因子。若 ｎ＝２，则 珋ｘ＝１，
证毕。

若ｎ＞２，则
（珋ｘ）ｎ－１＝珋ｘ（珋ｘ）ｎ－２＝１，

找到了逆元，证毕。

命题１　在布尔环中有
（１）对一切ｘ∈Ａ，有２ｘ＝０；
（２）任意的素理想 Ｐ都极大，且 Ａ／Ｐ是只有０与１

的域；

（３）有限生成的理想是主理想。
证明

（１）这是较显然的；
（２）由引理２，即可得；
（３）只需证明由２个元素生成的理想是主理想即

可。现证明以下断言即可，即

（ｘ，ｙ）＝（ｘ＋ｙ＋ｘｙ）。
（ｘ＋ｙ＋ｘｙ）（ｘ，ｙ）是显然的；反过来，由（１）的结论，有

ｘ（ｘ＋ｙ＋ｘｙ）＝ｘ，ｙ（ｘ＋ｙ＋ｘｙ）＝ｙ，
故（ｘ，ｙ）（ｘ＋ｙ＋ｘｙ），断言成立。同理对３个元素的
情况也有

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（ｘ＋ｙ＋ｚ＋ｘｙ＋ｘｚ＋ｙｚ＋ｘｙｚ），
以此类推，证毕。

以下简单提及交换环的素谱概念［１５］。这是一个在

代数几何中很基本的概念，有的时候谈及环的局部化

都会必不可少地谈及素谱。环的素谱和谱空间理论起

源于仿射代数簇（又称代数流形）的研究。现已广泛应

用于许多数学分支中，如代数几何、层论、Ｃ代数、拓
扑学、环论、模论、格论和群论等。几何性质和代数性质

之间会相互反馈信息。每一个几何性质都会返回一个

代数性质，例如层（Ｓｈｅａｆ），那么反过来代数性质也能
返回一个几何性质，例如素谱，合在一起就成了概型

（Ｓｃｈｅｍｅｓ）。素谱的概念在交换代数以及代数几何中扮
演了一个很基础的角色，就好比小学课本中的加减运

算。素谱的可研究价值极大，例如从范畴论的角度去

看，素谱还具备函子性：素谱可以视作反变函子。更多

性质细节可参考文献［１５］。设 Ａ是一个交换环，Ｘ是
它所有素理想的集合，设Ｅ是Ａ中的子集，α是Ｅ所生
成的理想，记

Ｖ（Ｅ）＝｛Ｐ∈Ｘ｜ＰＥ｝，
则有以下性质：

０５
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（１）Ｖ（Ｅ）＝Ｖ（α）＝Ｖ（槡α）；
（２）Ｖ（０）＝Ｘ，Ｖ（１）＝

$

；

（３）设 （Ｅｉ）ｉ∈Ｉ是 Ａ中的一个子集簇，那么
Ｖ（∪ｉ∈ＩＥｉ）＝∩ｉ∈ＩＶ（Ｅｉ）；

（４）设α，β是Ａ中任意２个理想，则 Ｖ（α）∪Ｖ（β）
＝Ｖ（α∩β）＝Ｖ（αβ）。
从以上性质可以看出形如Ｖ（Ｅ）的全体所构成的集

族满足闭集的拓扑公理，于是 Ｘ可以构成一个拓扑空
间，定义Ｘ中的闭集：子集Ｆ为闭集当且仅当Ｆ可表成
上述Ｖ（Ｅ）的形式。该拓扑空间（Ｘ，

%

）叫环 Ａ的素谱
（记为Ｓｐｅｃ（Ａ）），这个拓扑

%

称为Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑。
注记１　Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑并不是人们在Ｘ上研究的唯一

拓扑，只是研究的最多的拓扑，如无特别声明，都是认

为素谱上的拓扑是 Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑。另外比较多见的拓扑
是可构造拓扑（记为

% ｃ），在文章后面会提及关于布尔

环在可构造拓扑下的素谱的相关性质特点。任意交换

环在Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑或者可构造拓扑下的素谱空间都是紧
致的［１５］。

注记２　对任意交换环Ａ中的任意元素ｆ，定义
Ｘｆ＝Ｘ＼［Ｖ（（ｆ））］＝｛Ｐ∈Ｘ｜ｆＰ｝，

则Ｘｆ显然是（Ｘ，%）中的开集，并且全体形如Ｘｆ的集族
能构成（Ｘ，

%

）的一组拓扑基［１４］。且有以下性质：

（１）Ｘｆ∩Ｘｇ＝Ｘｆｇ；
（２）Ｘｆ＝$ｆ是幂零元；
（３）Ｘｆ＝Ｘｆ是可逆元。

更详细的性质可参考文献［１４］。
命题２［１５－１６］　设Ａ是布尔环，（Ｘ，

%

）是带有Ｚａｒｉｓ
ｋｉ拓扑的Ａ的素谱空间，则

（１）每一个Ｘｆ在（Ｘ，%）中既开又闭；
（２）对有限个ｆ１，…，ｆｎ∈Ａ，存在 ｆ０∈Ａ，使得 Ｘｆ１∪

…∪Ｘｆｎ＝Ｘｆ０；
（３）形如 Ｘｆ的集合是（Ｘ，%）中仅有的既开又闭的

子集；

（４）（Ｘ，
%

）是紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间。
证明　（１）～（４）在文献［１５－１６］中都有涉及。这

里简单提及（２），要解决有限个的情形只要解决２个的
情形即可，结合命题１中的（３），有

Ｘｆ∪Ｘｇ＝［Ｖ（（ｆ））∩Ｖ（（ｇ））］
ｃ＝

　　［Ｖ（｛ｆ，ｇ｝）］ｃ＝
　　［Ｖ（（ｆ＋ｇ＋ｆｇ））］ｃ＝Ｘｆ＋ｇ＋ｆｇ。

在本文的下一个部分由（４）会推出深刻的结论。
结合以上的铺垫得到最后的斯通定理：

定理１［３，１５］（斯通定理）　任意一个布尔格都与某
个紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间中的全体既开又闭的子集合所
组成的格同构。

证明　给出任意的一个布尔格（Ｌ，∨，∧，≤），根
据引理１，设Ａ是与之对应的布尔环，（Ｘ，

%

）是环的谱，

∑＝｛Ｘｆ｜ｆ∈Ａ｝，则∑是紧致的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间（Ｘ，%）中
全体既开又闭的子集集合，定义偏序关系为集合的包

含关系，即

Ｘｆ≤ＸｇＸｆＸｇ，
这种情况下对应的运算“∨”和“∧”实际上就是集合的
并和交，则容易验证（∑，∨，∧，≤）构成一个格。下面
验证格同构（Ｌ，∨，∧，≤）（∑，∨，∧，≤），定义映
射：

φ：Ｌ→∑为φ（ｆ）＝Ｘｆ，
则根据引理１以及命题２可得：

φ（ｆ∨ｇ）＝φ（ｆ＋ｇ＋ｆｇ）＝Ｘｆ＋ｇ＋ｆｇ＝
　　Ｘｆ∨Ｘｇ＝φ（ｆ）∨φ（ｇ）。

根据注记２中的性质（Ｘｆ∩Ｘｇ＝Ｘｆｇ），有
φ（ｆ∧ｇ）＝φ（ｆｇ）＝Ｘｆｇ＝Ｘｆ∧Ｘｇ＝φ（ｆ）∧φ（ｇ）。
通过验证，φ确实保持运算“∨”和“∧”，因而是格

同构，从而完成了证明。

２　布尔环的素谱的一些性质

以上通过推理出斯通定理的一个简单形式，发现了

布尔环的独特性，并且这种独特性会转嫁到它的素谱

中，使得它的素谱也是一个很特别的拓扑空间。在这

个部分，将特别研究布尔环的素谱的一些性质。

布尔环所具备的特殊性，首先可以用来拓展一个

在普通的交换环上很重要且经常使用但是又难以拓展

的性质：若存在有限个素理想可以覆盖一个普通的理

想，则必有其中一个素理想覆盖住该理想。为了阐明

这项工作，先做一些铺垫准备，介绍一些相关知识。

命题３　任意的交换环的素谱（Ｘ，
%

）中，Ｘｇ是紧致
的子集（对任意的ｇ∈Ａ）。

证明　只需证明假若一簇拓扑基中的成员｛Ｘｆｉ｝ｉ∈Ｉ
能够覆盖住Ｘｇ，则有有限的子覆盖即可。设 Ｘｇ∪ｉ∈Ｉ

Ｘｆｉ，即有蕴含关系：Ｐ为Ａ中的素理想，ｇＰｆ０使
得ｆ０Ｐ，
等价于

ｆｉ∈Ｐ，ｉｇ∈Ｐ，
则有等式：

１５
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Ｖ（｛ｆｉ│ｉ∈Ｉ｝）＝Ｖ（｛ｇ，ｆｉ｜ｉ∈Ｉ｝）。
于是有

（｛ｆｉ│ｉ∈Ｉ槡 ｝）＝ （｛ｇ，ｆｉ｜ｉ∈Ｉ槡 ｝），

得

ｇ∈ （｛ｆｉ│ｉ∈Ｉ槡 ｝），

这就存在有限个ｆｉ１，…ｆｉｋ以及某ｎ∈!

使得

ｇｎ＝ｃ１ｆｉ１＋…＋ｃｎｆｉｋ，
则素理想Ｐ如果同时包含 ｆｉ１，…ｆｉｋ，则会包含 ｇ

ｎ，从而

包含ｇ，因而有
Ｘｇ∪

ｋ
ｊ＝１Ｘｆｉｊ，

证毕。

定义４［１７］　拓扑空间中的子集族
(

称为有核的，如

果
(

中任意有限个成员之交非空。

命题４［１７］　拓扑空间（Ｘ，
%

）紧致当且仅当 Ｘ的任
意有核闭集族之交∩Ａ∈(

Ａ≠$

。

回忆关于素理想的一个常用性质（文献［１５］中第
１０页的命题１１１（ｉ））：对任意有限个 Ａ中素理想 Ｐ１，
…，Ｐｎ，如果Ａ中的某个理想 α被它们覆盖住，即 α
∪ｎ
ｉ＝１Ｐｉ，则存在某 ｉ０使得 αＰｉ０。在这里发现，条件

“有限个”是重要且不可以随便去除的，因为在证明过

程中（参考文献［１５］的第１０页）用到了数学归纳法，只
能对有限的ｎ次步骤成立。因而自然地会有问题：在什
么特殊的环境中可以不再提及“有限”的条件而又有类

似的结论呢？

借助布尔环的特殊性，可对上面的问题做出其中一

种回答，具体的表述如下：

命题５　在布尔环Ａ中，设Ｘ是它的素谱，设理想
α∪Ｐ∈ＸｆＰ，则必存在某Ｐ０∈Ｘｆ使得αＰ０。

证明　集族｛Ｖ（（ａ））∩Ｘｆ｜ａ∈α｝是紧致的子空间
Ｘｆ上的闭集族，并且是有核的，事实上，

［Ｖ（（ａ１））∩Ｘｆ］∩…∩［Ｖ（（ａｎ））∩Ｘｆ］＝
　　Ｖ（（ａ１，…，ａｎ））∩Ｘｆ＝Ｖ（（ａ０））∩Ｘｆ，

其中，（ａ１，…，ａｎ）＝（ａ０）是由命题１（３）得来，且 ａ０∈
α，由α∪Ｐ∈ＸｆＰ可知会存在某个Ｐ′∈Ｘｆ使得ａ０∈Ｐ′，
则

Ｐ′∈Ｖ（（ａ０））∩Ｘｆ，
即集族｛Ｖ（（ａ））∩Ｘｆ｜ａ∈α｝是有核闭集族，根据命题
４，集族｛Ｖ（（ａ））∩Ｘｆ｜ａ∈α｝全员之交非空，则会存在
一个Ｐ０∈Ｘｆ使得

Ｐ０瓡ａ，ａ∈α，
即

αＰ０，

证毕。

注记３　以上命题条件中的 Ｘｆ当然也可以换成某
个Ｖ（Ｅ），因为Ｖ（Ｅ）是紧致空间中的闭集，从而也是紧
致的［１７］，然后用同样的方法去证明。

关于布尔环的素谱空间有一个很特别的拓扑性质，

就是完全不连通，即任意一个至少含２点的子集都是不
连通的，也就是说连通的子集只能是单点集。由于布

尔代数的影响很大且性质独特，故和布尔代数相挂钩

的研究对象也变得“特别”了，例如现在讨论的布尔环

的素谱空间。所以，完全不连通的紧致的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空
间就被人们特别地称为“布尔空间”［３，１４－１５］。根据文献

［１８］的引理３１，至少可以知道非平凡含幺布尔环的素
谱空间一定是不连通的，但是仅仅得出这个结论还远远

不够，所以有下面的命题６：
命题６　布尔环的素谱空间是布尔空间。
证明　根据命题２（４），只需证明（Ｘ，

%

）中任意一

个至少含２点的子集Ｆ都是不连通的即可。设
Ｐ１，Ｐ２∈ＦＸ且Ｐ１≠Ｐ２，

则存在某个Ｘｆ使得Ｐ１∈Ｘｆ且Ｐ２Ｘｆ，无疑Ｘｆ是开集，
但是它也是闭集，根据命题３，Ｘｆ是紧致的子集，在紧
致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间中紧致子集等价于闭集［１７］，所以Ｘｆ
既开又闭。故Ｘｆ∩Ｆ是 Ｆ中既开又闭的真子集（含 Ｐ１
却不含Ｐ２），所以Ｆ不连通。

注记１中提到的可构造拓扑
% ｃ，一方面提及这种拓

扑的一个原因是可构造拓扑本身也是交换环的素谱上

的重要研究对象，另一方面，针对本文着重研究的布尔

环，它的素谱上的可构造拓扑有着一个有趣的事实：布

尔环的素谱带上Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑和带上可构造拓扑其实是
一回事。

先介绍什么是可构造拓扑。

定义５［１５］　对任意的交换环Ａ，记Ｘ为Ａ的全体素
理想的集合，记

% ｃ＝｛ＵＸ│存在交换环Ｂ以及环同态 ｆ：Ａ→Ｂ，使
得Ｘ＼Ｕ＝ｆ（Ｓｐｅｃ（Ｂ））｝，

其中，ｆ：Ｓｐｅｃ（Ｂ）→Ｓｐｅｃ（Ａ）定义为：对任意的 ｑ∈
Ｓｐｅｃ（Ｂ），有

ｆ（ｑ）＝ｆ－１（ｑ）∈Ｓｐｅｃ（Ａ），
%ｃ能够构成一个拓扑从而使（Ｘ，% ｃ）成为一个拓扑空间，
称

% ｃ为Ｘ上的可构造拓扑。
注记４　对以上

% ｃ的拓扑公理的验证，只需验证闭

集的拓扑公理即可［１５］：

（１）设有一族交换环 Ｂｉ以及相配的环同态 ｆｉ：Ａ→

２５
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Ｂｉ，ｉ∈Ｉ，指标集Ｉ可以是无穷集，则有

ｆ（Ｓｐｅｃ（ｉ∈ＩＢｉ））＝∩ｉ∈Ｉｆ

ｉ（Ｓｐｅｃ（Ｂｉ））。

在这里要特别解释一下，ｉ∈ＩＢｉ是无穷个 Ａ代数做

张量积。无穷个 Ａ代数做张量积的定义如下［１４］：设

（Ｂｉ）ｉ∈Ｉ是一族Ａ代数，对Ｉ中任意有限子集Ｊ，记

ＢＪ＝ｉ∈ＩＢｊ（这是定义明确的）。

记指标集

∑＝｛Ｊ｜ＪＩ，是Ｉ中的有限集｝，
定义∑中的序关系：

Ｊ≤ＫＪＫ，
则∑是一个正向集 （即特殊的偏序集，满足对任意的２
个指标ｉ，ｊ都会存在某个指标 ｋ使得 ｉ≤ｋ以及 ｊ≤ｋ），
因为对任意的Ｊ，Ｋ∈∑有

Ｊ∪Ｋ∈∑，ＪＪ∪Ｋ，ＫＪ∪Ｋ，
对任意的指标Ｊ≤Ｋ，有典范的Ａ代数同态

μＪＫ：ＢＪ→ＢＫ，
则（ＢＪ，μＪＫ）构成一个正向系统

［１５］。最后定义无穷个 Ａ
代数Ｂｉ的张量积为该正向系统的正向极限，即


ｉ∈ＩＢｉ＝ｌｉｍ→ ＢＪ。

为了再进一步说明 ｆ（Ｓｐｅｃ（ｉ∈ＩＢｉ））＝∩ｉ∈Ｉｆ

ｉ（Ｓｐｅｃ

（Ｂｉ））的成立，需要再借助２个事实：
（ｉ）设（Ｂｉ，ｇｉｊ）是一个环的正向系统，Ｂ是正向极

限，对每个ｉ都有环同态 ｆｉ：Ａ→Ｂｉ，且对任意的 ｉ≤ｊ都
有ｇｉｊｆｉ＝ｆｊ（即（Ｂｉ，ｇｉｊ）构成Ａ代数的正向系统）。ｆｉ自
然诱导出ｆ：Ａ→Ｂ，则有结论

ｆ（Ｓｐｅｃ（Ｂ））＝∩ｉｆｉ（Ｓｐｅｃ（Ｂｉ））。
（ｉｉ）设有环同态ｆ：Ａ→Ｂ以及ｇ：Ａ→Ｃ，定义同态ｈ：

Ａ→ＢＡＣ为
ｈ（ａ）＝ｆ（ａ）１，

则有结论：

ｈ（Ｓｐｅｃ（ＢＡＣ））＝ｆ（Ｓｐｅｃ（Ｂ））∩ｇ（Ｓｐｅｃ（Ｃ））。
至此，结合（ｉ）与（ｉｉ）的结果就自然得到

ｆ（Ｓｐｅｃ（ｉ∈ＩＢｉ））＝∩ｉ∈Ｉｆ

ｉ（Ｓｐｅｃ（Ｂｉ））。

（２）设有环同态：ｆ１：Ａ→Ｂ１以及 ｆ２：Ａ→Ｂ２，定义环
同态：ｆ：Ａ→Ｂ１×Ｂ２为

ｆ（ａ）＝（ｆ１（ａ），ｆ２（ａ）），
则有

ｆ（Ｓｐｅｃ（Ｂ１×Ｂ２））＝ｆ１（Ｓｐｅｃ（Ｂ１））∪ｆ２（Ｓｐｅｃ（Ｂ２））。
（３）对于零同态：ｆ：Ａ→０，有ｆ（Ｓｐｅｃ（０））＝$。

（４）对于恒同映射ｉｄ：Ａ→Ａ，有（ｉｄ）（Ｓｐｅｃ（Ａ））＝Ｘ。
命题７　可构造拓扑比Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑更大（或者说更

细），即
%% ｃ。

证明　只需证明 Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑中的闭集一定是可构
造拓扑中的闭集即可。任取 Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑中的一个闭集
Ｖ（α），其中α是任意一个Ａ中的理想。有典范同态

π：Ａ→Ａ／α，
则有Ｖ（α）＝π（Ｓｐｅｃ（Ａ／α）），证毕。

命题８　可构造拓扑是使得交换环的素谱中 Ｘｆ既
开又闭的最小拓扑（任意的ｆ∈Ａ）。

证明　（１）首先证明 Ｘｆ在可构造拓扑中既开又
闭，是开的已经显然了。记 Ａｆ是 Ａ的分式环，即其中
的乘法封闭子集是ｆ的所有次幂（含１＝ｆ０）所构成的集
合，则有典范同态

φ：Ａ→Ａｆ，
则Ｘｆ＝φ（Ｓｐｅｃ（Ａｆ））。从而Ｘｆ也是闭集。

（２）设
% Ω是定义在Ｘ上的使得任意 Ｘｆ既开又闭的

拓扑，需要证明

% ｃ% Ω，
即需要证明对任意的ψ：Ａ→Ｂ，ψ（Ｓｐｅｃ（Ｂ））是（Ｘ，% Ω）
中的闭集。

设

Ｐ１ψ（Ｓｐｅｃ（Ｂ）），
则Ｐ１#Ｐ

ｅｃ
１，因为有Ｐ是Ｂ中的一个素理想的局限当且

仅当Ｐ＝Ｐｅｃ这一等价条件［１５］。取ｆＰ１且ｆ∈Ｐ
ｅｃ
１，则设

ψ（ｆ）＝∑ｎ
ｉ＝１ψ（ｇｉ）ｂｉ∈Ｐ

ｅ
１，

其中，ｇｉ∈Ｐ１，ｂｉ∈Ｂ。则
Ｐ１∈Ｘｆ∩'

ｎ
ｉ＝１Ｖ（（ｇｉ））∈% Ω，

且Ｘｆ∩'

ｎ
ｉ＝１Ｖ（（ｇｉ））不交ψ（Ｓｐｅｃ（Ｂ）），若不然可设
Ｐ２∈ψ（Ｓｐｅｃ（Ｂ））∩Ｘｆ∩'

ｎ
ｉ＝１Ｖ（（ｇｉ）），

则存在ｑ２∈Ｓｐｅｃ（Ｂ），使得 ｑ
ｃ
２＝ｐ２，等价于 ｐ

ｅｃ
２ ＝ｐ２，由

ｇｉ∈ｐ２以及ψ（ｆ）＝∑
ｎ
ｉ＝１ψ（ｇｉ）ｂｉ，可得
ψ（ｆ）∈ｐｅ２，

因此

ｆ∈ｐｅｃ２ ＝ｐ２，
这与Ｐ２∈Ｘｆ相矛盾。综上可得 ψ（Ｓｐｅｃ（Ｂ））是（Ｘ，
% Ω）中的闭集。

有了以上的铺垫工作，现在可以说在布尔环上的

Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑和可构造拓扑是一回事。由命题２知道布
尔环上的Ｚａｒｉｓｋｉ拓扑是使得每一个 Ｘｆ既开又闭的拓
扑，所以由命题８可知

% ｃ%，又由命题７得 %% ｃ，综
上可得这２种拓扑实际上是一回事。

３５
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