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摘　要：令ｎ＝２ｍ是偶数，ｋ＝２ｍ－１，文章给出了有限域
"２ｎ上所有 ｋ阶分圆数的计算公式，研究了这些分圆数

的值分布规律。这些结果可用于构造一类ｄｅＢｒｕｉｊｎ序列，构造方式是对通过合并不可约线性移位寄存器的状
态圈得到的，这类ｄｅＢｒｊｉｊｎ序列，合并的状态圈数是最多的。
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ｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｗ０＋（ｓ－１）ｗ１＝２
ｋ－１

ｗ２０＋（ｓ－１）ｗ
２
１＝（ｎ＋１）２

ｋ－２ （３）
Ｆｒｏｍｔｈｉｓｒｅｓｕｌｔ，ａｎｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｅｘｐｏｎｅｎｔ

ｓｕｍ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｇｅｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ：
Ｔｈｅｏｒｅｍ２　Ｌｅｔｎ，ｋｂｅｉｎｔｅｇｅｒｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘ

ｉｓｔｓａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｗｉｔｈ２ｓ｜ｎａｎｄｋ｜２ｓ＋１，ｗｒｉｔｅｎ＝２ｍｓ，ｓｅｔ

ｘ＝２
ｎ
２ －（－１）ｍ

ｋ ，ｔｈｅｎｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａｔｒｉｘｏｆｔｈｅｆｉ

ｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２ｎｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍ：

ａ ｂ ｂ … ｂ ｂ
ｂ ｂ ｃ … ｃ ｃ
ｂ ｃ ｂ … ｃ ｃ
   …  

ｂ ｃ ｃ … ｂ ｃ
ｂ ｃ ｃ …

















ｃ ｂ

ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅｏｎｌｙｔｈｒｅｅｖａｌｕｅｓｉｎｔｈｅｍａｔｒｉｘ：①ａ０，０ｄｅ
ｎｏｔｅａ；② ｅｘｃｅｐｔａ０，０，ａｌｌｔｈｅｏｔｈｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ
ｒｏｗ，ｔｈｅｆｉｒｓｔｃｏｌｕｍｎａｎｄｔｈｅｄｉａｇｒａｍｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｖａｌｕｅ
ｂ；③ ａｌｌｔｈｅｏｔｈｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｘｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｖａｌ
ｕｅｃ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ

ａ＝ｘ（ｘ＋（－１）ｍ（３－ｋ））－１，
ｂ＝ｘ（ｘ＋（－１）ｍ），
ｃ＝ｘ２

（４）

　　Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｖｅｒｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２ｎ．Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｖｅｒｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ"２ｎｈａｓ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍ：

ｘ２＋ａｘ＋ｂ＝０ （５）
ｗｉｔｈａ，ｂ∈"２ｎ．Ｉｆａ＝０，ｔｈｅＥｑ．（５）ｈａｓｏｎｌｙｏｎｅｒｏｏｔ，
ｓｉｎｃｅｔｈｅｍａｐｘ

"

ｘ２ｉｓａｎａｕｔｏｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆ
"２ｎ．Ｉｆａ≠０，ｂｙ

ｄｉｖｉｄｉｎｇａ２ｏｎｂｏｔｈｓｉｄｅｓｏｆＥｑ．（５），ｗｅｇｅｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｏｒｍ：

ｚ２＋ｚ＋ｃ＝０ （６）
ｗｉｔｈｃ＝ｂ／ａ２∈"２ｎ．ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＬｅｍｍａ２ｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｎ
ｅａｓｉｌｙ．

Ｌｅｍｍａ２　Ｉｆｃｉｓａｎｅｌｅｍｅｎｔｏｆ
"２ｎ，ｔｈｅｎｔｈｅＥｑ．（６）

ｈａｓ２－２Ｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｖｅｒ
"２ｎ，ｗｈｅｒｅＴ＝Ｔｒ（ｃ）．Ｆｕｒｔｈｅｒ

ｍｏｒｅ，ｉｆｚｉｓｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｔｈｅｏｔｈｅｒｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｚ＋１．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２　Ｉｆａ≠０，ｔｈｅｎｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃＥｑ．（５）ｈａｓ

０３
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ｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｆａｎｄｏｎｌｙＴｒ（ｂ／ａ２）＝０．

２　Ｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆｏｒｄｅｒ
ｋ＝２

ｎ
２ －１

　　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃａｓｅｔｈａｔｎ＝２ｍｉｓａｎ

ｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒ，ａｎｄｋ＝２
ｎ
２ －１＝２ｍ－１，ｔｈｅｎｌ＝（２ｎ－１）／

ｋ＝２ｍ＋１．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅｇｉｖｅｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｓｕｃｈｋｔｈｃｙ
ｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓｅｓ．

Ｉｎｎｕｍｂｅｒｔｈｅｏｒｙ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ：
Ｌｅｍｍａ３　ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＧｉｓａｆｉｎｉｔｅｃｙｃｌｉｃｇｒｏｕｐ，

ａｎｄＨｉｓａｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＧｏｆｏｒｄｅｒｌ，ｔｈｅｎｆｏｒｅｖｅｒｙａ∈Ｇ，ａ
∈Ｈｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆａｌ＝１，ｗｈｅｒｅ１ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙｅｌｅ
ｍｅｎｔｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐＧ．

Ｓｉｎｃｅｎ＝２ｍ，ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２ｎｈａｓａｕｎｉｑｕｅｆｉｎｉｔｅ

ｓｕｂｆｉｅｌｄ
"２ｍ．Ｌｅｔθｂｅａｐｒｉｍｉｔｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｏｆ"２ｎ．Ｆｏｒｅｖｅｒｙ

ｎｏｎｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔα∈"２ｎ，α∈"２ｍｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆα
２ｍ－１＝１，

ｔｈａｔｉｓαｋ＝１．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ"２ｍ＼｛０｝＝｛θ
ｊｌ｜ｊ＝０，１，２，…，ｋ

－１｝．Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ：
Ｌｅｍｍａ４　Ｓｕｐｐｏｓｅｎ＝２ｍ，ｋ＝２ｍ－１，ａｎｄｌ＝２ｍ＋

１，ｔｈｅｎｉｎｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２ｎ，ａｌｌｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓθ

ｊｌａｒｅｄｉｓ
ｔｉｎｃｔｆｏｒａｌｌｊ＝０，１，２，…，ｋ－１．

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ：
Ｌｅｍｍａ５　ＥａｃｈｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴｉｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｌｙ

ｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｆｏｒｍθｊｌ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍｋ＝２ｍ－１ａｎｄｌ＝２ｍ＋１，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ

ｋａｎｄｌａｒｅｃｏｐｒｉｍｅ，ｓｏｔｈｅｃｏｎｇｒｕｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎｕｋ＋ｉ≡０
（ｍｏｄｌ）ｈａｓｏｎｌｙｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎｕ．Ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｋｔｈｃｙ
ｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴｉｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｌｙｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔθ

ｕｋ＋ｉｗｈｉｃｈｈａｓ
ｔｈｅｆｏｒｍｏｆθｊｌ．Ｓｉｎｃｅａｌｌｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓｅｓａｒｅｄｉｓ
ｊｏｉｎｔ，ｅａｃｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴｉｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｌｙｏｎｅｎｏｎｚｅｒｏｅｌ
ｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ

"２ｍ． □
Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｓｙｍｂｏｌＴ１（α）ｔｏｄｅｎｏｔｅ

ｔｈｅｔｒａｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｖｅｒｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ
"２ｍｏｆ"２ｎ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒ

ｅｖｅｒｙα∈"２ｍ（ｉ．ｅ．，ｆｏｒｅｖｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔα∈"２ｎｏｆｔｈｅｆｏｒｍ

θｊｌ），Ｔ１（α）＝α＋α
２＋α２

２

＋…＋α２
ｍ－１

．
Ｎｏｗ，ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ，ｗｈｉｃｈｇｉｖｅｓ

ｔｈｅｂｏｕｎｄｏｆａｌｌｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒ：
Ｌｅｍｍａ６　Ｆｏｒｅｖｅｒｙｉ，ｊ＝０，１，２，…，ｋ－１，ｔｈｅｋ

ｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａｉ，ｊ≤２．
Ｐｒｏｏｆ　ＬｅｔＧｂｅｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｇｒｏｕｐｏｆａｌｌｔｈｅ

ｎｏｎｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２ｎ，ａｎｄθｂｅｔｈｅｐｒｉｍｉ

ｔｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔ，ｔｈｅｎＧｉｓａｃｙｃｌｉｃｇｒｏｕｐｏｆｏｒｄｅｒ２ｎ－１．Ｔｈｅ

ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴ０ｉｓｔｈｅｕｎｉｑｕｅｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆｏｒｄｅｒｌｇｅｎｅｒａ
ｔｅｄｂｙｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔθｋ，ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｕｓｅＨｉｎｓｔｅａｄｏｆ
Ｔ０ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ．ＴｈｅｏｔｈｅｒｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓｅｓＴｊａｒｅｊｕｓｔｔｈｅ
ｌｅｆｔｃｏｓｅｔｓθｊＨｏｆＨｉｎＧ．

Ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｉ，ｊ＝０，１，２，…，ｋ－１，ｉｆａｉ，ｊ＝０，ｔｈｅ
ａｓｓｅｒｔｉｏｎｉｓｔｒｕｅ．Ｎｏｗａｓｓｕｍｅｔｈａｔａｉ，ｊ＞０．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ
ａｎｅｌｅｍｅｎｔα＝θｕｋ＋ｉ∈Ｔｉ＝θ

ｉＨ，ｓｕｃｈｔｈａｔ１＋α∈Ｔｊ＝θ
ｊＨ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ（１＋α）θ－ｊ＝（１＋θｕｋ＋ｉ）θ－ｊ∈Ｈ，ａｎｄｂｙＬｅｍｍａ
３，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ（１＋θｕｋ＋ｉ）ｌθ－ｌｊ＝１，ｉｔｉｓｔｈｅｓａｍｅｔｈｉｎｇａｓ

（１＋θｕｋ＋ｉ）ｌ＝θｊｌ （７）
ＷｅｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｌｅｆｔｓｉｄｅｏｆＥｑ．（７）ａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

（１＋θｕｋ＋ｉ）ｌ＝（１＋θｕｋ＋ｉ）２
ｍ＋１＝

（１＋θｕｋ＋ｉ）２
ｍ

（１＋θｕｋ＋ｉ）＝
（１＋θ２

ｍ（ｕｋ＋ｉ））（１＋θｕｋ＋ｉ）＝
１＋θ２

ｍ（ｕｋ＋ｉ）＋θｕｋ＋ｉ＋θｉｌ

ｗｈｅｒｅθ２
ｍ（ｕｋ＋ｉ）θｕｋ＋ｉ＝θ（２

ｍ＋１）（ｕｋ＋ｉ）＝θｌ（ｕｋ＋ｉ）＝θｉｌ．Ｓｉｎｃｅｋ
＝２ｍ－１，ｔｈｅｎ２ｍ（ｕｋ＋ｉ）＝２ｍｕｋ＋（２ｍ－１）ｉ＋ｉ＝（２ｍｕ
＋ｉ）ｋ＋ｉ．Ｌｅｔｕ１ｂｅｔｈｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｏｆｌｔｈａｔｄｉｖｉｄｅｓ２

ｍｕ＋ｉ，
ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ５ａｎｉｎｔｅｇｅｒｑｓｕｃｈｔｈａｔ２ｍｕ＋ｉ＝ｑｌ＋
ｕ１，ｗｉｔｈ０≤ｕ１＜ｌ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈａｔ

θ２
ｍ（ｕｋ＋ｉ）＝θ（２

ｍｕ＋ｉ）ｋ＋ｉ＝θｑｌｋ＋ｕ１ｋ＋ｉ＝θｕ１ｋ＋ｉ∈Ｔｉ．
Ｎｏｗ，ｔｈｅＥｑ．（７）ｂｅｃｏｍｅｓ

θｕｋ＋ｉ＋θｕ１ｋ＋ｉ＝１＋θｉｌ＋θｊｌ （８）
Ｓｅｔξ＝１＋θｉｌ＋θｊｌ，ｔｈｅｎｂｏｔｈα＝θｕｋ＋ｉａｎｄα１＝θ

ｕ１ｋ＋ｉｉｎＴｉ
ａｒｅｔｈｅｒｏｏｔｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ

"２ｎ：

ｘ２＋ξｘ＋θｉｌ＝０ （９）
Ｌｅｔｉ，ｊｂｅｇｉｖｅｎａｓａｂｏｖｅ，ｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｓｅｔΓｉ，ｊ＝｛γ∈Ｔｉ｜
１＋γ∈Ｔｊ｝．ＮｏｔｉｃｅｔｈａｔｔｈｅＥｑ．（９）ｉｓｏｎｌｙｒｅｌａｔｅｄｔｏｉａｎｄ
ｊ，ａｌｌｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｏｆΓｉ，ｊａｒｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＥｑ．（９）．
Ｓｉｎｃｅｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｖｅｒａｎｙｆｉｅｌｄｈａｓａｔｍｏｓｔｔｗｏ
ｒｏｏｔｓ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔａｉ，ｊ＝｜Γｉ，ｊ｜≤２ｆｏｒｔｈｉｓｉａｎｄｊ．Ｔｈｅｒｅ
ｆｏｒｅ，ｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎｏｆＬｅｍｍａ６ｉｓｔｒｕｅ． □

Ｎｏｗ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ：
Ｔｈｅｏｒｅｍ３　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｎ＝２ｍ，ａｎｄｋ＝２ｍ－１，ｌ

＝２ｍ＋１．Ｌｅｔθｂｅａｐｒｉｍｉｔｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ"

２ｎ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
（１）ａｉ，ｊ＝１ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ１＋θ

ｉｌ＋θｊｌ＝０．
（２）Ｆｏｒａｌｌｔｈｅｉ，ｊ＝０，１，２，…，ｋ－１，ｓｕｃｈｔｈａｔξ

＝１＋θｉｌ＋θｊｌ≠０，ｔｈｅｎ

ａｉ，ｊ＝
２，　ｉｆＴ１（θ

ｉｌ／ξ２）＝１

０，　ｉｆＴ１（θ
ｉｌ／ξ２）{ ＝０

　　Ｐｒｏｏｆ　Ｎｏｔｉｃｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓξ＝１＋θｉｌ＋θｉｌａｎｄ
θｊｌｏｆｔｈｅＥｑ．（９）ｂｅｌｏｎｇｔｏｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ"２ｍ．Ｗｅｗｉｌｌｃｏｎ

１３
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ｓｉｄｅｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｑｕａｄｒａｔｉｃＥｑ．（９）ｏｆａｌｌｉ，ｊ＝０，１，２，
…，ｋ－１．

Ｉｆξ＝１＋θｉｌ＋θｊｌ＝０，ｔｈｅｎｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃＥｑ．（９）ｂｅ
ｃｏｍｅｓ

ｘ２＝θｉｌ

ｗｈｉｃｈｈａｓｏｎｌｙｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａｉ，ｊ＝１．Ｉｎｔｈｉｓ
ｃａｓｅ，ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔα∈Ｔｉｂｅｌｏｎｇｓｔｏｔｈｅｓｕｂ
ｆｉｅｌｄ

"２ｍ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｉｆａｉ，ｊ＝１，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
ｏｎｌｙｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔａ∈Ｔｉｓｕｃｈｔｈａｔ１＋α∈Ｔｊ，ｓｉｎｃｅαｉｓｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＥｑ．（９），ｔｈｅｎξｍｕｓｔｂｅｚｅｒｏ，ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，
ｔｈｉｓｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｗｏｕｌｄｈａｖｅｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎＴｉ，ｃｏｎ
ｔｒａｒｙｔｏｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｔｈａｔａｉ，ｊ＝１．

Ｉｆξ＝１＋θｉｌ＋θｊｌ≠０，ｓｅｔη＝θｉｌ／ξ２．Ｂｙｄｉｖｉｄｉｎｇｂｏｔｈ
ｓｉｄｅｓｏｆＥｑ．（９），ｗｅｇｅｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ

ｚ２＋ｚ＋η＝０ （１０）
ＩｆｔｈｅｔｒａｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎＴ１（η）ｏｆｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ"２ｍｉｓｚｅｒｏ，ｔｈｅｎ
ｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃＥｑ．（１０）ｈａｓｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎ

"２ｍ，ｉｎｔｈｉｓ
ｃａｓｅ，ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａｉ，ｊｍｕｓｔｂｅ
ｚｅｒｏ．Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴｉｗｏｕｌｄｃｏｎｔａｉｎ
ｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃＥｑ．（９），ｗｈｉｃｈｂｅｌｏｎｇｔｏｔｈｅ
ｓｕｂｆｉｅｌｄ

"２ｍ，ｃｏｎｔｒａｒｙｔｏｔｈｅＬｅｍｍａ５．
ＩｆｔｈｅｔｒａｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎＴ１（η）ｏｆｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ"２ｍｉｓｏｎｅ，

ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒ
ａｉ，ｊ＝２．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｒｍ
Ｅｑ．（９）ｈａｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ

"２ｍ，ｉ．ｅ．，ｉｔｉｓｉｒｒｅ
ｄｕｃｉｂｌｅｏｖｅｒ

"２ｍ，ａｎｄｉｔｈａｓｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｌａｒｇｅｆｉｅｌｄ
"２ｎ．Ｌｅｔαｂｅｏｎｅｏｆｉｔｓｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｎ，αｍｕｓｔｂｅｌｏｎｇｔｏ
ｏｎｅｏｆｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓ，ｓａｙＴｒ．Ｂｙｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆ
ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＬｅｍｍａ６，αｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｑｕａｄ
ｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ：

ｘ２＋（１＋θｒｌ＋θｊｌ）ｘ＋θｒｌ＝０．
Ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ，ａｎｙｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｖｅｒ
ａｎｙｆｉｅｌｄｃａｎｎｏｔｃｏｎｔａｉｎａｃｏｍｍｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅθｒｌ＝
θｉｌ，ａｎｄｒ＝ｉ，ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃＥｑ．（９）ｈａｓｔｗｏｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴｉ．Ｈｅｎｃｅｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ
ｉｎｇｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａｉ，ｊ＝２，ｗｈｉｃｈｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅ
ｐｒｏｏｆ． □

Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘａｍｐｌｅｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓｔｈｅｉｄｅａｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆ
ｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３：

Ｅｘａｍｐｌｅ１　Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈａｔｆ（ｘ）＝ｘ６＋ｘ＋１
ｉｓａｐｒｉｍｉｔｉｖｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｄｅｇｒｅｅｎ＝６ｏｖｅｒｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２．Ｌｅｔθｂｅａｒｏｏｔｏｆｆ（ｘ），ｔｈｅｎｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅ
ｆｉｅｌｄ

"２６ｈａｓａｕｎｉｑｕｅｆｏｒｍｃ５θ
５＋ｃ４θ

４＋ｃ３θ
３＋ｃ２θ

２＋ｃ１θ＋
ｃ０ｗｉｔｈｅａｃｈｃｉ∈ "２＝｛０，１｝，ｔｈｅｂｉｎａｒｙ０－１ｓｔｒｉｎｇ

ｃ５ｃ４ｃ３ｃ２ｃ１ｃ０ｏｆｌｅｎｇｔｈ６ｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｆｉｅｌｄ
ｅｌｅｍｅｎｔｏｆ

"２６，ｙｅｔｗｅｗｏｕｌｄｌｉｋｅｔｏｕｓｅｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｈｅｘａｄｅｃｉｍａｌｆｏｒｍｆｏｒｓｈｏｒｔ．Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，ｔｈｅｂｉｎａｒｙｆｏｒｍｏｆ
ｔｈｅｆｉｅｌｄｅｌｅｍｅｎｔθ５＋θ３＋θ２＋１ｉｓ１０１１０１，ａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅ
ｓｐｏｎｄｉｎｇｈｅｘａｄｅｃｉｍａｌｆｏｒｍｉｓ２ｄ．

Ｌｅｔｋ＝７，ｌ＝９，ｔｈｅｎｔｈｅ７ｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｍｉｃｃｌａｓｓｅｓａｒｅ
ｌｉｓｔｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：
Ｔ０＝｛１，θ

７，θ１４，θ２１，θ２８，θ３５，θ４２，θ４９，θ５６｝＝
｛０１，０６，１４，３ｂ，１ｃ，０ｂ，３ａ，１ａ，１ｆ｝，

Ｔ１＝｛θ，θ
８，θ１５，θ２２，θ２９，θ３６，θ４３，θ５０，θ５７｝＝｛０２，０ｃ，

２８，３５，３８，１６，３７，３４，３ｅ｝，
Ｔ２＝｛θ

２，θ９，θ１６，θ２３，θ３０，θ３７，θ４４，θ５１，θ５８｝＝｛０４，
１８，１３，２９，３３，２ｃ，２ｄ，２ｂ，３ｆ｝，

Ｔ３＝｛θ
３，θ１０，θ１７，θ２４，θ３１，θ３８，θ４５，θ５２，θ５９｝＝｛０８，

３０，２６，１１，２５，１ｂ，１９，１５，３ｄ｝，
Ｔ４＝｛θ

４，θ１１，θ１８，θ２５，θ３２，θ３９，θ４６，θ５３，θ６０｝＝｛１０，
２３，０ｆ，２２，０９，３６，３２，２ａ，３９｝，

Ｔ５＝｛θ
５，θ１２，θ１９，θ２６，θ３３，θ４０，θ４７，θ５４，θ６１｝＝｛２０，

０５，１ｅ，０７，１２，２ｆ，２７，１７，３１｝，
Ｔ６＝｛θ

６，θ１３，θ２０，θ２７，θ３４，θ４１，θ４８，θ５５，θ６２｝＝｛０３，
０ａ，３ｃ，０ｅ，２４，１ｄ，０ｄ，２ｅ，２１｝．

Ｆｒｏｍｔｈｉｓ，ｗｅｃａｎｃａｌｃｕｌａｔｅｅａｓｉｌｙｔｈｅ７ｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａ
ｔｒｉｘｏｆ

"２６ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

Ａ７＝

２ ０ ０ ２ ０ ２ ２
０ ２ ２ ０ ２ １ ２
０ ２ ２ １ ２ ２ ０
２ ０ １ ０ ２ ２ ２
０ ２ ２ ２ ２ ０ １
２ １ ２ ２ ０ ０ ２



















２ ２ ０ ２ １ ２ ０

．

Ｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ
"２３＝｛０，１，θ

９，θ１８，θ２７，θ３６，θ４５，θ５４｝，
ｗｉｔｈ１∈Ｔ０，θ

９∈Ｔ２，θ
１８∈Ｔ４，θ

２７∈Ｔ６，θ
３６∈Ｔ１，θ

４５∈
Ｔ３，ａｎｄθ

５４∈Ｔ５．
ＷｅｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｔｒａｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎＴ１（ｘ）ｏｆｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ

"２３ ｆｏｒａｌｌｘ∈"２３ａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：
Ｔ１（０）＝０，
Ｔ１（１）＝１＋１＋１＝１，
Ｔ１（θ

９）＝θ９＋θ１８＋θ３６＝１８＋０ｆ＋１６＝１＝
　　Ｔ１（θ

１８）＝Ｔ１（θ
３６），

Ｔ１（α
２７）＝θ２７＋θ５４＋θ４５＝０ｅ＋１７＋１９＝０＝

　　Ｔ１（θ
５４）＝Ｔ１（θ

４５）．
Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔ１＋θ２ｌ＋θ３ｌ＝１＋０ｆ＋０ｅ＝１，

ｓｏｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａ２，３＝１．
Ｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａ３，６，ｌｅｔξ＝１＋θ

３ｌ

２３
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＋θ６ｌ＝１＋θ２７＋θ５４＝０１＋０ｅ＋１７＝１８＝θ９，ｔｈｅｎθｉｌ／ξ２＝
θ３ｌ／θ２ｌ＝θ９，ｓｉｎｃｅＴ１（θ

ｉｌ／ξ２）＝Ｔ１（θ
９）＝１，ｗｅｈａｖｅａ３，６

＝２ｂｙＴｈｅｏｒｅｍ３．
Ｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａ４，５，ｌｅｔξ＝１＋θ

４ｌ

＋θ５ｌ＝１＋θ３６＋θ４５＝０１＋１６＋１９＝０ｅ＝θ２７＝θ３ｌ，ｔｈｅｎ
θｉｌ／ξ２＝θ４ｌ／θ６ｌ＝θ５ｌ，ｓｉｎｃｅＴ１（θ

ｉｌ／ξ２）＝Ｔ１（θ
５ｌ）＝０，ｗｅ

ｈａｖｅａ４，５＝０ｂｙＴｈｅｏｒｅｍ３．
Ｉｎｆａｃｔ，ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＬｅｍｍａ６ｐｒｏｖｉｄｅｓａｎｏｔｈｅｒｍｅｔｈｏｄ

ｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａｉ，ｊａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：
Ｎｏｗ，ｗｅｃａｎｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｃｌａｓｓＴｉｃａｎｂｅ

ｐａｒｔｉｔｉｏｎｅｄｉｎｔｏｓｕｂｓｅｔｓｏｆｔｈｅｆｏｒｍ｛θｕｋ＋ｉ，θｕ１ｋ＋ｉ｝，ｗｈｅｒｅ
ｕ１ｉｓｔｈｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｏｆｌｄｉｖｉｄｅｓ２

ｍｕ＋ｉａｓａｂｏｖｅ．Ｓｉｎｃｅ
２ｍｕ１＋ｉ≡２

２ｍｕ＋２ｍｉ＋ｉ＝（２ｎ－１）ｕ＋（２ｍ＋１）ｉ＋ｕ＝ｌｋｕ
＋ｌｉ＋ｕ≡ｕ（ｍｏｄｌ），ｕｉｓｔｈｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｏｆｌｄｉｖｉｄｅｓ２ｍｕ１
＋ｉ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｉｆ０≤ｖ＜ｌｉｓａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｕｃｈｔｈａｔｖ≠ｕ，
ａｎｄｖ≠ｕ１，ｌｅｔｖ１ｂｅｔｈｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｏｆｌｄｉｖｉｄｅｓ２

ｍｖ＋ｉ，ｗｅ
ｈａｖｅｔｈａｔｖ１≠ｕａｎｄｖ１≠ｕ１．Ｉｎｆａｃｔ，ｉｆｖ１＝ｕ，ｔｈｅｎｖｉｓｔｈｅ
ｒｅｍａｉｎｄｅｒｏｆｌｄｉｖｉｄｅｓ２ｍｖ１＋ｉ，ａｎｄａｌｓｏｔｈｅｒｅｍａｉｎｄｅｒｏｆｌ
ｄｉｖｉｄｅｓ２ｍｕ＋ｉ，ａｎｄｈｅｎｃｅｖ＝ｕ１ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｓｉｍｉｌａｒ
ｌｙ，ｖ１≠ｕ１．Ｓｏ，ｔｈｅｓｅｔｓ｛θ

ｕｋ＋ｉ，θｕ１ｋ＋ｉ｝ａｎｄ｛θｖｋ＋ｉ，
θｖ１ｋ＋ｉ｝ａｒｅｄｉｓｊｏｉｎｔｅｄ．Ｉｆｕ＝－ｋ－１ｉ（ｍｏｄｌ），ｔｈｅｎｕ≡
２ｍｕ＋ｉ（ｍｏｄｌ），ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，θｕｋ＋ｉ＝θｕ１ｋ＋ｉ，ａｎｄｔｈｅｓｅｔ
｛θｕｋ＋ｉ，θｕ１ｋ＋ｉ｝ｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｌｙｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔ．

Ｆｏｒｅａｃｈｓｕｂｓｅｔ｛θｕｋ＋ｉ，θｕ１ｋ＋ｉ｝，ｆｒｏｍｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎ
（８），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎａｕｎｉｑｕｅｊ，ａｎｄｔｈｅｎｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒａｉ，ｊｅｑｕａｌｓｔｈｅｃａｒｄｉｎａｌｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅ
ｓｕｂｓｅｔ｛θｕｋ＋ｉ，θｕ１ｋ＋ｉ｝．

Ｅｘａｍｐｌｅ２　Ｌｅｔｎ＝６，ｋ＝７，ｌ＝９，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅ
ｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ

"２６ａｓｉｎＥｘａｍｐｌｅ１．Ｗｅｔａｋｅｉ＝３ａｓａｎｅｘａｍｐｌｅ
ｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｉｄｅａｕｓｅｄｉｎｔｈｅａｂｏｖｅｓｔａｔｅｍｅｎｔ：

Ｌｅｔｕ＝０，ｔｈｅｎｕ１≡２
ｍｕ＋ｉ＝２３·０＋３≡３（ｍｏｄ９），

ｗｅｈａｖｅｔｈｅｓｕｂｓｅｔ｛θ３，θ３ｋ＋３＝θ２４｝．ＢｙＥｑ．（８），ｗｅ
ｓｈａｌｌｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｕｎｉｑｕｅｖａｌｕｅｊｗｉｔｈ０≤ｊ＜ｋ＝７ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
θ３＋θ２４＝１＋θｉｌ＋θｊｌ．Ｓｉｎｃｅθ３＋θ２４＝１９，ａｎｄ１＋θｉｌ＝１
＋θ２７＝０ｆ，ｓｏθｊｌ＝１９＋０ｆ＝１６＝θ３６．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｗｅｈａｖｅ
ｔｈａｔｊ＝４，ａｎｄａ３，４＝２．Ｉｎｆａｃｔ，１＋θ

３＝０９∈Ｔ４ａｎｄ１＋
θ２４＝１０∈Ｔ４．

Ｌｅｔｕ＝１，ｔｈｅｎｕ１≡２
ｍｕ＋ｉ＝２３·１＋３≡２（ｍｏｄ９），

ｗｅｇｅｔｔｈｅｓｕｂｓｅｔ｛θ１０，θ１７｝．Ｂｙｔｈｅｓｉｍｉｌａｒｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ，ｗｅ
ｈａｖｅｔｈａｔｊ＝５，ａｎｄｔｈｕｓａ３，５＝２．

Ｌｅｔｕ＝４，ｔｈｅｎｕ１≡２
ｍｕ＋ｉ＝２３·４＋３≡８（ｍｏｄ９），

ｗｅｇｅｔｔｈｅｓｕｂｓｅｔ｛θ３１，θ５９｝．Ｂｙｔｈｅｓｉｍｉｌａｒｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ，
ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｊ＝６，ａｎｄｔｈｕｓａ３，６＝２．

Ｌｅｔｕ＝５，ｔｈｅｎｕ１≡２
ｍｕ＋ｉ＝２３·５＋３≡７（ｍｏｄ９），

ｗｅｇｅｔｔｈｅｓｕｂｓｅｔ｛θ３８，θ５２｝．Ｂｙｔｈｅｓｉｍｉｌａｒｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ，
ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｊ＝０，ａｎｄｔｈｕｓａ３，０＝２．

Ｌｅｔｕ＝６，ｔｈｅｎｕ１≡２
ｍｕ＋ｉ＝２３·６＋３≡６（ｍｏｄ９），

ｗｅｇｅｔｔｈｅｓｕｂｓｅｔ｛θ４５｝，ｗｈｉｃｈｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｌｙｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔ．
Ｓｉｎｃｅθｊｌ＝１＋θｉｌ＝１＋θ２７＝０ｆ＝θ１８，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｊ＝２，
ａｎｄｔｈｕｓａ３，２＝１．

３　Ｔｈｅｖａｌｕｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ（２ｍ

－１）ｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａｔｒｉｘ

　　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３ｊｕｓｔｐｒｏｖｉｄｅｓａｍｅｔｈｏｄｔｏｃｏｍ
ｐｕｔｅｅａｃｈａｉ，ｊ，ａｎｄｃａｎｎｏｔｇｉｖｅａｎｙｇｌｏｂａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ
ｔｈｅｗｈｏｌｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａｔｒｉｘＡ＝（ａｉ，ｊ）ｋ×ｋ．Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃ
ｔｉｏｎ，ｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｖａｌｕｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｉｓｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａ
ｔｒｉｘ．Ｌｅｔ

"２ｍｂｅａｎｙｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ，ｆｏｒｅａｃｈα∈"２ｍｗｉｔｈα≠０，
ｗｅｄｅｆｉｎｅａｍａｐψα（ｘ）ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｂｙα：

ψα（ｘ）＝
α

１＋α２＋ｘ２
， ｉｆｘ≠１＋α

０， ｉｆｘ＝１＋{
α

（１１）

ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＬｅｍｍａ７ｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｍａｐψα（ｘ）ｉｓａ
ｏｎｅｔｏｏｎｅｍａｐｆｒｏｍｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ

"２ｍｉｎｔｏｉｔｓｅｌｆｆｏｒｅｖｅｒｙ
ｎｏｎｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔα∈"２ｍ：

Ｌｅｍｍａ７　Ｆｏｒｅｖｅｒｙｎｏｎｚｅｒｏα∈ "２ｍ，ｔｈｅｍａｐ
ψα（ｘ）ｄｅｆｉｎｅｄｂｙＭａｐ（１１）ｉｓａｏｎｅｔｏｏｎｅｍａｐ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｉｔｉｓｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｉｓｍａｐｉｓｏｎｔｏ，
ｓｉｎｃｅｔｈｅｓｅｔ

"２ｍｉｓｆｉｎｉｔｅ．Ｆｏｒｅｖｅｒｙｙ∈"２ｍ，ｉｆｙ＝０，ｔｈｅｎ
ψα（１＋α）＝ｙｂｙｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅＭａｐ（１１）．Ｉｆｙ≠０，ｗｅ

ｃａｎ ｓｏｌｖｅ ｘ ｆｏｒｍ α
１＋α２＋ｘ２

＝ ｙ， ｉ．ｅ． ｘ ＝

１＋α２＋αｙ槡
－１． □

Ｌｅｍｍａ８　Ｆｏｒｅｖｅｒｙｎｏｎｚｅｒｏα∈"２ｍ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ

Ｔｒ（ α
１＋α２

）＝０，ｗｈｅｒｅＴｒ（ｘ）ｉｓｔｈｅｔｒａｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉ

ｎｉｔｅｆｉｅｌｄ
"２ｍ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｏｒｅｖｅｒｙｎｏｎｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔα∈"２ｍ，ｗｅｃｏｎｓｉｄ
ｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｖｅｒｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ

"２ｍ：

ｘ２＋（１＋α）ｘ＋α＝０．
Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔαａｎｄ１ａｒｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｉｓｅ

ｑｕａｔｉｏｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔＴｒ（ α
１＋α２

）＝０ｂｙＣｏｒｏｌｌａｒｙ２．Ｔｈｕｓ

ｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎｉｓｈｏｌｄ． □
Ｔｈｅｏｒｅｍ４　Ｓｕｐｐｏｓｅｎ＝２ｍｉｓａｎｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒ，ｌｅｔｋ

＝２ｍ－１，ａｎｄｌ＝２ｍ＋１，ｔｈｅｎｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａｔｒｉｘＡ

３３
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＝（ａｉ，ｊ）ｋ×ｋｏｆｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ"２ｎｐｒｏｃｅｓｓｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｐｅｒ
ｔｉｅｓ：

（１）ａ０，０＝０，ｉｆｍｉｓｅｖｅｎ，ａｎｄａ０，０＝２，ｉｆｍｉｓｏｄｄ．
（２）Ｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔｒｏｗ，ｔｈｅｒｅａｒｅ２ｍ－１ｅｌｅｍｅｎｔｓｔａｋｉｎｇ

ｖａｌｕｅ２，ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒ２ｍ－１－１ｅｌｅｍｅｎｔｓｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ０．
（３）Ｉｎｅａｃｈｏｆｔｈｅｏｔｈｅｒｒｏｗｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅ２ｍ－１ｅｌｅｍｅｎｔｓ

ｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ２，ｏｎｌｙｏｎｅｅｌｅｍｅｎｔｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ１，ａｎｄａｌｌｔｈｅ
ｏｔｈｅｒ２ｍ－１－２ｅｌｅｍｅｎｔｓｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ０．

Ｐｒｏｏｆ　（１）Ｉｆｉ＝０，ｊ＝０，ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇξ＝
１＋θｉｌ＋θｊｌ＝１，ａｎｄθｉｌ／ξ２＝１，ａｎｄｈｅｎｃｅＴ１（θ

ｉｌ／ξ２）＝Ｔ１
（１）＝ｍ（ｍｏｄ２）．Ｂｙｔｈｅ（２）ｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１１，ｗｅｈａｖｅ
ｔｈａｔａ０，０＝２ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｍｉｓｏｄｄ．

Ｆｏｒｅａｃｈｉ＝０，１，２，…，ｋ－１，ｌｅｔα＝θｉｌ．ＢｙＬｅｍ
ｍａ７，ｔｈｅｍａｐψα（ｘ）ｉｓｏｎｅｔｏｏｎｅｏｖｅｒｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ"２ｍ．
Ｆｏｒｔｈｅｓｐｅｃｉａｌｖａｌｕｅｘ０＝θ

ｊｌｓｕｃｈｔｈａｔ１＋θｉｌ＋θｊｌ＝０，ｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｖａｌｕｅψα（ｘ０）＝０．Ｌｅｔ∑ｉ
＝

"２ｍ＼｛０＝

ψα（ｘ０），ψα（０）｝．Ｂｙｔｈｅｐａｒｔ（２）ｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３，ｔｈｅ
ｗｈｏｌｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｉｔｈｒｏｗｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｘＡｔｈａｔｔａｋｉｎｇ

ｖａｌｕｅｓ０ｏｒ２ａｒｅｅｘａｃｔｌｙｔｈｅ｛Ｔ１（ｘ）｜ｘ∈∑ｉ
｝．Ｓｉｎｃｅｔｈｅ

ｔｒａｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎＴ１（ｘ）ｏｆｔｈｅｓｕｂｆｉｅｌｄ"２ｍｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ０ｆｏｒ
ｈａｌｆｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆ

"２ｍａｎｄｖａｌｕｅ１ｆｏｒｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｌｆｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｏｆ

"２ｍ，ａｎｄＴ１（０）＝０，Ｔ１（ψα（０））＝０ｂｙＬｅｍｍａ８，

ｔｈｅｒｅａｒｅ２ｍ－１ｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆ∑ｉ
ｔｈａｔｔａｋｉｎｇ１ａｓｔｈｅｔｒａｃｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｖａｌｕｅｏｆ
"２ｍ，ｔｈｕｓｔｈｅｒｅａｒｅ２

ｍ－１ｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｉ
ｔｈｒｏｗｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｘＡｔｈａｔｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ２．

Ｉｆｉ＝０，ｔｈｅｎｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔ１ｂｅｌｏｎｇｓｔｏｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃ
ｃｌａｓｓＴ０，ａｎｄ１＋１＝０ｄｏｅｓｎｏｔａｐｐｅａｒｉｎａｎｙｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃ
ｃｌａｓｓｅｓ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔｒｏｗｏｆｔｈｅｍａｔｒｉｘＡ，ｎｏｅｌｅ
ｍｅｎｔｃａｎｔａｋｅｖａｌｕｅ１，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅｐａｒｔ（２）ｏｆｔｈｉｓｔｈｅｏ
ｒｅｍｉｓｈｅｌｄ．

Ｉｆｉ≠０，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｏｎｌｙｖａｌｕｅｊｓｕｃｈｔｈａｔ１＋θｉｌ

＋θｊｌ＝０，ａｎｄｂｙｐａｒｔ（１）ｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３，ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ａｉ，ｊ＝１，ａｎｄｐａｒｔ（３）ｏｆｔｈｉｓｔｈｅｏｒｅｍｉｓｈｅｌｄ． □

４　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｕｓｅｏｕｒｒｅｓｕｌｔｓｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔａ
ｃｌａｓｓｏｆｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆｓｔａｇｅｎ．Ｌｅｔｐ（ｘ）ｂｅａｐｒｉｍ
ｉｔｉｖｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｄｅｇｒｅｅｎ＝２ｍｏｖｅｒ

"２，ｗｉｔｈθｂｅｉｎｇｏｎｅ
ｏｆｉｔｓｐｒｉｍｉｔｉｖｅｒｏｏｔｓ．Ｌｅｔｋ＝２ｍ－１ａｎｄｌ＝２ｍ＋１ａｓａ
ｂｏｖｅ．Ｎｏｗ，ｗｅｔａｋｅα＝θｋ，ａｎｄｆ１（ｘ）ｂｅｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｐｏｌ
ｙｎｏｍｉａｌｏｆαｏｖｅｒｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ"２．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｓｅｔ｛α，
α２，α２

２

，…，α２
ｄ－１

｝，ｗｉｔｈα２
ｄ

＝α．Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ

ｆ１（ｘ）＝（ｘ－α）（ｘ－α
２）（ｘ－α２

２

）…（ｘ－α２
ｄ－１

），

ａｎｄｆ１（ｘ）ｉｓａｎｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｄｅｇｒｅｅｄｏｖｅｒ"２．
ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＬｅｍｍａ９ｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｄｅｇｒｅｅｄｏｆｆ１（ｘ）ｉｓ
ｎ：

Ｌｅｍｍａ９　Ｌｅｔｎ＝２ｍ，ｋ＝２ｍ－１，ｌ＝２ｍ＋１，ａｎｄｄ
ｂｅａｓａｂｏｖｅ，ｔｈｅｎｄ＝ｎ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｄｉｓｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｉｎｔｅｇｅｒｓｕｃｈ
ｔｈａｔα２

ｄ

＝α，ｉ．ｅ．，θ２
ｄｋ＝θｋ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｏｒｄｅｒ

ｏｆθｉｎｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ"２ｎｉｓ２
ｎ－１＝ｋｌ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ２ｄｋ≡

ｋ（ｍｏｄｋｌ），ｔｈａｔｉｓ，２ｄ≡１（ｍｏｄｌ）．Ｔｈｕｓｄｉｓｔｈｅｍｕｌｔｉ
ｐｌｉｃａｔｉｖｅｏｒｄｅｒｏｆ２ｍｏｄｌ．Ｂｙ２ｎ≡１（ｍｏｄｌ），ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
ｄ｜ｎ．

Ｏｎｔｈｅｃｏｎｔｒａｒｙ，ｉｆｗｅｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｄ＜ｎ，ｔｈｅｎｗｅｗｉｌｌ
ｇｅｔａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｌｅｔｎ＝ｎ１ｄ，ｗｉｔｈｎ１＞１．Ｂｙ２

ｄ≡１
（ｍｏｄｌ），ｗｅｃａｎｓａｙｔｈａｔ２ｄ－１＝ｌｓ，ｗｉｔｈｓ≥１．Ｔｈｅｎ

　ｋｌ＝２ｎ－１＝２ｎ１ｄ－１＝
（２ｄ－１）（１＋２ｄ＋２２ｄ＋… ＋２（ｎ１－１）ｄ）＝
ｌｓ（１＋２ｄ＋２２ｄ＋…＋２（ｎ１－１）ｄ）．

Ｔｈｕｓ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ２ｍ －１＝ｋ＝ｓ（１＋２ｄ＋２２ｄ＋… ＋
２（ｎ１－１）ｄ）≥１＋２ｄ＞２ｄ－１＞ｌ＝２ｍ＋１，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．□

Ｌｅｔｆ（ｘ）＝ｘｎｆ１（１／ｘ）ｂｅｔｈｅｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆ
ｆ１（ｘ），ｔｈｅｎｆ（ｘ）ｉｓｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆα

－１．Ｓｉｎｃｅ
ｂｏｔｈｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｏｒｄｅｒｏｆα－１ａｎｄαａｒｅｅｑｕａｌ，ｔｈｅ
ｐｅｒｉｏｄｏｆｆ（ｘ），ｉ．ｅ．，ｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｉｎｔｅｇｅｒｌｓｕｃｈｔｈａｔｆ（ｘ）ｌ

≡１（ｍｏｄｆ（ｘ）），ｉｓｌ＝（２ｎ－１）／ｋ＝２ｍ＋１．
Ｉｆｗｅｔａｋｅｆ（ｘ）ａｓｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆａｌｉｎｅａｒ

ｆｅｅｄｂａｃｋｓｈｉｆｔｒｅｇｉｓｔｅｒ（ＬＦＳＲ），ｔｈｅｎｓｔａｇｅｇｒａｐｈＧ（ｆ）ｏｆ
ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇＬＦＳＲｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆｋ＋１ｃｙｃｌｅｓ，ｏｎｅｏｆｗｈｉｃｈｉｓ
ｔｈｅ１ｃｙｃｌｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｔｈｅｚｅｒｏｓｔａｔｅ（ｃａｌｌｅｄｚｅｒｏｃｙｃｌｅ），
ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｋｃｙｃｌｅｓｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｌｅｎｇｔｈｌ．

Ｔｗｏｓｔａｔｅｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ａｎｄｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，
ｙｎ）∈"

ｎ
２ａｒｅｃａｌｌｅｄｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓｉｆｙ１＝ｘ１＋１，ａｎｄｙｉ＝

ｘｉｆｏｒｉ＝２，３，…，ｎ．Ｉｆａｐａｉｒｏｆｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓｌｉｅｓｏｎ
ｔｗｏｄｉｓｔｉｎｃｔｃｙｃｌｅｓｔｈｅｎｔｈｅｓｅｔｗｏｃｙｃｌｅｓｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄｉｎｔｏ
ｏｎｅｃｙｃｌｅｂｙａｄｄｉｎｇａｓｕｉｔａｂｌｅｍｏｎｏｍｉａｌｔｏｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌＦ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）．Ｔｈｅｃｙｃｌｅｊｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄｏｆ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓｉｓｔｏｆｉｎｄｅｎｏｕｇｈｐａｉｒｓｏｆ
ｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓｓｕｃｈｔｈａｔｏｎｅｃａｎｊｏｉｎｓａｌｌｔｈｅｃｙｃｌｅｓｉｎｔｏａ
ｆｕｌｌｃｙｃｌｅ．

Ｉｆｆ（ｘ）＝１＋ｃ１ｘ＋ｃ２ｘ
２＋… ＋ｃｎ－１ｘ

ｎ－１＋ｘｎｉｓａｎｉｒ
ｒｅｄｕｃｉｂｌｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｄｅｇｒｅｅｎｉｎ

"２［ｘ］ｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｌ＝
２ｍ＋１，ｔｈｅｎｔｈｅｍａｔｒｉｘ

４３
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Ｔ＝

０ ０ ０ … ０ １
１ ０ ０ … ０ ｃｎ－１
０ １ ０ … ０ ｃｎ－２
   …  

０ ０ ０ … １ ｃ















１

ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｓｈｉｆｔｒｅｇｉｓｔｅｒｍａｔｒｉｘｏｆｆ（ｘ）．ＩｎａＬＦＳＲｗｉｔｈｆ
（ｘ）ａｓａｆｅｅｄｂａｃｋｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉｆｓｉ＝（ａｉ，ａｉ＋１，…，ａｉ＋ｎ－１）
ｉｓａｓｔａｔｅ，ｔｈｅｎｔｈｅｎｅｘｔｓｔａｔｅｉｓｓｉ＋１＝ｓｉＴ．Ｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎ
ｔｈａｔ，ｆｏｒａｎｙｎｏｎｚｅｒｏｓｔａｔｅｓ∈"

ｎ
２，ｔｈｅｃｙｃｌｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｓ

ｉｓｐｅｒｉｏｄｉｃ，ｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｌ，ａｎｄｔｈｅｃｙｃｌｅＺｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｓ
ｃａｎｂｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｚ＝?ｓ?＝｛ｓ，ｓＴ，ｓＴ２，…，ｓＴｌ－１｝．
ＴｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆＴｉｓ

ｄｅｔ（ｘＩ－Ｔ）＝ｘｎｆ（１／ｘ）＝ｆ（ｘ）＝ｆ１（ｘ），
ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｆ（ｘ）．ＢｙＣａｙｌｅｙＨａｍ
ｉｌｔｏｎＴｈｅｏｒｅｍ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｆ１（Ｔ）＝０．

Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｎｆｉｅｌｄｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍψｆｏｒｍｔｈｅｆｉｎｉｔｅ
ｆｉｅｌｄ

"２ｎ＝"２［α］ｔｏｔｈｅｓｅｔ"２［Ｔ］＝｛ａ０Ｉｎ＋ａ１Ｔ＋ａ２Ｔ
２＋

…＋ａｎ－１Ｔ
ｎ－１｜ａｉ∈"２｝，ｂｙｓｅｎｄｉｎｇαｔｏＴ．Ａｌｌｎｏｎｚｅｒｏ

ｍａｔｒｉｃｅｓｏｆ
"２［Ｔ］ｆｏｒｍａｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｃｙｃｌｉｃｇｒｏｕｐｏｆｏｒ

ｄｅｒ２ｎ－１，ａｎｄｔｈｅｓｕｂｇｒｏｕｐＨ０＝｛Ｉ，Ｔ，Ｔ
２，…，Ｔｌ－１｝ｉｓ

ｏｆｏｒｄｅｒｌ．Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｋ－１ｍａｔｒｉｃｅｓｇｉ（Ｔ）∈"２［Ｔ］（ｉ＝
１，２，…，ｋ－１）ｓｕｃｈｔｈａｔａｌｌｔｈｅｏｔｈｅｒｌｅｆｔｃｏｓｅｔｓｏｆＨ０ａｒｅ
ｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍ：

Ｈｉ＝ｇｉ（Ｔ）Ｈ０＝｛ｇｉ（Ｔ），ｇｉ（Ｔ）Ｔ，
ｇｉ（Ｔ）Ｔ

２，…，ｇｉ（Ｔ）Ｔ
ｌ－１｝．

Ｌｅｔｓ０＝（１，０，…，０）ｂｅａｆｉｘｅｄｖｅｃｔｏｒ．Ｔｈｅｎｔｈｅ
ｍａｐｆｒｏｍ"２［Ｔ］ｔｏｔｈｅｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅ"

ｎ
２ｂｙｓｅｎｄｉｎｇｇ（Ｔ）

ｏｆ
"２［Ｔ］ｔｏｓ０ｇ（Ｔ），ｉｓａｏｎｅｔｏｏｎｅｍａｐ．Ｔｈｉｓｍａｐａｌｓｏ

ｓｅｎｄｓｅａｃｈｃｏｓｅｔＨｉｉｎｔｏｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｔａｔｅｃｙｃｌｅＺｉ＝
?ｓ０ｇｉ（Ｔ）?．Ｉｆｔｗｏｓｔａｔｅｖｅｃｔｏｒｓｘ＝ｓ０ｇ（Ｔ）ａｎｄｙ＝ｓ０ｈ（Ｔ）
ａｒｅｃｏｎｊｕｇａｔｅ，ｔｈｅｎ，ｂｙｘ＋ｙ＝ｓ０，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｇ（Ｔ）＋
ｈ（Ｔ）＝Ｉｎ．Ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍψ，ｗｅｃａｎｇｅｔａｏｎｅ
ｔｏｏｎｅｍａｐψｆｒｏｍｔｈｅｆｉｎｉｔｅｆｉｅｌｄ"２ｎ＝"２［α］ｔｏｔｈｅｖｅｃｔｏｒ
ｓｐａｃｅ

"

ｎ
２，ｂｙｓｅｎｄｉｎｇｇ（α）ｔｏｓ０ｇ（Ｔ）．Ｉｎｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａ

ｔｉｖｅｃｙｃｌｉｃｇｒｏｕｐ
"２［α］＼｛０｝，ｔｈｅｒｅｉｓａｕｎｉｑｕｅｃｙｃｌｉｃｓｕｂ

ｇｒｏｕｐＷ０＝｛１，α，α
２，…，αｌ－１｝ｏｆｏｒｄｅｒｌ．Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｋ

－１ｅｌｅｍｅｎｔｇｉ（α）∈"２［α］＼｛０｝（ｉ＝１，２，…，ｋ－１）
ｓｕｃｈｔｈａｔａｌｌｔｈｅｏｔｈｅｒｌｅｆｔｃｏｓｅｔｓｏｆＷ０ａｒｅｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｏｒｍ

Ｗｉ＝ｇｉ（α）Ｗ０＝｛ｇｉ（α），ｇｉ（α）α，
ｇｉ（α）α

２，…，ｇｉ（α）α
ｌ－１｝．

ＴｈｅｍａｐψｓｅｎｄｓｅａｃｈｃｏｓｅｔＷｉｉｎｔｏｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｔａｔｅ

ｃｙｃｌｅＺｉ＝?ｓ０ｇｉ（Ｔ）?．Ｔｗｏｓｔａｔｅｖｅｃｔｏｒｓｘ＝ｓ０ｇ（Ｔ）ａｎｄｙ
＝ｓ０ｈ（Ｔ）ａｒｅｃｏｎｊｕｇａｔｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｇ（α）＋ｈ（α）＝１．
Ｔｈｅｚｅｒｏｃｙｃｌｅ?０?ａｎｄｔｈｅｃｙｃｌｅ?１?ｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄ

ｉｎｔｏｏｎｅｃｙｃｌｅｂｙｔｈｅｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓ０＝（０，０，…，０）
ａｎｄ１＝（１，０，…，０）．Ｆｒｏｍｎｏｗｏｎ，ｗｅｊｕｓｔｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅ
ｓｅｔａｌｌｔｈｅｋｃｙｃｌｅｓｏｆｌｅｎｇｔｈｌ，ｗｈｉｃｈｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙＧ（ｆ）．

ＴｈｅａｄｊａｃｅｎｔｍａｔｒｉｘＢ＝（ｂｉ，ｊ）ｋ×ｋｏｆｔｈｅＬＦＳＲｇｅｎｅｒａ
ｔｅｄｂｙｆ（ｘ）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

ｂｉ，ｊ＝ｔｈｅｐａｉｒｓｏｆｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓｔｈａｔｌｉｅｉｎＺｉａｎｄＺｊ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔｍａｔｒｉｘｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓｔｈａｔｔｈｅｃｙｃｌｅｊｏｉｎｍｅｔｈｏｄｃａｎｇｅｎｅｒ
ａｔｅ．Ｎｅｘｔ，ｗｅｗｉｌｌｓｈｏｗｔｈａｔｂｙｓｕｉｔａｂｌｅｃｈｏｓｅｎｇｉ（α），ｔｈｅ
ｃｏｓｅｔｓＷｉｏｆ"２［α］ｅｑｕａｌｓｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃＴｉｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｓｉｎｃｅ
"２［θ］＝"２［α］，ｗｈｅｒｅα＝θ

ｋ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
Ｗ０＝｛１，α，α

２，…，αｌ－１｝＝
｛１，θｋ，θ２ｋ，…，θ（ｌ－１）ｋ｝＝Ｔ０

ｆｏｒｅａｃｈｉ＝１，２，…，ｋ－１，ｓｅｔｇｉ（α）＝θ
ｉ，ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ

ｔｈａｔ
Ｗｉ＝｛θ

ｉ，θｉα，θｉα２，…，θｉαｌ－１＝｛θｕｋ＋ｉ｜ｕ＝０，１，
２，…，ｌ－１｝＝Ｔｉ．

Ｔｈｕｓ，ｂｙｓｕｉｔａｂｌｅｌａｂｅｌｉｎｇｔｈｅｓｔａｔｅｃｙｃｌｅｓ，ｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔｍａ
ｔｒｉｘｉｓｅｘａｃｔｌｙｔｈｅｋｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａｔｒｉｘ．Ｆｒｏｍｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔ
ｍａｔｒｉｘＡｋ＝（ａｉ，ｊ）ｋ×ｋ，ｗｅｌｅｔＭ＝（ｍｉ，ｊ）ｋ×ｋａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

ｍｉ，ｊ＝
－ａｉ，ｊ， ｉｆｉ≠ｊ

∑
ｔ≠ｉ
ａｉ，ｔ， ｉｆ{ ｉ＝ｊ

（１２）

ＴｈｅＢＥＳＴｔｈｅｏｒｅｍｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｃｙｃｌｅｊｏｉｎｍｅｔｈｏｄｉｓｅｑｕａｌｔｏｔｈｅｍｉ
ｎｏｒｏｆａｎｙｅｌｅｍｅｎｔｏｆＭ．Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｓｈｏｗｓｔｈａｔ
ｔｈｅｃｙｃｌｅｊｏｉｎｍｅｔｈｏｄｄｏｅｓｗｏｒｋｆｏｒｏｕｒｃａｓｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒｎ
＝２ｍ，ｋ＝２ｍ－１．
Ｔｈｅｏｒｅｍ５　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｎ，ｋ，ｌ，ａｎｄｆ（ｘ）ａｓａ

ｂｏｖｅ，ｔｈｅｎｗｅｃａｎｆｉｎｄｅｎｏｕｇｈｐａｉｒｓｏｆｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓｔｈａｔ
ｃａｎｊｏｉｎａｌｌｔｈｅｃｙｃｌｅｓｏｆｔｈｅＧ（ｆ）ｉｎｔｏａｆｕｌｌｃｙｃｌｅ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｓｉｎｃｅｔｈｅｚｅｒｏｃｙｃｌｅ（０）ｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＺ０
＝?ｓ０?ａｓａｂｏｖｅ．Ｗｅｊｕｓｔｃｏｎｓｉｄｅｒｈｏｗｔｏｊｏｉｎａｌｌｔｈｅｋｃｙ
ｃｌｅｓＺ０，Ｚ１，…，Ｚｋ－１．

Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃｙｃｌｅＺ０．Ｌｅｔ∑１
＝｛Ｚｉ｜ａ０，ｉ

＝２，０＜ｉ＜ｋ｝，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ｜∑１
｜＝２ｍ－１ｏｒ２ｍ－１－

１ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｍｂｅｉｎｇｅｖｅｎｏｒｂｅｉｎｇｏｄｄ．Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅ
ｅｉｔｈｅｒ２ｍ－１ｃｙｃｌｅｓｏｒ２ｍ－１－１ｃｙｃｌｅｓ，ｗｈｉｃｈｓｈａｒｅｔｗｏｐａｉｒｓ

ｏｆｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｔａｔｅｓ．Ｌｅｔ∑２
＝｛Ｔｉ｜ａ０，ｉ＝０，１≤ｉ＜ｋ｝，

５３
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ｔｈｅｎｃｙｃｌｅｓｉｎ∑２
ｃａｎｎｏｔｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＴ０，ｉ．ｅ．，ｔｈｅｒｅ

ａｒｅａｔｍｏｓｔ２ｍ－１－１ｃｙｃｌｅｓ，ｔｈａｔｃａｎｎｏｔｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＴ０．

ＦｏｒｅａｃｈＺｊ∈∑２
，ｔｈａｔｉｓ，Ｚｊｃａｎｎｏｔｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈ

Ｚ０ｄｉｒｅｃｔｌｙ．ＷｅｓｈａｌｌｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅＺｉ
∈∑１

ｓｕｃｈｔｈａｔａｉ，ｊ＝２．Ｆｏｒｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｔｈｅｒｅａｒｅａｔｌｅａｓｔ

２ｍ－１ｃｙｃｌｅｓｓｕｃｈａｉ，ｊ＝０ｉｎｔｈｅｊｔｈｒｏｗｏｆｔｈｅｋｔｈｃｙｃｏｔｏｍ
ｉｃｍａｔｒｉｘ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅａｒｅｅｘａｃｔｌｙ２ｍ－１－２ｃｙｃｌｅｓｓｕｃｈ
ｔｈａｔａｊ，ｉ＝０ｂｙ（３）ｏｆＴｈｅｏｒｅｍ４，ａｃｏｎｔｒｉｄｉｃａｔｉｏｎ．Ｔｈａｔｉｓ，
ｔｈｅｃｙｃｌｅＺｊｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｃｙｃｌｅＺｉ，ａｎｄＺｉｃａｎｂｅ
ｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｃｙｃｌｅＺ０，ｔｈｕｓａｌｌｔｈｅｃｙｃｌｅｓｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄ
ｗｉｔｈｔｈｅｃｙｃｌｅＺ０． □

Ｅｘａｍｐｌｅ３　Ｌｅｔｎ＝６，ｋ＝７，ｌ＝９ａｓｂｅｆｏｒｅ．Ｉｔｉｓ
ｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔｔｈｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆ（ｘ）＝ｘ６＋ｘ３＋１ｉｓｉｒｒｅ
ｄｕｃｉｂｌｅｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｌ＝９．Ｂｙｓｕｉｔａｂｌｅｌａｂｅｌｉｎｇ，ｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔ
ｍａｔｒｉｘｏｆｔｈｅｓｔａｔｅｇｒａｐｈｉｓｅｑｕａｌｔｈｅ７ｔｈｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｍａｔｒｉｘ
Ａ＝（ａｉ，ｊ）７×７ａｓｉｎＥｘａｍｐｌｅ１．

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，∑１
＝｛Ｚ３，Ｚ５，Ｚ６｝，ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｃｙ

ｃｌｅｓＺ３，Ｚ５ａｎｄＺ６ｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＺ０，ａｎｄ∑２
＝

｛Ｚ１，Ｚ２，Ｚ４｝，ｎｏｎｅｏｆｗｈｉｃｈｃａｎｎｏｔｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＺ０．
ＦｏｒｔｈｅｓｔａｔｅｃｙｃｌｅＺ１，ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅ１ｔｈｃｏｌｕｍｎｏｆｔｈｅ

ｍａｔｒｉｘＡ，ｓｉｎｃｅｔｈｅｒｅａｒｅｏｎｌｙｔｗｏｅｌｅｍｅｎｔｓａｊ，１ｔａｋｉｎｇｖａｌｕｅ
０，ｉ．ｅ．，ａ０，１＝０ａｎｄａ３，１＝０．Ｔｈｕｓｔｈｅｒｅｍｕｓｔｅｘｉｓｔｓｔａｔｅ
ｃｙｃｌｅＺｊｓｕｃｈｔｈａｔａｊ，ｉ＝２，ｉｎｆａｃｔａ５，１＝２，ａｎｄＺ１ｃａｎｂｅ

ｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＴ５．
　　ＦｏｒｔｈｅｓｔａｔｅｃｙｃｌｅＺ２，ｗｅｃａｎｆｉｎｄｔｈａｔａ３，２＝１ａｎｄ
ａ５，２＝２，ｔｈｅｎｔｈｅｃｙｃｌｅＺ２ｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＺ３ｏｒＺ５ｏｆ

ｔｈｅｓｅｔ∑１
．

ＦｏｒｔｈｅｓｔａｔｅｃｙｃｌｅＺ４，ｗｅｃａｎｆｉｎｄｔｈａｔａ３，４＝２ａｎｄ
ａ６，４＝１，ｔｈｅｎｔｈｅｃｙｃｌｅＺ４ｃａｎｂｅｊｏｉｎｅｄｗｉｔｈＺ３ｏｒＺ６ｏｆ

ｔｈｅｓｅｔ∑１
．

ＡｌｌｔｈｅｃｙｃｌｅｓｏｆＧ（ｆ）ａｒｅｊｏｉｎｅｄｉｎｔｏａｆｕｌｌｃｙｃｌｅ．
Ｉｔｓｅｅｍｓｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅａｎｙｏｎｅｍｉｎｏｒｏｆｔｈｅｍａ

ｔｒｉｘｄｅｆｉｎｅｄｂｙＥｑ．（１２）ｔｏｇｅｔｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｔｈｅｃｙｃｌｅｊｏｉｎｍｅｔｈｏｄ．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇ，ｗｅｌｉｓｔ，ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＴａｂｌｅ１，ｓｏｍｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｄａｔａｏｆｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓｆｏｒｓｍａｌｌｄｉｍｅｎ
ｓｉｏｎｎ：

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓｔｈａｔｃａｎｂｅｇｅｎ
ｅｒａｔｅｄ

ｎ Ｎｕｍｂｅｒ

４ ８

６ ２１１·３３

８ ２３４·３６·５４

１０ ２７７·３２５·５５·７５·１１

１２ ２１８４·３３０·５１５·７７·１３６·１７６·１９８

１４ ２３８０·３９１·５３５·７２１·１１２１·１７７·２９８·３１７·３７７

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］　ＤｅｌｓａｒｔｅＰ，ＧｏｅｔｈａｌｓＪＭ．Ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅｂｉｎａｒｙｃｙｃｌｉｃｃｏｄｅｓｏｆｅｖｅｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［Ｃ］∥ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＳｅｃｏｎｄＣｈａｐｅｌＨｉｌｌＣｏｎ

ｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄｉｔｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．ＣｈａｐｅｌＨｉｌｌ：ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＮｏｒｔｈＣａｒｏｌｉｎａＰｒｅｓｓ，１９７０：１００１１３．
［２］　ＳｔｏｒｅｒＴ．Ｃｙｃｌｏｔｏｍｙａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｅｔｓ［Ｍ］．Ｃｈｉｃａｇｅ：ＭａｒｋｈａｍＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＣｏｍｐａｎｙ，１９６７．
［３］　ＢａｕｍｅｒｔＬＤ．Ｃｙｃｌｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｅｔｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ，Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：ＳｐｌｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７１．
［４］　ＤｉｃｋｓｏｎＬＥ．Ｃｙｃｌｏｔｏｍｙ，ｈｉｇｈｅｒｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｓａｎｄｗａｒｉｎｇｓｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＡｍｅｒｉｃａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９３５，５７（２）：

３９１４２４．
［５］　ＬｅｈｍｅｒＥ．Ｏｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｕｋ＋Ｄ≡ｗ２（ｍｏｄｐ）［Ｊ］．ＰａｃｉｆｉｃＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９５３（５）：４２５４３２．
［６］　ＭｕｓｋａｔＪＢ．Ｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆｏｒｄｅｒｆｏｕｒｔｅｅｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈｍｅｔｉｃａ，１９６６，１１（３）：２６３２７９．
［７］　ＷｈｉｔｅｍａｎＡＬ．Ｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆｏｒｄｅｒｓｉｘｔｅｅｎ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９５７，８６

（２）：４０１４１３．
［８］　ＷｈｉｔｅｍａｎＡＬ．Ｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆｏｒｄｅｒｔｅｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈｍｅｔｉｃａ，１９６０，６（６）：９５１１１．
［９］　ＷｈｉｔｅｍａｎＡＬ．Ｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆｏｒｄｅｒｔｗｅｌｖｅ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈｍｅｔｉｃａ，１９６０，６（１）：５３７６．
［１０］ＢａｕｍｅｒｔＬＤ，ＦｒｅｄｒｉｃｋｓｅｎＨ．Ｔｈｅｃｙｃｌｏｔｏｍｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆｏｒｄｅｒｅｉｇｈｔｅｅｎｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｅｔｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔ

ｉｃｓｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，１９６７，２１（９８）：２０４２１９．
［１１］ＦｒｅｄｒｉｃｋｓｅｎＨ．Ａｓｕｒｖｅｙｏｆｆｕｌｌｌｅｎｇｔｈｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｈｉｆｔｒｅｇｉｓｔｅｒｃｙｃｌｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［Ｊ］．ＳｉａｍＲｅｖｉｅｗ，１９８２，２４：１９５２２１．
［１２］ＤｏｎｇＪＷ，ＰｅｉＤＹ．ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｏｒｄｅＢｒｕｉｊｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｌａｒｇｅｓｔａｇｅ［Ｊ］．Ｄｅｓｉｇｎｓ，ＣｏｄｅｓａｎｄＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０１７，８５

（２）：３４３３５８．
［１３］ＦｒｅｄｒｉｃｋｓｅｎＨ．ＡｃｌａｓｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｅＢｒｕｉｊｎｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＴｈｅｏｒｙＳｅｒｉｅｓＡ，１９７５，１９：１９２１９９．

（下转第５４页）

６３




