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摘　要：文章定义了（ｑ＋１）模（负）优美标号和混合优美标号，基于这些新标号建立了任意零元阿贝尔有限模
可加图群。给出了（ｑ＋１）模混合优美图可以生成的图群和图子群及它们的阶。提出了每个（ｑ＋１）模优美图
可以生成顶点模图，每个顶点模图又可以生成边模图，这些顶点模图和边模图构成了任意零元阿贝尔有限模

可加图群。对于（ｑ＋１）模负优美图和（ｑ＋１）模混合优美图也得到了类似的结果。此外，给出了任意零元阿
贝尔有限模可加图群对网络整体加密的例子。
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１　研究简介

众所周知，密码保护系统的安全性取决于多

个因素，公钥和私钥在密码学中发挥着重要作用。

密码问题的经典研究可以追溯到４０多年前，一些
学者对现有的图形密码做了深入的研究［１－３］。图

形密码是不同于文本密码的一种新型密码，图形

密码易于用户记忆，而且很难被攻击者破解。现

有的图形密码缺点是图片频繁更改会占用计算机

庞大的空间，用户需要学习更多的相关知识并具

有良好的记忆，不支持更多的个性化创意和个性

化的图形密码。为了解决图形密码的缺点，王宏

宇等［４－６］提出了拓扑图形密码，其思想是“拓扑结

构 ＋数论”。拓扑图形密码是由图论中的拓扑结
构和着色（标号）组成的。由于拓扑图形密码通过

代数矩阵保存在计算机中［７］，这就使得拓扑图形

密码比现有的图形密码占用计算机的空间小，关

于数矩阵的算法是多形式的，因此，可以快速实现

拓扑图形密码。更为重要的是，拓扑图形密码可

以用来对网络进行整体加密，加之大量的ＮＰ问题
和猜想存在于拓扑图形密码中，使得拓扑图形密

码具有抗量子计算的能力［８］。

云计算引入“同态加密”技术提供了一种对加

密数据进行处理的功能［９］，提高了数据的安全隐

私保护，实现“数据不可见”性。同态加密技术可

以应用在很多领域，例如，在案件调查过程中，警

察可以搜索嫌犯的行程、财务记录，以及调查通讯

和邮件记录，且不会暴露嫌犯的数据。医学研究

人员可以根据数百万患者的记录，来识别基于人

口结构和地理位置的疾病趋势。政府和商业机构

能够很好地对财务数据进行分析和处理。值得注

意的是，同态加密技术也可以在原有基础上使用

区块链技术，且不会对区块链属性造成任何重大

的改变。图群整体加密技术在公有区块链上进行

加密，随时加密公用区块链上的数据。

本文介绍的任意零元阿贝尔有限模可加图群

可以应用于“同态图群”，这将产生“同态图群加

密”技术，在云计算、抗量子计算中具有可应用性。

下面给出一个网络整体加密的例子，采用了图１
中的任意零元（７）模混合优美图群，它是一个任
意零元阿贝尔有限模可加图群。图２为给网络 Ｔ
进行整体加密。

图１　一个（７）模混合优美图Ｇ能生成１９个（７）模图
Ｆｉｇ．１　Ａ（７）ｍｏｄｕｌａｒｍｉｘｅｄｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｃａｎｇｅｎｅｒａｔｅ１９（７）ｍｏｄｕｌａｒｇｒａｐｈｓ

８２
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图２　给网络Ｔ进行整体加密

Ｆｉｇ．２　ＥｎｃｒｙｐｔｉｎｇｉｎｔｅｇｒａｌｌｙａｎｅｔｗｏｒｋＴ

　　图２给出网络 Ｔ的４个整体加密，其中，Ｔ１
和 Ｔ２的节点着色相同，但是边着色不同，这是用
于网络整体加密的零元不同，Ｔ１的零元是（７）模
混合优美图群中的 Ｇ６，Ｔ２的零元是（７）模混合优
美图群中的 Ｇ１０。Ｔ３和 Ｔ４的边着色有着规律，Ｔ３
的边着色为 Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，Ｇ５，不难看到，Ｔ４的边
着色为Ｇ１，Ｇ３，Ｇ５，Ｇ７，Ｇ９。每个Ｇｋ（ｋ∈［１，１９］）可
以产生数字串，例如，Ｇ１导出数字串

Ｓ１，ｉ＝３１４１２３１３４１４５０５５５６６ （１）
它由１８个数字组成。图２中的 Ｔ１的节点 Ｇ１

和节点Ｇ７被标有Ｇ２的边连接在一起，节点Ｇ１导
出的数字串Ｓ１，ｉ与节点 Ｇ７导出的数字串 Ｓ７，ｉ通过
标有Ｇ２的边导出的数字串 Ｓ２，ｉ进行连接认证，使
得节点Ｇ１和节点 Ｇ７之间有通讯联通，认证是由
５４个数字组成。当网络整体的零元发生变化后，
连接２个节点边着色也发生变化，边着色导出的
数字串也发生变化，使得２个节点的通讯认证必
须采用新的数字认证。

一般情形下，一个任意零元阿贝尔有限模可

加图群中的图Ｇｋ导出ｍｋ个数字构成的数字串，ｋ
为整数。任意２个节点 Ｇｉ，Ｇｊ，通过 Ｇｋ通讯认证
需由ｍｉ＋ｍｊ＋ｍｋ个数字构成。因为涉及到图的同
构，加之已经有数百种着色运用于实际［１０，１１］，所

以由式（１）中的数字串 Ｓ１，ｉ找到图１中的着色图
Ｇ１是及其困难的。这说明用任意零元阿贝尔有限
模可加图群进行网络整体加密的优势。

２　基本术语、定义

文中所考虑的图均为有限、无向、简单图。文

中没有定义的术语和符号参考文献［１２］。为叙述简

便起见，用记号［ｍ，ｎ］表示集合｛ｍ，ｍ＋１，ｍ＋２，
…，ｎ｝，其中，ｍ和 ｎ均为整数，且满足 ｍ＜ｎ；用
记号［ｓ，ｔ］０表示集合｛ｓ，ｓ＋２，ｓ＋４，…，ｔ｝，其中，ｓ
和ｔ均为奇数。一个 （ｐ，ｑ）－图 Ｇ是指 Ｖ（Ｇ）＝ｐ
和Ｅ（Ｇ）＝ｑ。图 Ｇ的一个从顶点集 Ｖ（Ｇ）（或边
集Ｅ（Ｇ），或全集Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ））到一个数集的单
射ｆ是指任何２个不同顶点 ｕ，ｖ（或２条边，或２
个元素）的像不同，即ｆ（ｕ）≠ｆ（ｖ），称ｆ为Ｇ的一
个标号（ｌａｂｅｌｌｉｎｇ）。以下顶点标号集合｛ｆ（ｕ）：ｕ∈
Ｖ（Ｇ）｝简记为ｆ（Ｖ（Ｇ）），边标号集合｛ｆ（ｕｖ）：ｕｖ∈
Ｅ（Ｇ）｝简记为ｆ（Ｅ（Ｇ））。

对于（ｑ＋１）模混合优美图，其最小的顶点标
号是负数，最大的顶点标号是正数。设图 Ｇ有
（ｑ＋１）模混合优美标号ｆ：Ｖ（Ｇ）→［－ｑ，ｑ］，使得
ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝

（｛ｑ＋１－｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝＝［１，ｑ］。
如果Ｇ中最小的顶点标号为 ｓ，最大的顶点

标号为ｔ，记Ｇ的标号ｆ＝ｆｍ，其中，ｍ＝ｔ＋ｑ＋１，Ｇ
＝Ｇｍ，那么对于 Ｇ的每个拷贝 Ｇｋ，定义其（ｑ＋
１）模混合优美标号为：ｆｋ（ｘ）＝ｆｍ（ｘ）－（ｍ－ｋ）
（ｍｏｄｑ＋１），其中ｘ∈Ｖ（Ｇ），ｋ∈［１，３ｑ＋１］。

定义１［１０，１２］　对于给定的 （ｐ，ｑ）图 Ｇ，如果
存在一个单射 ｆ：Ｖ（Ｇ）→［０，ｑ］，使得边标号集合
ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝
［１，ｑ］，则称 ｆ是 Ｇ的一个优美标号（ｇｒａｃｅｆｕｌ
ｌａｂｅｌｌｉｎｇ），也称Ｇ为优美图 （ｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈ）。此
外，若图Ｇ是具有顶点二部划分（Ｘ，Ｙ）的二部图，
且ｆ满足ｍａｘ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｘ｝＜ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）｜ｙ∈Ｙ｝（简
记为ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ）），则称 ｆ是 Ｇ的一个集有序优
美标号（ｓｅｔｏｒｄｅｒｅｄｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ）。

定义２　对于给定的 （ｐ，ｑ）图 Ｇ，如果存在

９２
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一个单射ｆ：Ｖ（Ｇ）→［－ｑ，ｑ］，使得 Ｇ的任何不同
的２个顶点ｕ，ｖ满足ｆ（ｕ）≠ｆ（ｖ），且边标号集合
ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝

（｛ｑ＋１－｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝＝［１，ｑ］，
则称 ｆ是图 Ｇ的一个（ｑ＋１）模混合优美标号
（（ｑ＋１）ｍｏｄｕｌａｒｍｉｘｅｄｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ），也称Ｇ
为（ｑ＋１）模混合优美图（（ｑ＋１）ｍｏｄｕｌａｒｍｉｘｅｄ
ｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈ）。特别地，若 ｆ：Ｖ（Ｇ）→［０，ｑ］，则
称ｆ是图Ｇ的一个（ｑ＋１）模优美标号（（ｑ＋１）
ｍｏｄｕｌａｒｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ）；若 ｆ：Ｖ（Ｇ）→［－ｑ，０］，
则称ｆ是图Ｇ的一个（ｑ＋１）模负优美标号（（ｑ＋
１）ｍｏｄｕｌａｒｎｅｇａｔｉｖｅｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ）。

３　主要结果及证明

假设Ｆ是群，Ｆ′是它的非空子集且对于 Ｆ中
的加法运算封闭，如果Ｆ′本身对于Ｆ中这个加法
运算是群，则称Ｆ′是Ｆ的子群，并且表示成Ｆ′＜
Ｆ［１３］。此外，如果 Ｆ是有限集合，则称 Ｆ是有限
群。Ｆ中所含的元素个数称为 Ｆ的阶，记作
｜Ｆ｜［１３］。
已知，一个 （ｑ＋１）模混合优美图 Ｇ拷贝可

以得到３ｑ＋１个图。事实上，（ｑ＋１）模混合优美
图的顶点标号是在［－ｑ，ｑ］中取得，（ｑ＋１）模优
美图的顶点标号是在［０，ｑ］中取得，（ｑ＋１）模负
优美图的顶点标号在［－ｑ，０］中的取得。这些图
做成一个集合，称此集合是由（ｑ＋１）模混合优美
图Ｇ生成的，记作Ｍｉｘｇ（Ｇ）。

任取一个固定的元Ｇｋ∈Ｍｉｘｇ（Ｇ），对任意的２
个元Ｇｉ，Ｇｊ∈Ｍｉｘｇ（Ｇ）＝｛Ｇｋ：ｋ∈［１，３ｑ＋１］｝，定
义加法运算“Ｇｉ!ｋＧｊ”如下：

［ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆ
"

（ｘ） （２）
其中，

"

＝ｉ＋ｊ－ｋ（ｍｏｄｑ＋１），ｘ∈Ｖ（Ｇ）＝Ｖ（Ｇｉ）＝
Ｖ（Ｇｊ）＝Ｖ（Ｇｋ）。

（１）若［ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）］＜－ｑ，则
［ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｑ＋１＋ｆｉ（ｘ）＋

ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）；
（２）若［ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）］＞ｑ，则

［ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－
ｆｋ（ｘ）－（ｑ＋１）；
（３）若不是上面（１）和（２）的情形，［ｆｉ（ｘ）＋

ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ（ｘ）。
集合Ｍｉｘｇ（Ｇ）和加法运算构成一个任意零元

阿贝尔有限模可加图群（见定理１的证明），特记
作｛Ｍｉｘｇ（Ｇ），ｆ；!｝。

定理１　设 （ｐ，ｑ）图 Ｇ有 （ｑ＋１）模混合优
美标号ｆ。以下结论成立：

（１）Ｇ生成了３ｑ＋１个图，构成一个任意零元
阿贝尔有限模可加图群｛Ｍｉｘｇ（Ｇ），ｆ；!｝。

（２）任意连续的 ｑ＋１＋ｉ个图构成一个任意
零元阿贝尔有限模可加图子群，且阶为３ｑ＋１－ｉ
的子群有 ｉ＋１个，其中，ｉ∈［０，２ｑ］。

（３）Ｇ可以生成２个特殊的任意零元阿贝尔
有限模可加图子群，其中，一个子群中的图都是

（ｑ＋１）模优美的，另一个子群中的图都是（ｑ＋
１）模负优美的。

证明　任取一个图 Ｇｋ０∈Ｍｉｘｇ（Ｇ）作为零元，
对任意２个元Ｇｉ，Ｇｊ∈Ｍｉｘｇ（Ｇ），定义加法运算 Ｇｉ
!ｋ０Ｇｊ＝Ｇ" （" ＝ｉ＋ｊ－ｋ０（ｍｏｄｑ＋１）∈［１，３ｑ＋１］）
如下：

［ｆｉ（ｘ）＋ｆｊ（ｘ）－ｆｋ０（ｘ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆｍ（ｘ）－
　［ｍ－（ｉ＋ｊ－ｋ０）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆ

"

（ｘ） （３）
其中，

"

＝ｉ＋ｊ－ｋ０（ｍｏｄｑ＋１），ｘ∈Ｖ（Ｇ）＝Ｖ（Ｇｉ）
＝Ｖ（Ｇｊ）＝Ｖ（Ｇｋ０）。
（１）首先证明Ｍｉｘｇ（Ｇ）是任意零元阿贝尔有限

模可加图群。Ｇｉ!ｋ０Ｇｊ∈Ｍｉｘｇ（Ｇ），假设 Ｇｉ!ｋ０Ｇｊ
＝Ｇ

"

，Ｇｉ!ｋ０Ｇｊ＝Ｇμ，则有 "

＝ｉ＋ｊ－ｋ０（ｍｏｄｑ＋
１）＝μ。

１）零元　因为Ｇｉ!ｋ０Ｇｋ０＝Ｇｉ，所以Ｇｋ０是Ｍｉｘｇ
（Ｇ）的零元。
２）逆元　因为 Ｇｉ!ｋ０Ｇ２ｋ０－ｉ＝Ｇｋ０，所以 Ｇｉ∈

Ｍｉｘｇ（Ｇ）的逆元是Ｇ２ｋ０－ｉ∈Ｍｉｘｇ（Ｇ）。
３）结合律　因为［Ｇｉｋ０Ｇｊ］ｋ０Ｇｌ＝Ｇｉ＋ｊ－ｋ０

ｋ０Ｇｌ＝Ｇｉ＋ｊ＋ｌ－２ｋ０以及 Ｇｉｋ０［Ｇｊｋ０Ｇｌ］＝Ｇｉｋ０

Ｇｊ＋ｌ－ｋ０ ＝Ｇｉ＋ｊ＋ｌ－２ｋ０，所以［Ｇｉ!ｋ０Ｇｊ］!ｋ０Ｇｌ＝Ｇｉ
!ｋ０［Ｇｊ!ｋ０Ｇｌ］。

综上，Ｍｉｘｇ（Ｇ）是一个任意零元阿贝尔有限模
可加图群｛Ｍｉｘｇ（Ｇ），ｆ；!｝。而 Ｇｉ!ｋ０Ｇｊ＝Ｇｊ!ｋ０

Ｇｉ，可知它又是交换群。
（２）Ｍｉｘｇ（Ｇ）中任取连续的 ｑ＋１＋ｉ个图，构

成集合 Ｈ，可得 Ｈ是 Ｍｉｘｇ（Ｇ）的一个任意零元阿
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贝尔有限模可加图子群，且阶为３ｑ＋１－ｉ的子群
有 ｉ＋１个，其中，ｉ∈［０，２ｑ］。

（３）显然，Ｍｉｘｇ（Ｇ）中的前 ｑ＋１个图都是（ｑ
＋１）模负优美的，后ｑ＋１个图都是（ｑ＋１）模优
美的。它们构成的图群都是 Ｍｉｘｇ（Ｇ）的任意零元

阿贝尔有限模可加图子群。

事实上，图１中的１９个图就是按照图３中Ｇｋ
的生成方式由Ｇ生成的，其中，前７个图是（７）模
负优美的，后７个图是（７）模优美的，中间的图
都是（７）模混合优美的。

图３　图Ｇ是（７）模混合优美图，Ｇ能生成１９个（７）模图Ｇｋ，其中ｋ∈［１，１９］

Ｆｉｇ．３　ＧｒａｐｈＧｉｓａ（７）ｍｏｄｕｌａｒｍｉｘｅｄｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈ，Ｇｃａｎｇｅｎｅｒａｔｅ（７）ｍｏｄｕｌａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｋ∈［１，１９］

　　定理２　设Ｈ是Ｍｉｘｇ（Ｇ）的一个非空子集，则
Ｈ是Ｍｉｘｇ（Ｇ）的任意零元阿贝尔有限模可加图子
群的充分必要条件是对于任意 Ｈｉ，Ｈｊ∈Ｈ，给定
Ｈｋ０，有Ｈｉ!ｋ０Ｈ２ｋ０－ｊ∈Ｈ。

证明　充分性。由于 Ｈｉ∈Ｈ，给定 Ｈｋ０，则有

Ｈｋ０＝Ｈｉ!ｋ０Ｈ２ｋ０－ｉ∈Ｈ，因此，对于任意的 Ｈｊ∈Ｈ，

Ｈ２ｋ０－ｊ＝Ｈｋ０!ｋ０Ｈ２ｋ０－ｊ∈Ｈ。如果 Ｈｉ，Ｈｊ∈Ｈ，那么

Ｈ２ｋ０－ｊ∈Ｈ，所以Ｈｉ!ｋ０Ｈｊ＝Ｈｉ!ｋ０Ｈ２ｋ０－（２ｋ０－ｊ）∈Ｈ。

因为Ｍｉｘｇ（Ｇ）是任意零元阿贝尔有限模可加图群，
从而Ｈ中的加法运算满足结合律，所以 Ｈ是 Ｍｉｘｇ
（Ｇ）的任意零元阿贝尔有限模可加图子群。

必要性。显然。

设连通图Ｇ有 （ｑ＋１）模优美标号ｆ：Ｖ（Ｇ）→
［０，ｑ］，使得

ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ
（Ｇ）｝（｛ｑ＋１－｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝＝［１，
ｑ］。

记图Ｇ的（ｑ＋１）－模优美标号ｆ＝ｆ１，Ｇ＝Ｇ１。
则对于Ｇ的每个拷贝 Ｇｋ定义（ｑ＋１）－模优美标
号ｆｋ如下：

ｆｋ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）＋（ｋ－１）（ｍｏｄｑ＋１），
其中，ｘ∈Ｖ（Ｇ），ｋ∈［１，ｑ＋１］。
如果Ｇ有 （ｑ＋１）模负优美标号号ｆ：Ｖ（Ｇ）→

［－ｑ，０］，使得
ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝

（｛ｑ＋１－｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ（Ｅ（Ｇ）｝＝［１，ｑ］。

记图 Ｇ的（ｑ＋１）模负优美标号 ｆ＝ｆ１，Ｇ＝
Ｇ１。则对于Ｇ的每个拷贝 Ｇｋ定义（ｑ＋１）模负优
美标号ｆｋ如下：

ｆｋ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）－（ｋ－１）（ｍｏｄｑ＋１），
其中，ｘ∈Ｖ（Ｇ），ｋ∈［１，ｑ＋１］。可得以下结论：

推论１　设图 Ｇ有（ｑ＋１）模（负）优美标号
ｆ，则Ｇ能生成ｑ＋１个（ｑ＋１）模（负）优美图，这
些图构成一个阶为 ｑ＋１的任意零元阿贝尔有限
模可加图群。

定义 （ｑ＋１）模混合优美标号 ｆｋ的对偶标号

为 ｆｋ（ｘ）＝ｑ＋１－ｆｋ（ｘ），ｘ∈Ｖ（Ｇ）。记 Ｍｉｘｇ（Ｇ）是
其相应的对偶图构成的集合，则有

推论２　集合Ｍｉｘｇ（Ｇ）是任意零元阿贝尔有限

模可加图群，且Ｍｉｘｇ（Ｇ）中的图都是 （ｑ＋１）模混
合优美的。

推论３　（ｑ＋１）模（负）优美图的对偶图能
生成 ｑ＋１个 （ｑ＋１）模（负）优美图，这些图构
成一个阶为 ｑ＋１的任意零元阿贝尔有限模可加
图群。

设（ｐ，ｑ）－图 Ｇ有 （ｑ＋１）模优美标号 ｆ：Ｖ
（Ｇ）→［０，ｑ］，如果Ｇ按照 ｆｌ（ｕｖ）＝ｆ１（ｕｖ）＋（ｌ－
１）（ｍｏｄｑ＋１）能生成ｑ＋１个图，其中，ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）
＝Ｅ（Ｇｌ），Ｇ１＝Ｇ，Ｇｋ＋ｑ＋１＝Ｇｋ（ｍｏｄｑ＋１），那么，
边标号 ｆ：Ｅ（Ｇｌ）→［０，ｑ］，称这 ｑ＋１个图是边模
图，它们有着相同的顶点标号。这些图组成的集

合记作Ｇｇ（Ｇ）＝｛Ｇｌ：ｌ∈［１，ｑ＋１］｝。下面在 Ｇｇ

１３
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（Ｇ）上定义加法运算“Ｇｉ!ｋＧｊ”，任意给定 Ｇｋ∈
Ｇｇ（Ｇ），则
［ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆ

"

（ｕｖ），
其中，

"

＝ｉ＋ｊ－ｋ（ｍｏｄｑ＋１），ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）＝Ｅ（Ｇｉ）
＝Ｅ（Ｇｊ）＝Ｅ（Ｇｋ），
（１）若［ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）］＜－ｑ，则

［ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｑ＋１＋ｆｉ（ｕｖ）
＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）；
（２）若［ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）］＞ｑ，则

［ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）
－ｆｋ（ｕｖ）－（ｑ＋１）；
（３）其他情况时，［ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ

（ｕｖ）］（ｍｏｄｑ＋１）＝ｆｉ（ｕｖ）＋ｆｊ（ｕｖ）－ｆｋ（ｕｖ）。
那么Ｇｇ（Ｇ）是任意零元阿贝尔有限模可加图群，
记作｛Ｇｇ（Ｇ），ｆ；!｝。

设（ｐ，ｑ）－图 Ｇ有（ｑ＋１）模优美标号 ｆ，根
据运算ｆｋ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）＋（ｋ－１）（ｍｏｄｑ＋１）能生成
ｑ＋１个图，其中，ｘ∈Ｖ（Ｇ）＝Ｖ（Ｇｋ），Ｇ１＝Ｇ，ｋ∈
［１，ｑ＋１］，这些图称为顶点模图。每个图 Ｇｋ保
持顶点不变，根据运算 ｆｋ，ｌ（ｕｖ）＝ｆｋ，１（ｕｖ）＋（ｌ－
１）（ｍｏｄｑ＋１）又可以生成 ｑ＋１个边模图，其中，
ｕｖ∈Ｅ（Ｇｋ，ｌ）（Ｇｋ，ｌＧｋ），ｌ∈［１，ｑ＋１］，ｋ∈［１，ｑ＋

１］。Ｇｋ，ｌ的标号ｆｋ，ｌ定义如下：
ｆｋ，１（ｘ）＝ｆ１，１（ｘ）＋（ｋ－１）（ｍｏｄｑ＋１），
ｆｋ，ｌ（ｕｖ）＝ｆｋ，１（ｕｖ）＋（ｌ－１）（ｍｏｄｑ＋１），

其中，ｘ∈Ｖ（Ｇ）＝Ｖ（Ｇｋ，ｌ），ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）＝Ｅ（Ｇｋ，ｌ），
Ｇ１，１＝Ｇ，ｆ１，１＝ｆ，ｌ，ｋ∈［１，ｑ＋１］。

事实上，边模图Ｇｋ，１，Ｇｋ，２，…，Ｇｋ，ｑ＋１构成了一
个任意零元阿贝尔有限模可加图群，又 ｋ∈［１，ｑ
＋１］，因此，有ｑ＋１个由边模图构成的任意零元
阿贝尔有限模可加图群。顶点模图 Ｇ１，ｌ，Ｇ２，ｌ，…，
Ｇｑ＋１，ｌ构成了一个任意零元阿贝尔有限模可加图
群，又ｌ∈［１，ｑ＋１］，因此，有ｑ＋１个由顶点模图
构成的任意零元阿贝尔有限模可加图群。故每个

（ｑ＋１）模优美图 Ｇ可以生成 （ｑ＋１）２个图，记
作Ｇｋ，ｌ（ｋ，ｌ∈［１，ｑ＋１］），这些图构成了２（ｑ＋１）
个任意零元阿贝尔有限模可加图群。

　　类似可得，每个（ｑ＋１）模负优美图可以生成
ｑ＋１个顶点模图，每个顶点模图又可以生成ｑ＋１
个边模图，这些图构成了２（ｑ＋１）个任意零元阿
贝尔有限模可加图群（图４）。每个（ｑ＋１）模混合
优美图可以生成３ｑ＋１个顶点模图，每个顶点模
图又可以生成ｑ＋１个边模图，从而得到４ｑ＋２个
任意零元阿贝尔有限模可加图群。

图４　（６，６）图Ｇ是（７）模优美图，Ｇ可生成顶点模图和边模图，其中ｋ，ｌ∈［０，６］

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ（６，６）ｇｒａｐｈＧｉｓａ（７）ｍｏｄｕｌａｒｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈ，Ｇｃａｎｇｅｎｅｒａｔｅｖｅｒｔｅｘｍｏｄｕｌａｒｇｒａｐｈｓａｎｄ

ｅｄｇｅｍｏｄｕｌａｒｇｒａｐｈｓ，ｋ，ｌ∈［０，６］

４　结　语

给出了（ｑ＋１）模混合优美标号，子群，有限
群，边模图和顶点模图等概念。定理１给出了（ｐ，
ｑ）－图Ｇ是（ｑ＋１）模混合优美图时可以生成的
任意零元阿贝尔有限模可加图群和图子群及它们

的阶。定理 ２证明了 Ｈ是 Ｍｉｘｇ（Ｇ）的一个非空子

集，则Ｈ是Ｍｉｘｇ（Ｇ）的任意零元阿贝尔有限模可
加图子群的充分必要条件是对于任意 Ｈｉ，Ｈｊ∈Ｈ，
给定Ｈｋ０，有 Ｈｉ!ｋ０Ｈ２ｋ０－ｊ∈Ｈ。最后提出了每个
（ｑ＋１）模优美图 Ｇ可以生成 ｑ＋１个顶点模图，
每个顶点模图又可以生成ｑ＋１个边模图，这些图
构成了２（ｑ＋１）个任意零元阿贝尔有限模可加图
群。对于（ｑ＋１）模负优美图和（ｑ＋１）模混合优
美图也可以得到类似的结果。在同态图群加密技
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术中，若图的顶点或者边数较多，并结合已有的

数百种着色就可以大大提高信息的安全性。这里

讨论的都是有限图，对于无限群是否会有类似的

结论？这是今后需要继续研究的课题。
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