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几类笛卡尔乘积图的邻点全和可区别全染色
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摘　要：设ｆ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→［ｋ］是图 Ｇ的一个非正常的 ｋ－全染色，令权重 （ｘ）＝ｆ（ｘ）＋∑
ｘ∈ｅ
ｆ（ｅ）＋

∑
ｙ∈Ｎ（ｘ）

ｆ（ｙ），其中，Ｎ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｖ（Ｇ）｜ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）｝对任意的边ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），如果有（ｕ）≠（ｖ）成立，则称ｆ为图Ｇ

的一个邻点全和可区别非正常 ｋ－全染色。图Ｇ的邻点全和可区别非正常全染色中最少的颜色数ｋ叫做Ｇ的
邻点全和可区别全色数，记为ｆｇｎｄｉ∑（Ｇ）。文章研究了几类笛卡尔乘积图Ｇ×Ｈ的邻点全和可区别非正常全染
色，得到ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｐｎ）＝ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｃｎ）＝ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｍ×Ｃｎ）＝ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｋｎ）＝ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｍ×Ｋｎ）＝２。结
果表明，邻点全和可区别全染色猜想对上述几类笛卡尔乘积图均成立。
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０　引　言

图的染色问题是图论中的重要问题之一，在

数学、化学和计算机科学等领域有广泛的应用，具

体涉及排课问题、交通问题、电路设计问题和无线

电通讯频道分配问题等。从最初的点染色［１］、边

染色［２］和全染色［３－５］，再到后来的（邻）点可区别

边染色［６］、（邻）点可区别全染色［７－８］、邻和可区别

边染色［９－１０］和邻和可区别全染色［１１－１３］等，染色问

题一直都是学者们关注和研究的热点。２０１７年，
Ｆｌａｎｄｒｉｎ等［１４］定义了图的邻点全和可区别全染

色，目前此类染色还有待进一步研究。本文将对

几类笛卡尔积图的邻点全和可区别全染色问题进

行深入探讨。

文中Ｖ（Ｇ）、Ｅ（Ｇ）和Δ（Ｇ）分别表示图Ｇ的顶
点集、边集和顶点的最大度，集合［ａ，ｂ］＝｛ａ，ａ＋
１，…，ｂ｝（ａ＜ｂ），特别地，［ｋ］＝｛１，２，…，ｋ｝。下面介
绍一些与本文相关的概念。

定义１［１４］　设 ｆ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→［ｋ］是图 Ｇ
的一个非正常的ｋ－全染色，令权重（ｘ）＝ｆ（ｘ）

＋∑
ｘ∈ｅ
ｆ（ｅ）＋∑

ｙ∈Ｎ（ｘ）
ｆ（ｙ），其中，Ｎ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｖ（Ｇ）｜

ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）｝对任意的边 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），如果有 （ｕ）
≠（ｖ）成立，则称 ｆ为图 Ｇ的一个邻点全和可区
别非正常ｋ－全染色。图 Ｇ的邻点全和可区别非
正常全染色中最少的颜色数ｋ叫做Ｇ的邻点全和
可区别全色数，记为ｆｇｎｄｉ∑（Ｇ）。
２０２１年，Ｃｈａｎｇ等①研究了路、圈、三正则图、

星、完全图、超立方图、二部图、完全 ｒ部图的邻点
全和可区别全染色，并提出下述猜想：

猜想［１５］：对于任意一个阶数至少为３的简单
连通图Ｇ，都有ｆｇｎｄｉ∑（Ｇ）≤３。

定义２　设Ｇ１＝（Ｖ１，Ｅ１）与Ｇ２＝（Ｖ２，Ｅ２）是２
个简单连通图，Ｇ１与 Ｇ２的笛卡尔乘积图定义为
Ｇ１×Ｇ２＝（Ｖ，Ｅ），其中，Ｖ＝Ｖ１×Ｖ２＝｛（ｕｉ，ｖｊ） ｕｉ
∈Ｖ１，ｖｊ∈Ｖ２｝，

Ｅ＝｛（（ｕ１，ｖ１），（ｕ２，ｖ２）） ｖ１＝ｖ２且（ｕ１，ｕ２）
∈Ｅ１，或ｕ１＝ｕ２且（ｖ１，ｖ２）∈Ｅ２｝。

本文研究了几类笛卡尔乘积图的邻点全和可

区别非正常全染色，所得结论证实了上述猜想。

１　路、圈之间的笛卡尔乘积图

本文中路、圈之间的笛卡尔乘积图分为：①路
与路笛卡尔乘积图；②路与圈笛卡尔乘积图；③圈
与圈笛卡尔乘积图。本文定义 Ｇｍ×Ｈｎ表示有 ｍ
行和ｎ列，其中，ｖｉ，ｊ表示第ｉ行第ｊ列的点。

定理１　ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｐｎ）＝２。
证明　易得ｆｇｎｄｉ∑（Ｐ２×Ｐ２）＝２。由于 ｍ为

奇数，ｎ为偶数，与 ｍ为偶数，ｎ为奇数时 Ｐｍ×Ｐｎ
结构相同，所以下面分３种情况讨论。

情形１．ｍ≡１（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。
首先令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ

２）），其余点和边均染１。
此时各点的权重为：（ｖ１，１）＝（ｖ１，ｎ）＝

（ｖｍ，１）＝（ｖｍ，ｎ）＝５；

（ｖｉ，ｊ）＝８（ｉ＝１，ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２）；ｉ≡０（ｍｏｄ
２），ｊ＝１，ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝７（ｉ＝１，ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，ｎ；ｉ

≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｍ，ｊ＝１，ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ
２），ｊ≠１，ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２））；

（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠
１，ｎ；ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２））。

情形２．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡０（ｍｏｄ２）。
令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ

２），ｊ≠ｎ），ｆ（ｖｍ－１，ｊｖｍ，ｊ）＝ｆ（ｖｉ，ｎ－１ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ≡０
（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ），其余点和边
均染１。

此时各点权重为：（ｖ１，１）＝（ｖ１，ｎ）＝（ｖｍ，１）
＝（ｖｍ，ｎ）＝５；

（ｖｉ，ｊ）＝７（ｉ＝１，ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１；ｉ≡１
（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ＝１，ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝８（ｉ＝１，ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ；ｉ≡０

５３

① ＣｈａｎｇＪＺ，ＹａｎｇＣ，ＹｉｎＺＸ，ｅｔａｌ．Ｎｅｉｇｈｂｏｒｆｕｌｌｓｕｍｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｎｏｎｐｒｏｐｅｒｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｓｕｂｍｉｔｔｅｄ
ｔｏＪｏｕｒｎａｌ，２０２１．
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（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ＝１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡１（ｍｏｄ２），

ｊ≠１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ

２），ｊ≠ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ

２），ｊ≠１；ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ）。
情形３．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。
此时令 ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ≡０

（ｍｏｄ２）），ｆ（ｖｍ－１，ｊｖｍ，ｊ）＝２（ｊ≡０（ｍｏｄ２）），其余点
和边均染１。

则各点的权重为：（ｖ１，１）＝（ｖｍ，１）＝（ｖ１，ｎ）
＝（ｖｍ，ｎ）＝５；
（ｖｉ，ｊ）＝８（ｉ＝１，ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２）；ｉ≡０（ｍｏｄ

２），ｉ≠ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２））；
（ｖｉ，ｊ）＝７（ｉ＝１，ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，ｎ；ｉ

≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ＝１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡１（ｍｏｄ２），

ｊ≠１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ

２））；
（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠ｎ，ｊ≡１（ｍｏｄ

２），ｊ≠１；ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２））。
综上３种情形可得任意相邻两点的权重各不

相等，即ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｐｎ）≤２，又 ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｐｎ）
≥２，所以ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｐｎ）＝２。

定理２　ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｃｎ）＝２。
证明　以下分４种情形进行讨论。
情形１．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。
此时令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ

２）），其余点和边均染１。
则各点的权重为：（ｖｉ，ｊ）＝７（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ

＝１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝８（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ＝１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠

１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２））；
（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２）；ｉ≡０

（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，ｎ）。
情形２．ｍ≡１（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。
由于ｍ－３≡０（ｍｏｄ２），所以可令 ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２

（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ＞３，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），
ｆ（ｅ０）＝ｆ（ｖ０）＝１（ｅ０∈Ｅ（Ｇ１），ｖ０∈Ｖ（Ｇ１）＼

｛ｖｉ，ｊ｝），其中（Ｇ１＝Ｐｋ×Ｐｎ，ｋ∈［４，ｍ］）；
ｆ（ｖ１，ｊｖｍ，ｊ）＝１。ｆ（ｖ１，ｊｖ１，ｊ＋１）＝２（ｊ≠ｎ）；ｆ（ｖ１，ｊ

ｖ２，ｊ）＝２；ｆ（ｖ３，ｊ）＝２（ｊ≡０（ｍｏｄ２））；
ｆ（ｖ２，ｊｖ３，ｊ）＝ｆ（ｖ３，ｊｖ４，ｊ）＝２（ｊ≡０（ｍｏｄ２））；

ｆ（ｖ３，ｊｖ３，ｊ＋１）＝２（ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠２）；
ｆ（ｖ３，１ｖ３，２）＝２；ｆ（ｅ１）＝ｆ（ｖ１）＝１（ｅ１∈Ｅ（Ｇ）＼

Ｅ０，ｖ１∈Ｖ（Ｇ）＼Ｖ０）（Ｅ０表示上述已染色的边集，Ｖ０
表示上述已染色的点集）。

此时，各点的权重为：（ｕ）（ｕ∈Ｖ（Ｇ１）＼
｛ｖ４，ｊ｝）同情形１，其余点的权重如下：

（ｖ４，１）＝（ｖ４，ｎ）＝７；（ｖ２，１）＝（ｖ２，ｎ）＝８；
（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ＝１，３，ｊ＝１，ｎ）；

（ｖ４，ｊ）＝９（ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，ｎ）；（ｖ２，ｊ）＝
１０（ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，ｎ）；

（ｖ２，３）＝１１；（ｖｉ，ｊ）＝１３（ｉ＝１，３，ｊ≡０（ｍｏｄ
２））；

（ｖｉ，ｊ）＝１２（ｉ＝１，ｊ≡１（ｍｏｄ１），ｊ≠１，ｎ；ｉ＝
２，４，ｊ≡０（ｍｏｄ２）；ｉ＝３，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，３，ｎ）

情形３．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡０（ｍｏｄ２）。
ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠

ｎ）；ｆ（ｖｉ，ｎ－１ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ≡０（ｍｏｄ２））；
ｆ（ｅ２）＝ｆ（ｖ２）＝１（ｅ２∈Ｅ（Ｇ）＼Ｅ１，ｖ２∈Ｖ（Ｇ）＼

Ｖ１）（Ｅ１表示上述已染色的边集，Ｖ１表示上述已染
色的点集）。此时各点的权重如下：

（ｖｉ，ｊ）＝７（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ＝１，ｎ）；（ｖｉ，ｊ）＝
８（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ＝１，ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡１（ｍｏｄ２），
ｊ≠１）；

（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠
ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠
ｎ；ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１）。

情形４．ｍ≡１（ｍｏｄ２），ｎ≡０（ｍｏｄ２）。
ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡０（ｍｏｄ２），

ｊ≠ｎ）；ｆ（ｖｉ，ｎ－１ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１）；
ｆ（ｖ１，１）＝ｆ（ｖ１，ｎ）＝ｆ（ｖ１，ｊｖ１，ｊ＋１）＝２（ｊ≠ｎ）；

ｆ（ｖ１，ｊｖ２，ｊ）＝２。其余点和边均染色１。
则各点的权重为：（ｖｉ，ｊ）＝７（ｉ≡０（ｍｏｄ２），

ｉ≠２，ｊ＝１，ｎ）；
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（ｖｉ，ｊ）＝８（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｍ，ｊ＝１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ＝２，ｍ－１，ｊ＝１，ｎ；ｉ≡０（ｍｏｄ

２），ｉ≠２，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ＝１，ｊ＝１，ｎ；ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠

１，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ；ｉ＝２，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠

ｎ；ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１２（ｉ＝１，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，ｎ－

１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１３（ｉ＝１，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠２，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝１４（ｉ＝１，ｊ＝２，ｎ－１）。
由上述４种情形可得任意相邻两点的权重各

不相等，即ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｃｎ）≤２，
又ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×Ｃｎ）≤２，因此，ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｍ×

Ｃｎ）＝２。
定理３　ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｍ×Ｃｎ）＝２（ｍ，ｎ＞６）。
证明　由于Ｃｍ×Ｃｎ在 ｍ、ｎ分别为奇数和偶

数的结构与ｍ、ｎ分别为偶数和奇数时相同，故以
下考虑３种情况即可。

情形１．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡０（ｍｏｄ２）。
令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２）），其

余点和边均染１。
则各点的权重为：（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡０（ｍｏｄ２），

ｊ≡１（ｍｏｄ２））；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２））；
（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡１（ｍｏｄ１），ｊ≡１（ｍｏｄ２）；ｉ≡０

（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２））。
情形２．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。
令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２））；

ｆ（ｖｉ，ｎｖｉ，１）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２））；
ｆ（ｖｉ，１ｖｉ，２）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２））；ｆ（ｖｉ，１ｖｉ＋１，１）＝２

（ｉ≡１（ｍｏｄ２））；其它均为１。
则各点的权重为：（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡０（ｍｏｄ２），

ｊ≡０（ｍｏｄ２））；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠

１，ｎ）；
（ｖｉ，ｊ）＝１１（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠

２；ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ＝２，ｎ；ｉ≡０（ｍｏｄ

２），ｊ＝１）；
（ｖｉ，ｊ）＝１４（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ＝１）。

情形３．ｍ≡１（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）（ｍ＞６，ｎ
＞６）。
令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ２），（ｉ

≠ｍ，ｊ≠１））；
ｆ（ｖｉ，ｎｖｉ，１）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ）；ｆ（ｖｉ，１ｖｉ，２）

＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２））；
ｆ（ｖｉ，１ｖｉ＋１，１）＝２（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠ｍ）；ｆ（ｖｍ，ｊ

ｖ１，ｊ）＝２（ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ）；
ｆ（ｖｍ－１，ｊｖｍ，ｊ）＝２（ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ）；
ｆ（ｖｍ，ｊｖｍ，ｊ＋１）＝２（ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ；ｊ＝４，ｍ

－１）；ｆ（ｖ１，３ｖ１，４）＝２；
ｆ（ｖ１，５ｖ２，５）＝２；其余点和边均为１。
则各点的权重为：（ｖｉ，ｊ）＝９（ｉ≡０（ｍｏｄ２），

ｊ≡０（ｍｏｄ２））；
（ｖｉ，ｊ）＝１０（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ

２），ｊ≠１，ｎ）；

（ｖｉ，ｊ）＝１１

ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ≡０（ｍｏｄ２），
　ｊ≠２；ｉ＝ｍ，ｊ＝２
ｉ＝１，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≥６；ｉ＝２，
　ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠１，５
ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ≠２，ｍ－１，
　ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠















１

；

（ｖｉ，ｊ）＝１２

ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｊ＝１；ｉ≡１（ｍｏｄ２），
　ｉ≠ｍ，ｊ＝２）
ｉ＝ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ２），６≤ｊ≤ｎ－２；
　ｉ＝ｍ，ｊ＝ｎ










－１

；

（ｖｉ，ｊ）＝１３（ｉ＝１，ｊ＝３，５，ｎ；ｉ＝ｍ，ｊ＝４，ｎ－
２）；

（ｖｉ，ｊ）＝１４（ｉ＝ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ，ｉ≡１
（ｍｏｄ２），ｉ≠１，ｊ＝１）；（ｖ１，１）＝１５。

因此，ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｍ×Ｃｎ）≤２又 ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｍ ×
Ｃｎ）≥２，即证ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｍ×Ｃｎ）＝２。

２　路、圈分别与完全图的笛卡尔乘积图

定理４　ｆｇｎｄｉ∑（Ｋｍ）＝３。

证明　由完全图 Ｋｍ的定义知，Ｋｍ的一个邻
点全和可区别全染色实则为一个邻和可区别边染

色。若Ｋｍ只用２种颜色处理，不妨将点都染１，一
个点对剩下（ｍ－１）个点有（ｍ－１）条连边，则每个
点的关联边染２的个数范围只可能为［０，ｍ－１］，
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若存在（ｍ－１）条关联边都染２的点 ｕ，一定存在
（ｍ－１）条关联边全染１的点 ｖ，由于 ｕ，ｖ相邻，故
不存在上述情形，即 Ｋｍ无法用２种颜色来区分。
（Ｋｍ）表示完全图 Ｋｍ中各点权重的集合。若 Ｋｍ
只用２种颜色染色，同时达到权重相同的点只有２
个，染色情况如下：

情形１．ｍ≡０（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖａｖｉ）＝２（ａ∈［１，
ｍ
２－１］，ｉ∈［ａ＋１，ｍ－

ａ］），其它所有点和边均染１。

此时（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，
ｍ
２－１］∪［

ｍ
２

－１，ｍ－２］。
情形２．ｍ≡１（ｍｏｄ２）。

ｆ（ｖａｖｉ）＝２（ａ∈［１，
ｍ－１
２ ］，ｉ∈［ａ＋１，ｍ－

ａ］），其它所有点和边均染１。

此时 （Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，
ｍ－１
２ ］∪

［
ｍ－１
２ ，ｍ－２］。

若用３种颜色，则对于上述２种情形做出如
下调整：

情形２．１．ｍ≡０（ｍｏｄ４）。

令ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝３（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ≤
ｍ
２），其它染

色为上述情形１。
此时（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，ｍ－１］。
情形２．２．ｍ≡２（ｍｏｄ４）。

令ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝３（ｉ∈［１，
ｍ
２－１］），ｆ（ｖ１ｖ

ｍ
２
）＝３，

其它染色为上述情形１。

此时（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，
ｍ
２－１］∪［

ｍ
２

＋１，ｍ］。
情形２．３．ｍ≡１（ｍｏｄ４）。

令ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝３（ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ＜
ｍ－１
２ ），其它

染色为上述情形２。
此时（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，ｍ－１］。
情形２．４．ｍ≡３（ｍｏｄ４）。

令 ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝３（ｉ∈ ［１，
ｍ－１
２ －１］），

ｆ（ｖ１ｖ（ｍ－１）２ －１）＝３，其它染色为上述情形２。

此时（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，
ｍ－１
２ ］∪［

ｍ＋１
２

＋１，ｍ］。
由上述情形可知：ｆｇｎｄｉ∑（Ｋｍ）≤３，又 ｆｇｎｄｉ∑

（Ｋｍ）≥３，即证ｆｇｎｄｉ∑（Ｋｍ）＝３。
定理５　ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｎ×Ｋｍ）＝２（ｍ＞５，ｎ≥２）。
证明　由定理４证明可知，用２种颜色来染

色Ｋｍ，每个点的染色此时均为１，当ｍ≡０（ｍｏｄ２）

时，（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈［０，
ｍ
２－１］∪［

ｍ
２－１，ｍ

－２］，当ｍ≡１（ｍｏｄ２）时，（Ｋｍ）－（２ｍ－１）∈

［０，ｍ－１２ ］∪［
ｍ－１
２ ，ｍ－２］。由于Ｐｎ×Ｋｍ每列均

为完全图Ｋｍ，此时Ｋｍ均为上述染色，并且每一列
染色均相同，不改变每一列中的边染色，此时更改

部分染色有以下４种情况：
情形１．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡０（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠

ｎ），ｆ（ｖｉ，ｎ－１ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］），ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ

∈［１，ｍ２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），ｆ（ｖｉ，ｎ－１ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ∈［１，

ｍ
２］），其它剩余的边均染１。由于只改变部分点

和增加边的染色，此时，每列中点的权重依次增

加，故在每列中点的权重与ｍ和ｎ无关，且每一列
单独观察都为完全图 Ｋｍ，即为方便书写每一列权
重的集合记为（Ｋｍ）。此时，第ｊ≡０（ｍｏｄ２）（ｊ≠

ｎ）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ
２＋３）∈［０，ｍ－１］；第

ｊ≡１（ｍｏｄ２）（ｊ≠１）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ
２－１］∪［

ｍ
２＋２，ｍ＋１］；对于第 ｊ＝１，ｎ列中，

（Ｋｍ）－（２ｍ＋１）∈［０，ｍ－１］；第ｎ列中，（Ｋｍ）

－（２ｍ＋ｍ２＋１）∈［０，ｍ－１］。

情形２．ｍ≡０（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），

ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），其它

剩余的边染色均为 １。第 ｊ≡０（ｍｏｄ２）列中，
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（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ
２＋３）∈［０，ｍ－１］；第 ｊ≡１（ｍｏｄ

２）（ｊ≠１，ｎ）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ
２－１］

∪［ｍ２＋２，ｍ＋１］；第ｎ列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋１）∈

［０，ｍ２－１］∪（［
ｍ
２＋１，ｍ］；第１列中，（Ｋｍ）－

（２ｍ＋１）∈［０，ｍ－１］。
情形３．ｍ≡１（ｍｏｄ２），ｎ≡０（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ

≠ｎ），ｆ（ｖｉ，ｎ－１ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］），ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）

＝２（ｉ∈［１，ｍ－１２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），其它边和点染

色均为１。第 ｊ≡０（ｍｏｄ２）（ｊ≠ｎ）列中，（Ｋｍ）－

（２ｍ＋ｍ＋５２ ）∈［０，ｍ－１］；第 ｊ≡１（ｍｏｄ２）（ｊ≠１）

列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ－１
２ ］∪［ｍ＋５２ ，

ｍ＋１］；对于第ｊ＝１，ｎ列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋１）∈
［０，ｍ－１］。

情形４．ｍ≡１（ｍｏｄ２），ｎ≡１（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），

ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），其

它边和点染色均为１。此时，第ｊ≡０（ｍｏｄ２）列中，

（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ＋５
２ ）∈［０，ｍ－１］；第 ｊ≡１（ｍｏｄ

２）（ｊ≠１，ｎ）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ－１
２ ］

∪［ｍ＋５２ ，ｍ＋１］；第ｎ列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋１）∈

［０，ｍ－１２ ］∪（［ｍ＋３２ ，ｍ］；第 １列中，（Ｋｍ）－

（２ｍ＋１）∈［０，ｍ－１］。
由上述情况可得ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｎ×Ｋｍ）≤２（ｍ＞５，

ｎ≥３），又 ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｎ×Ｋｍ）≥２。即证 ｆｇｎｄｉ∑（Ｐｎ
×Ｋｍ）＝２（ｍ＞５，ｎ≥３）。
定理６　ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｎ×Ｋｍ）＝２（ｍ＞５，ｎ≥３）。
证明　分析同定理５。下面分３种情况进行

讨论。

情形１．ｎ≡０（ｍｏｄ２）。

对于 ｍ≡０（ｍｏｄ２），令 ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），ｆ（ｖｉ，ｎｖｉ，１）＝２（ｉ∈［１，

ｍ
２］），

ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ），

其它剩余的边和点染色均为 １。此时，第 ｊ≡０

（ｍｏｄ２）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ
２＋３）∈［０，ｍ－

１］；第ｊ≡１（ｍｏｄ２）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ
２－１］∪［

ｍ
２＋２，ｍ＋１］。对于 ｍ≡１（ｍｏｄ２），令

ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），ｆ（ｖｉ，ｎ

ｖｉ，１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］），ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ∈［１，

ｍ－１
２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２），ｊ≠ｎ），其它剩余的边和点

染色均为１。第 ｊ≡０（ｍｏｄ２）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ

＋ｍ＋５２ ）∈［０，ｍ－１］；第 ｊ≡１（ｍｏｄ２）列中，

（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ－１
２ ］∪［

ｍ＋５
２ ，ｍ＋１］。

情形２．ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｍ≡０（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），

ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），ｆ（ｖｉ，ｎ）

＝２（ｉ∈［２］），ｆ（ｖｉ，ｎｖｉ，１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ
２］），其它剩

余的边和点染色均为１。第 ｊ≡０（ｍｏｄ２）（ｊ≠ｎ－

１）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ
２＋３）∈［０，ｍ－１］；第 ｊ

≡１（ｍｏｄ２）（ｊ≠１，ｎ）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈

［０，ｍ２－１］∪［
ｍ
２＋２，ｍ＋１］；第１列中，（Ｋｍ）－

（２ｍ＋３）∈［０，ｍ２－１］∪［
ｍ
２＋１，ｍ－２］∪［ｍ，ｍ

＋１］；第 ｎ列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋５）∈［０，
ｍ
２－１］

∪［ｍ２＋２，ｍ＋１］；第ｎ－１列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ
２＋

３）∈［０，ｍ－３］∪［ｍ－１，ｍ］，其中 ｍ≠６。当 ｍ＝６
时，此时，改变ｆ（ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ∈［３］）即可区分。

情形３．ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｍ≡１（ｍｏｄ２）。

令ｆ（ｖｉ，ｊ）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），

９３
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ｆ（ｖｉ，ｎｖｉ，１）＝２（ｉ∈［１，
ｍ－１
２ ］），ｆ（ｖｉ，ｊｖｉ，ｊ＋１）＝２（ｉ∈

［１，ｍ－１２ ］，ｊ≡０（ｍｏｄ２）），ｆ（ｖｉ，ｎｖｉ，１）＝２（ｉ∈［１，

ｍ－１
２ ］），ｆ（ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ∈［２］），其它剩余的边和点

染色均为 １。第 ｊ≡１（ｍｏｄ２）（ｊ≠１，ｎ）列中，

（Ｋｍ）－（２ｍ＋３）∈［０，
ｍ－１
２ ］∪［

ｍ＋５
２ ，ｍ＋１］；第

ｊ≡０（ｍｏｄ２）（ｊ≠ｎ－１）列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ＋５
２ ）∈［０，ｍ－１］；第ｎ列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋５）∈

［０，ｍ－１２ ］∪［
ｍ＋５
２ ，ｍ＋１］；第 １列中，（Ｋｍ）－

（２ｍ＋３）∈［０，ｍ－１２ ］∪［
ｍ＋３
２ ，ｍ－２］∪［ｍ，ｍ＋

１］；第 ｎ－１列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ＋５
２ ）∈［０，ｍ

－３］∪［ｍ－１，ｍ］，其中，ｍ≠７。若 ｍ＝７，此时改
变ｆ（ｖｉ，ｎ）＝２（ｉ∈［３］），此时，第 ｎ列中，（Ｋｍ）－

（２ｍ＋６）∈［０，ｍ－１２ ］∪［ｍ＋５２ ，ｍ＋１］；第 ｎ－１

列中，（Ｋｍ）－（２ｍ＋
ｍ＋５
２ ）∈［０，ｍ－４］∪［ｍ－

２，ｍ］。
由上述 ３种情况可得，ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｎ×Ｋｍ）≤

２（ｍ＞５，ｎ≥３）。又 ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｎ×Ｋｍ）≥２，即证
ｆｇｎｄｉ∑（Ｃｎ×Ｋｍ）＝２（ｍ＞５，ｎ≥３）。
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