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Ｌ２（Ｒ，Ｈ）．

Ｇｉｖｅｎａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｗａｖｅｌｅｔφ，ｔｈｅａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ
ｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

Ｗφ∶Ｌ
２（Ｒ，Ｈ）→Ｌ２（Ｕ，Ｈ，

ｄａｄｂ
ａ２
），

ｆ（ｘ）→［Ｗφｆ］（ａ，ｂ）＝Ｃ
－１２
φ （ｆ!珘φ

ˇ
ａ）（ｂ），

ｗｈｅｒｅＵ＝｛（ａ，ｂ）：ａ＞０，ｂ∈Ｒ｝

Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂ
ａ２
）＝｛ｆ（ａ，ｂ）：‖ｆ‖Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２）

＝

(　　 ∫Ｕ
｜ｆ（ａ，ｂ）｜２

ａ２
ｄａｄ )ｂ

１
２
＜＋∞｝．

［Ｗφｆ］（ａ，ｂ）＝Ｃ
－１２
φ （ｆ!珘φ

ˇ
ａ）（ｂ）＝

６３
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Ｃ－
１
２

φ ［（ｆ１［珔φ
ˇ
１］ａ）（ｂ）＋（ｆ

ˇ
２［φ２］ａ）（ｂ）－

ｊ（（ｆ
ˇ
１［φ２］ａ）（ｂ）－（ｆ２［珔φ

ˇ
１］ａ）（ｂ））］＝

［Ｔφ１ｆ１］（ａ，ｂ）＋［Ｔφ２ｆ２］（ａ，ｂ）＋

ｊ｛－［Ｔφ２ｆ１］（ａ，ｂ）＋［Ｔφ１ｆ２］（ａ，ｂ）｝．
Ｔφｆｉｓｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｆａｓｑｕａｒｅ
ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅｃｏｍｐｌｅｘｖａｌｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｆｏｎＲ，ｔｈｉｓｄｅｆｉ
ｎｉｔｉｏｎｃｏｍｅｓｆｒｏｍＲｅｆ．［８］．

Ｉｆｆ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ），ｗｅｕｓｅｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔｆ
＾̌
＝^ｆ，ｔｈｅｎ

珓ｆ
＾̌
＝ｆ
＾̌

１－ｊ̌ｆ
＾̌

２＝^ｆ１－ｊ^ｆ２＝（^ｆ）
Ｃ．

２　Ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｃ
ｖａｌｕｅｄｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ

　　ＩｎＲｅｆ．［８］，Ａｋｉｌａ，ｅｔａｌ．ｏｂｔａｉｎｅｄＰａｒｓｅｖａｌｉ
ｄｅｎｔｉｔｙｆｏｒｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｃｖａｌｕｅｄｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ｉｆ
ｆ，ｇ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ），

〈Ｗφｆ，Ｗφｇ〉Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２） ＝Ｃφ〈^ｆ，^ｇ〉Ｌ２（Ｒ，Ｈ） ＝

　∫Ｒ∫
∞

０
ｆ^（ξ）｜φ^（ａξ）｜２（ｇ（ξ））Ｃｄａｄξａ ＝

　∫
∞

０∫
∞

０
ｆ^（ξ）｜φ^（ａ１）｜

２（ｇ（ξ））Ｃ
ｄａ１ｄξ
ａ１

＋

　∫
０

－∞
∫
０

－∞
ｆ^（ξ）｜φ^（ａ１）｜

２（ｇ（ξ））Ｃ
ｄａ１ｄξ
｜ａ１｜

，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔＷφｉｓａｎｉｓｏｍｅｔｒｙｆｒｏｍｔｈｅＨａｒｄｙ
ｓｐａｃｅ（ｏｒｃｏｎｊｕｇａｔｅＨａｒｄｙｓｐａｃｅ）ｔｏａｓｕｂｓｐａｃｅｏｆ

Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂ
ａ２
），ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ

Ｃφ＝∫
∞

０
｜φ^（ξ）｜２ｄξξ

＝∫
０

－∞
｜φ^（ξ）｜２ ｄξ｜ξ｜

＜∞

（１）
ＩｆｗａｖｅｌｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎφｓａｔｉｓｆｉｅｓＥｑ．（１），ｗｅｓａｙφｉｓ
ａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｗａｖｅｌｅｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｌｅｔｆ，ｇ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ），φ，ψ∈
Ｌ２（Ｒ，Ｈ）ａｒｅａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｗａｖｅｌｅｔｓ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ

（１）（Ｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
［Ｗφ（μｆ＋γｇ）］（ａ，ｂ）＝μ［Ｗφｆ］（ａ，ｂ）＋

γ［Ｗφｇ］（ａ，ｂ），

［Ｗμφ＋γψｆ］（ａ，ｂ）＝［Ｗφｆ］（ａ，ｂ）μ
Ｃ＋［Ｗφｆ］

（ａ，ｂ）γＣ，μ，γ∈Ｈ．
（２）（Ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ）

［Ｗφｆ（·－ｘ０）］（ａ，ｂ）＝［Ｗφｆ］（ａ，ｂ－ｘ０），
［Ｗσｘ０φｆ］（ａ，ｂ）＝［Ｗφｆ］（ａ，ｂ＋ａｘ０），ｗｈｅｒｅ

σｘ０φ（ｘ）＝φ（ｘ－ｘ０）．
（３）（Ｓｃａｌｉｎｇ）

［Ｗφｆ（ｃ·）］（ａ，ｂ）＝
１
ｃ
１
２
［Ｗφｆ］（ａｃ，ｂｃ），

［ＷＤｃφｆ］（ａ，ｂ）＝
１
ｃ
１
２
［Ｗφｆ］（ａｃ，ｂ），ｗｈｅｒｅＤ

ｃφ

（ｘ）＝１ｃφ
ｘ( )ｃ，ｃ＞０．

（４）（Ｐａｒｉｔｙ）
［Ｗφ̌̌ｆ］（ａ，ｂ）＝［Ｗφｆ］（ａ，－ｂ），ｗｈｅｒｅ̌ｆ（ｘ）

＝ｆ（－ｘ）．
Ｐｒｏｏｆ　Ｗｅｏｎｌｙｇｉｖｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ（３），ａｎｄｏｔｈ

ｅｒｐｒｏｏｆｓａｒｅａｎａｌｏｇｏｕｓ．
［Ｔφ１ｆ１（ｃ·）］（ａ，ｂ）＝

∫
∞

－∞
ｆ１（ｃｘ）ａ

－１２φ１（
ｘ－ｂ
ａ ）ｄｘ＝

∫
∞

－∞
ｆ１（ｙ）（ａｃ）

－１２ｃ－
１
２φ１（

ｙ－ｂｃ
ａｃ）ｄｙ＝

ｃ－
１
２［Ｔφ１ｆ１］（ａｃ，ｂｃ），

［Ｗφｆ（ｃ·）］（ａ，ｂ）＝ｃ
－１２｛［Ｔφ１ｆ１］（ａｃ，ｂｃ）＋

［Ｔφ２ｆ２］（ａｃ，ｂｃ）－ｊ｛Ｔφ２ｆ１］（ａｃ，ｂｃ）＋

ｊ［Ｔφ１ｆ２］（ａｃ，ｂｃ）｝＝
１
ｃ
１
２
［Ｗφｆ］（ａｃ，ｂｃ），

［ＴＤｃφ１ｆ１］（ａ，ｂ）＝

　∫
∞

－∞
ｆ１（ｘ）ｃ

－１ａ－
１
２φ１

ｘ－ｂ( )ａｃ
ｄｘ＝

　∫
∞

－∞
ｆ１（ｘ）ｃ

－１２（ａｃ）－
１
２φ１

ｘ－ｂ( )ａｃ
ｄｘ＝

　ｃ－
１
２［Ｔφ１ｆ１］（ａｃ，ｂ），

［ＷＤｃφｆ］（ａ，ｂ）＝［ＴＤｃφ１ｆ１］（ａ，ｂ）＋［ＴＤｃφ２ｆ２］（ａ，ｂ）＋

ｊ｛－［ＴＤｃφ２ｆ１］（ａ，ｂ）＋［ＴＤｃφ１ｆ２］（ａ，ｂ）｝＝
１
ｃ
１
２
［Ｗφｆ］（ａｃ，ｂ）．

Ｌｅｍｍａ１［１１］　Ｌｅｔ｛ａｊ｝ｂｅａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉ
ｔｉｖｅｒｅａｌｓ，０≤θ≤１．Ｔｈｅｎ

∑
Ｎ

ｊ＝１
ａθｊ≤Ｎ

１－θ（∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｊ）θ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２　Ｌｅｔｆ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ），φｉｓａｎａｄｍｉｓ

７３
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ｓｉｂｌｅｗａｖｅｌｅｔ．ＴｈｅｎＷφｆ（ｘ）∈Ｌ
Ｐ（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂ

ａ２
），２≤

Ｐ≤＋∞．
Ｐｒｏｏｆ　ＦｏｒＰ＝２，ｗｅｈａｖｅ‖Ｗφｆ‖Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２）

＝Ｃ
１
２
φ‖ｆ‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ）．
ＦｏｒＰ＝∞，

｜（ｆ
!珘φ
ˇ
ａ）｜＝｜ｆ１［珔φ

ˇ
１］ａ）（ｂ）＋（ｆ

ˇ
２［φ２］ａ）（ｂ）－

ｊ（（ｆ
ˇ
１［φ２］ａ）（ｂ）－（ｆ２［珔φ

ˇ
１］ａ）（ｂ）｜≤

‖ｆ１‖２‖φ１‖２＋‖ｆ２‖２‖φ２‖２＋
‖ｆ１‖２‖φ２‖２＋‖ｆ２‖２‖φ１‖２＝
（‖ｆ１‖２＋‖ｆ２‖２）（‖φ１‖２＋‖φ２‖２）≤
２‖ｆ‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ）‖φ‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ）（ｂｙＬｅｍｍａ１）．

Ｓｏ‖Ｗφｆ‖Ｌ∞（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２）
≤２‖ｆ‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ）‖φ‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ）．

ＢｙＲｉｅｓｚＴｈｏｒｉｎｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ，ｗｅｏｂ
ｔａｉｎｔｈａｔＷφｉｓｏｆｔｙｐｅ（２，Ｐ），２≤Ｐ≤＋∞．

Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｔｅｎｔ，ｗｅｄｅｆｉｎｅ

Φ＝｛φ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ）：Ｃφ＝∫
∞

０
｜^φ（ξ）｜２ｄξξ

＝

　　∫
０

－∞
｜φ^（ξ）｜２ ｄξ｜ξ｜

＝１｝．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３　Ｆｏｒφ∈Φ，ｌｅｔ" φｂｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒ

ｆｒｏｍＬ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂ
ａ２
）ｔｏＬ２（Ｒ，Ｈ）ｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

（
" φＦ）（ｘ）＝∫

∞

０
（Ｆ（ａ，·）

!φａ）（ｘ）
ｄａ
ａ２
．

Ｔｈｅｎ
" φｉｓｂｏｕｎｄｅｄ，ａｎｄ" φＷφ ｉｓｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙｏｎ

Ｌ２（Ｒ，Ｈ）．

Ｐｒｏｏｆ　ＦｏｒＦ∈Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂ
ａ２
），ξ∈Ｒ，ａｄｉ

ｒｅｃｔｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｇｉｖｅｓ
｜（

" φＦ）（ｘ）｜
２ ＝

　 ∫
∞

０
（Ｆ（ａ，·）

!φａ）（ｘ）
ｄａ
ａ２

＝

　 ∫
∞

０
（Ｆ（ａ，·）＾（ξ）^φａ（ξ）

ｄａ
ａ２

２

≤

　∫
∞

０
（Ｆ（ａ，·）＾（ξ）

２ｄａ
ａ２∫

∞

０
φ^ａ（ξ）

２ｄａ
ａ２
＝

　∫
∞

０
（Ｆ（ａ，·）＾（ξ）

２ｄａ
ａ２
，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ
‖（" φＦ）（ｘ）‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ） ＝
　‖（" φＦ）

＾（ξ）‖Ｌ２（Ｒ，Ｈ）≤

　（∫
∞

－∞
∫
∞

０
｜（Ｆ（ａ，·）＾（ξ）｜２ｄａｄξ

ａ２
）
１
２≤

　（∫
∞

－∞
∫
∞

０
｜Ｆ（ａ，ｂ）｜２ｄａｄｂ

ａ２
）
１
２ ＝

　‖Ｆ‖Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２）
．

Ｓｏｗｅｈａｖｅ
‖" φ‖≤１．

ＮｏｗｆｏｒＬ２（Ｒ，Ｈ），ｗｅｃａｎｇｅｔ

（
" φＷφｆ）

＾（ξ）＝∫
∞

０
（Ｆ（ａ，·）

!φａ）
＾（ξ）ｄａ

ａ２
＝

∫
∞

０
（Ｆ（ａ，·）＾（ξ）^φａ（ξ）

ｄａ
ａ２
＝

∫
∞

０
ｆ^（ξ）珘φ

＾̌

ａ（ξ）^φａ（ξ）
ｄａ
ａ２
＝

∫
∞

０
ｆ^（ξ）（^φａ（ξ））

Ｃφ^ａ（ξ）
ｄａ
ａ２
＝

∫
∞

０
ｆ^（ξ）│φ^ａ（ξ）│

２ｄａ
ａ２
＝ｆ^（ξ）．

Ｔｈｕｓ
" φＷφｉｓｔｈｅｉｄｅｎｔｉｔｙｏｎＬ

２（Ｒ，Ｈ）．
Ｆｏｒφ∈Φ，Ａ′φ＝ＷφＬ

２（Ｒ，Ｈ）ｉｓａｓｕｂｓｐａｃｅｏｆ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ，ｗｈｉｃｈｉｓｉｓｏｍｅｔｒｉｃｔｏＬ２（Ｒ，Ｈ）．

ＮｏｗｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎＰφ ｆｒｏｍ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ｏｎｔｏＡ′φ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｔｈｅｏｒｅｍ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４　Ｆｏｒφ，Ａ′φ，Ｐφｄｅｆｉｎｅｄａｓａｂｏｖｅ，

ｗｅｈａｖｅｆｏｒＦ∈Ｌ２ Ｕ，Ｈ，
ｄａｄｂ
ａ( )２ ，

ＰφＦ（ａ，ｂ）＝∫
∞

０
（Ｆ（ａ１，·）!φａ１）!珘φ

ˇ
ａ（ｂ）

ｄａ１
ａ２１
．

Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔ

ＱφＦ（ａ，ｂ）＝∫
∞

０
（Ｆ（ａ１，·）!φａ１）!珘φ

ˇ
ａ（ｂ）

ｄａ１
ａ２１
，

ｆｏｒＦ＝Ｗφｆ∈Ａ′φ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＱφｉｓｅｑｕａｌｔｏ
Ｐφ．
（ＱφＦ）

＾（ａ，ξ）＝

∫
∞

０
（（Ｆ（ａ１，·）!φａ１）!珘φ

ˇ
ａ）
＾（ξ）

ｄａ１
ａ２１
＝

∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）^φａ１（ξ）珘φ

＾̌

ａ（ξ）
ｄａ１
ａ２１
＝

∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）^φａ１（ξ）（^φａ（ξ））

Ｃｄａ１
ａ２１
＝

８３
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∫
∞

０
ｆ^（ξ）珘φ

＾̌

ａ１（ξ）^φａ１（ξ）（^φａ（ξ））
Ｃｄａ１
ａ２１
＝

∫
∞

０
ｆ^（ξ）（^φａ１（ξ））

Ｃφ^ａ１（ξ）（^φａ（ξ））
Ｃｄａ１
ａ２１
＝

ｆ^（ξ）（^φａ（ξ））
Ｃ ＝（Ｆ（ａ，·）＾（ξ）．

Ｃｌｅａｒｌｙ，ＱφＦ＝Ｆ＝ＰφＦ．
Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｆｏｒＦ⊥ Ａ′φ，ａｎｄａｎｙｇ∈

Ｌ２（Ｒ，Ｈ）．ＡｐｐｌｙｉｎｇＦｕｂｉｎｉｓｔｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

?ＱφＦ，Ｗφｇ?＝∫
∞

０∫
∞

－∞
∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）^φａ１（ξ）·

　（^φａ（ξ））
Ｃｄａ１
ａ２１
（^ｇ（ξ）（^φａ（ξ））

Ｃ）Ｃｄξｄａ
ａ２
＝

　∫
∞

０∫
∞

－∞
∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

１
２
１φ^（ａ１ξ）（ａ

１
２φ^（ａξ））Ｃ·

　
ｄａ１
ａ２１
（^ｇ（ξ）（ａ

１
２φ^（ａξ））Ｃ）Ｃｄξｄａ

ａ２
＝

　∫
∞

０∫
∞

－∞
∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

１
２
１φ^（ａ１ξ）（ａ

１
２φ^（ａξ））Ｃ·

　ａ
１
２φ^（ａξ）ｄａ

ａ２
（^ｇ（ξ））Ｃｄξｄａ

ａ２１
＝

　∫
∞

０∫
∞

－∞
∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

１
２
１φ^（ａ１ξ）｜φ^（ａξ）｜

２·

　ｄａａ（^ｇ（ξ））
Ｃｄξ
ｄａ１
ａ２１
＝?Ｆ，Ｗφｇ?Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２） ＝０．

Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓ
ＱφＦ⊥Ａ′φ．

ＮｏｔｉｃｉｎｇｔｈａｔＱφＦ（ａ，ｂ）＝（ｗ!珘φ
ˇ
ａ）（ｂ），ｗｈｅｒｅ

ｗ（ｘ）＝∫
∞

０
（Ｆ（ａ１，·）!φａ１）（ｘ）

ｄａ１
ａ２１
＝
" φＦ（ｘ），

ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＱφＦ∈Ａ′φ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｗｅｈａｖｅ
ＱφＦ＝０＝ＰφＦ．

ＳｏＱφ＝Ｐφ，ｗｅｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｐｒｏｏｆ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ５　Ｆｏｒφ，Ψ∈Φａｎｄ（^φ（ξ））Ｃψ^（ξ）
ｉｓｒｅａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ，Ａ′φｉｓｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｔｏＡ′ψ，ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ

∫
∞

０

（^φ（ξ））Ｃψ^（ξ）
ξ

ｄξ＝∫
０

－∞

（^φ（ξ））Ｃψ^（ξ）
│ξ│

ｄξ＝０．

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｏｒｆ，ｇ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ），ｗｅｈａｖｅ

?Ｗφｆ，Ｗψｇ?＝?ｆ!珘φ
ˇ
ａ，ｇ!珘ψ

ˇ
ａ?＝∫

∞

０∫
∞

－∞
（ｆ

!珘φ
ˇ
ａ）
＾·

　（ξ）（（ｇ!珘ψ
ˇ
ａ）
＾（ξ））Ｃｄξｄａ

ａ２
＝

　∫
∞

０∫
∞

－∞
ｆ^（ξ）ａ

１
２（^φ（ａξ））Ｃａ

１
２ψ^（ａξ）·

　（ｇ（ξ））Ｃｄξｄａ
ａ２
＝

　∫
∞

－∞
ｆ^（ξ）（^ｇ（ξ））Ｃｄξ∫

∞

０
（^φ（ａξ））Ｃψ^（ａξ）ｄａａ ＝

　∫
∞

０
ｆ^（ξ）（^ｇ（ξ））Ｃｄξ∫

∞

０
（^φ（ξ′））Ｃψ^（ξ′）ｄξ′ξ′

＋

　∫
０

－∞
ｆ^（ξ）（^ｇ（ξ））Ｃｄξ·

　∫
０

－∞
（^φ（ξ′））Ｃψ^（ξ′） ｄξ′

│ξ′│
．

?Ｗφｆ，Ｗψｇ?＝０ｆｏｒａｎｙｆ，ｇ∈Ｌ
２（Ｒ，Ｈ），ｉｆａｎｄ

ｏｎｌｙｉｆ

∫
∞

０

（^φ（ξ））Ｃψ^（ξ）
ξ

ｄξ＝∫
０

－∞

（^φ（ξ））Ｃψ^（ξ）
│ξ│

ｄξ＝０．

３　Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ

Ｌ２Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ








２

　　Ｎｏｗｗｅｎｅｅｄｔｏｆｉｎｄａｎｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌｂａｓｉｓｆｏｒ
Ｌ２（０，∞）．ＦｏｒＺ＋ ＝｛０，１，２…｝，ν＞－１，ｍ，ｎ∈
Ｚ＋，

∫
∞

０
ｅ－ｘｘｖＬ（ｖ）ｍ Ｌ

（ｖ）
ｎ ｄｘ＝Γ（ν＋１）

ｖ＋ｍ( )ｍ
δｍｎ，

ｗｈｅｒｅＬ（ｖ）ｍ （ｘ）＝∑
ｍ

ｌ＝０

ｖ＋ｍ( )ｍ－ｌ
（－ｘ）ｌ
ｌ！ ａｒｅｔｈｅＬａｇｕｅｒｒｅ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ［１２］．ＬｅｔＡＷｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｐａｃｅｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ
ｏｆｔｈｅａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｗａｖｅｌｅｔｓｗｈｏｓｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ
ａｒｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｎ［０，＋∞）ａｎｄｌｅｔＡＷ－＝｛φ∶φ－∈
ＡＷ｝．

ＬｅｔφｍｂｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｎＲ，ｗｈｏｓｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍｓａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ
φ^ｍ（ξ）＝

２
ｖ
２Γ（ν＋１）－

１
２
ｖ＋ｍ( )ｍ

－１２
ξ
ｖ＋１
２ｅ－ξＬ（ｖ）ｍ （２ξ），　ξ≥０

０，　ξ＜０
{

．

Ｔｈｅｎ｛ξ－
１
２ φ^ｍ（ξ）｝ｍ∈Ｚ＋ ａｒｅｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌｂａｓｅｓｏｆ

Ｌ２（０，∞）．Ａｎｄφ^－ｍ（ξ）＝φ^ｍ（－ξ）．Ａｔｔｈｅｓａｍｅ
ｔｉｍｅ，ｗｅｈａｖｅ

ｆ（ｘ）＝∫
∞

０
（（ｆ

!φ^ｍ，ａ）!φｍ，ａ）（ｘ）
ｄａ
ａ２
，

ｈ（ｘ）＝∫
∞

０
（（ｈ

!

珘φ
ˇ－
ｍ，ａ）!φ

－
ｍ，ａ）（ｘ）

ｄａ
ａ２
，

９３
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ｗｈｅｒｅφｍ，ａ（ｘ）＝
１

槡ａ
φｍ

ｘ( )ａ．
Ｗｅｄｅｆｉｎｅ

Ｈ＋（Ｒ，Ｈ）＝｛ｆ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ）∶ｓｕｐｐ^ｆ［０，∞）｝，
Ｈ－（Ｒ，Ｈ）＝｛ｆ∈Ｌ２（Ｒ，Ｈ）∶ｓｕｐｐ^ｆ［－∞，０）｝．

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，
Ｌ２（Ｒ，Ｈ）＝Ｈ＋（Ｒ，Ｈ）

!

Ｈ－（Ｒ，Ｈ）．
Ｗｅｈａｖｅ

ＡＷ＝ｓｐａｎ｛φｍ｝ｍ≥０，
ＡＷ－＝ｓｐａｎ｛φ－ｍ｝ｍ≥０．

Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｓｕｂｓｐａｃｅｓ Ａφｍ ａｎｄ Ａ－φｍ ｏｆ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ｂｙ

Ａφｍ＝｛ｆ!珘φ
ˇ
ｍ，ａ（ｘ）∶ｆ∈Ｈ

＋（Ｒ，Ｈ）｝，

Ａ－φｍ＝｛ｆ!珘φ
ˇ－
ｍ，ａ（ｘ）∶ｆ∈Ｈ

－（Ｒ，Ｈ）｝．
ＡｎｙｒｅａｌｗａｖｅｌｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎｆｓａｔｉｓｆｉｅｓＥｑ．（１），ｗｅ
ｈａｖｅ

ｆ^（ξ）＝∑
ｍ
ｒｍφ^ｍ（ξ）．

Ｎｅｘｔ，ｌｅｔｕｓｔａｋｅｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎφｍａｓｄｅｆｉｎｅｄ
ａｂｏｖｅａｎｄｐｅｒｆｏｒｍｔｈｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ６　ＬｅｔφｍａｎｄＡφｍ＝ＷφｍＨ
＋（Ｒ，Ｈ）

（Ａ－φｍ＝Ｗφ－ｍＨ
－（Ｒ，Ｈ））ｄｅｆｉｎｅｄａｓａｂｏｖｅ．Ｔｈｅｎｗｅ

ｈａｖｅｔｈｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＬ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２

ａｓ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ＝∞
ｍ＝０（ＡφｍＡ

－
φｍ）．

Ｐｒｏｏｆ　ＦｏｒｅａｃｈＦ（ａ，ｂ）∈Ｌ２ Ｕ，Ｈ，
ｄａｄｂ
ａ( )２ ，

ｗｅｈａｖｅ

∫
∞

－∞
∫
∞

０
｜Ｆ（ａ，ｂ）｜２ｄａｄｂ

ａ２
＝

　∫
∞

－∞
∫
∞

０
｜Ｆ^（ａ，ξ）｜２ｄａｄξ

ａ２
＜∞．

Ｗｅｎｅｅｄｏｎｌｙｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｓ：Ｆｏｒ
ｆ∈Ｈ＋（Ｒ，Ｈ），

Ｆ^（ａ，ξ）＝ｆ（ξ）ｇ（ａ，ξ） （２）
ｗｈｅｒｅｇ（ａ，ξ）ｉｓｒｅａｌｖａｌｕｅｄ，ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

∫
∞

０
｜ｇ（ａ，ξ）｜２ｄａ

ａ２
＜＋∞ （３）

ｆ（ξ）ｉｓｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｃｖａｌｕｅｄ，ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

∫
∞

０
｜ｆ（ξ）｜２ｄξ＋∞．

Ｎｏｔｅｔｈａｔ

∫
∞

０
｜ｇ（ａ，ξ）｜２ｄａ

ａ２
＝∫

∞

０
｜ｔ（ａ，ξ）｜２ｄａａ ＝

∫
∞

０

｜ｔ１（ξ）｜
２

ξ
ｄξ＜＋∞ （４）

Ｗｈｅｒｅｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ

ｔ（ａ，ξ）＝ｇ（ａ，ξ）
ａ
１
２

（５）

ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｉｓｂｙ
ｔ^１（ａξ）＝ｔ（ａ，ξ） （６）

ＴｈｕｓｂｙＥｑ．（４），ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔ１（ｘ）ｉｓａｎａｄｍｉｓｓｉ
ｂｌｅｗａｖｅｌｅｔ，ｓｏ

ｔ^１（ξ）＝∑ｍ
ｒｍφ^ｍ（ξ），

ｗｈｅｒｅｒｍ∈Ｒ．Ｈｅｎｃｅ

ｔ（ａ，ξ）＝∑
ｍ
ｒｍφ^ｍ（ａξ）．

ＢｙＥｑｓ．（５）ａｎｄ（２），ｗｅｇｅｔ

ｇ（ａ，ξ）＝∑
ｍ
ａ
１
２ｒｍφ^ｍ（ａξ），

Ｆ^（ａ，ξ）＝∑ｍ
ｆ^（ξ）ａ

１
２ｒｍφ^ｍ（ａξ）．

Ｓｏ

Ｆ（ａ，ξ）＝∑ｍ
ｒｍＷφｍｆ（ａ，ｂ） （７）

Ｗｅｈａｖｅａｓｉｍｉｌａｒｐｒｏｏｆｗｈｅｎｆ∈Ｈ－．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，
ｗｅｗｉｌｌｗｒｉｔｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔｄｉｒｅｃｔｌｙ，

Ｆ－（ａ，ξ）＝∑ｍ
ｒｍＷφ－ｍｆ（ａ，ｂ） （８）

ＦｒｏｍＦｏｒｍｕｌａｓ（７）～（８）ａｎｄＴｈｅｏｒｅｍ５，ｗｅｇｅｔ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ＝∞
ｍ＝０（ＡφｍＡ

－
φｍ）．

Ｎｏｗｗｅｇｉｖｅａｎｏｔｈｅｒｗａｙｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｉｓｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄ．

∑
ｍ
‖ＰφｍＦ‖

２
Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２）

＝

　∑
ｍ
∫
∞

０∫
∞

－∞
｜（ＰφｍＦ）

＾（ａ，ξ）｜２ｄξｄａ
ａ２
＝

　∑
ｍ
∫
∞

０∫
∞

－∞
∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ１

１
２φ^ｍ（ａ１ξ）×

　ａ
１
２（^φ（ａξ））Ｃ

ｄａ１
ａ２１

２
ｄξｄａ
ａ２
＝

　∑
ｍ
∫
∞

－∞
∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

－１
１ φ^ｍ（ａ１ξ）ａ

－１２
１ ｄａ１

２
ｄξ＝

０４
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　∑
ｍ
∫
∞

０ ∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

－１
１ φ^ｍ（ａ１ξ）ａ

－１２
１ ｄａ１

２
ｄξ＋

　∑
ｍ
∫
０

－∞
∫
∞

０
Ｆ^－（ａ１ξ）ａ

－１
１ φ^

－
ｍ（ａ１ξ）ａ

－１２
１ ｄａ１

２
ｄξ＝

　∫
∞

０
∑
ｍ
（∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

－１
１

２
ｄａ１·

　∫
∞

０
φ^ｍ（ａ１ξ）ａ

－１２
１

２
ｄａ１）ｄξ＋

　∫
０

－∞
∑
ｍ
（∫
∞

０
Ｆ^－（ａ１，ξ）ａ

－１
１

２
ｄａ１·

　∫
∞

０
φ^－ｍ（ａ１ξ）ａ

－１２
１

２
ｄａ１）ｄξ＝

　∫
∞

０∫
∞

０
Ｆ^（ａ１，ξ）ａ

－１
１

２
ｄａ１ｄξ＋

　∫
０

－∞
∫
∞

０
Ｆ^－（ａ１，ξ）ａ

－１
１

２
ｄａ１ｄξ＝

　∫
∞

０∫
∞

０
Ｆ^（ａ，ξ）

２
ａ－２ｄａｄξ＋

　∫
０

－∞
∫
∞

０
Ｆ^－（ａ，ξ）

２
ａ－２ｄａｄξ＝‖Ｆ‖２

Ｌ２（Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ２）
．

Ｔｈｕｓｗｅ ｈａｖｅ ｇｉｖｅｎ ａ ｆｕｌｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ｂｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，

Ｌ２ Ｕ，Ｈ，ｄａｄｂａ( )２ ＝∞
ｍ＝０ＰφｍＦ（Ｒ，Ｈ）＝

　　∞
ｍ＝０（ＡφｍＡ

－
φｍ）．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
［１］　ＧｒｏｓｓｍａｎｎＡ，ＭｏｒｌｅｔＪ，ＰａｕｌＴ．ＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＨａｒｄｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎｔｏｓｑｕａｒｅｉｎｔｅｇｒａｂｌｅｗａｖｅｌｅｔｓｏｆｃｏｎｓｔａｎｔｓｈａｐｅ［Ｊ］．

ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ，１９８４，１５（４）：７２３７３６．
［２］　ＪｉａｎｇＱＴ，ＰｅｎｇＬＺ．ＷａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｎｄＴｏｅｐｌｉｔｚＨａｎｋｅｌｔｙｐｅｏｐｅｒａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｍａｔｉｃａＳｃａｎｄｉｎａｖｉｃａ，１９９２，７０：２４７

２６４．
［３］　ＪｉａｎｇＱＴ，ＰｅｎｇＬＺ．ＰｈａｓｅｓｐａｃｅｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｎｄＴｏｅｐｌｉｔｚＨａｎｋｅｌｔｙｐｅｏｐｅｒａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩｓｒａｅｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

１９９５，８９（１／３）：１５７１７１．
［４］　ＪｉａｎｇＱＴ．ＷａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｎｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆＬ２ｓｐａｃｅｏｎｔｈｅＣａｒｔａｎｄｏｍａｉｎＢＤＩ（ｑ＝２）［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ

ｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９９７，３４９（５）：２０４９２０６８．
［５］　ＨｅＪＸ，ＹｕＢ．ＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｓｏｎｔｈｅｓｐａｃｅＬ２（Ｒ，Ｈ；ｄｘ）［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，２００４，１７（１）：

１１１１２１．
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