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ｑ分量三阶混料中心多项式模型 Ｒ－最优设计
郑　婷

（兰州财经大学 统计学院，甘肃 兰州　７３００３０）

摘　要：在混料试验设计中，对ｑ－１维正规单纯形 Ｓｑ－１上的三阶中心多项式混料模型，利用 Ｒ－最优设计准
则，讨论了ｑ分量三阶中心多项式混料模型参数估计的Ｒ－最优设计，并结合软件 ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ给出了 ｑ＝３时
该中心多项式混料模型具体的Ｒ最优配置．
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０　引　言

混料试验设计与工农业生产及科学实验密切相关，

发展十分迅速［１］．在ｑ分量混料系统中，所度量的响应
只是出现在混料中各种成份比例 ｘ１，ｘ２，…ｘｑ的函数，
而与混料的总量无关，混料问题中的各成份比例，即每

种成份在混料总量中所占的百分比是不能任意变化

的，要受到约束条件

０≤ｘｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｑ

∑
ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝ｘ１＋ｘ２＋… ＋ｘｑ＝

{ １

的限制，从而构成了混料系统中的ｑ－１维正规单纯形

Ｓｑ－１＝｛ｘ：（ｘ１，ｘ２，…，ｘｑ）｜∑
ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝１，ｘｉ≥０，ｉ＝１，

２，…，ｑ｝ （１）

在混料试验设计中，关于Ｄ－最优设计的研究已趋
于完备．Ｄ－最优准则的几何意义是最小化模型参数向
量的置信椭球体的体积，但当模型参数的维数较大时，

该置信椭球体的体积不易计算且解释也不够简洁明了，

对此，Ｈｏｌｇｅｒ［２］基于Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉｔ区间法
#

＝｛θ∈Ｒｋ‖ｉ－^
（ｎ）
ｉ ｜≤

ｓ^ｎｔｎ－ｋ，１－α
２ｋ （（ＸＴＸ）－１）槡 ｉｉ，ｉ＝１，…，ｋ｝ （２）

其中，^ｓ２ｎ和 ^
（ｎ）
ｉ ，ｉ＝１，…，ｋ表示σ

２和ｉ的最大似然估计，
构造了参数联合估计的ｋ维矩形置信区域．该矩形置信区

域的体积与乘积｛∏ｋ

ｊ＝１
（（ＸＴＸ）－１）ｊｊ｝

１／２成比例，想要使

#

的体积达到最小，另一类最优准则即 Ｒ－最优准则由
此产生．称一个设计 ξ为Ｒ－最优设计当且仅当使下式
在设计空间中达到最小

Ｒ（ξ）＝∏ｋ

ｉ＝１
（Ｍ－１（ξ））ｉｉ （３）

其中，（Ｍ－１（ξ））ｉｉ表示信息矩阵的逆矩阵的主对角线元
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素，Ｒ－最优设计的统计意义是将信息矩阵的逆矩阵的
主对角线元素的乘积最小化，从而使得其矩形置信区域

的体积最小．
Ｈｏｌｇｅｒ根据线性回归模型参数联合估计的Ｂｏｎｆｅｒｒｏ

ｎｉｔ区间法，构造了矩形置信区域，于１９９７年提出了一
类基于该置信区域的新型最优准则———Ｒ－最优准则．
关于Ｒ－最优准则的研究相对于其它最优准则，如 Ａ－
最优准则、Ｄ－最优准则、Ｅ－最优准则和 Ｉ－最优准则
来说相对较少，仅赵洪雅等［３－４］介绍了二阶 Ｓｃｈｅｆｆé正
则多项式模型参数估计的Ｒ－最优，二阶可加混料模型
参数估计的Ｒ－最优设计问题．李俊鹏等［５］讨论了 ｑ分
量二阶混料Ｋ模型的Ｒ－最优设计．胡小玲［６］研究了二

阶塌落模型的Ｒ－最优．而关于单纯形 －中心多项式的
研究，关颖男等［７］讨论了 ｑ－１阶多重线性多项式模型
参数估计的Ａ－最优设计，给出了一种 Ａ最优设计的算
法，佟毅等［８］讨论了最优的单纯形－中心设计．基于此，
本文将Ｒ－最优准则与单纯形 －中心多项式结合起来，
主要介绍ｑ分量三阶中心多项式混料模型的Ｒ－最优设
计，并给出设计柱点以及相应的测度．

１　ｑ分量三阶中心多项式模型

对于ｑ分量混料系统来说，ｑ－１维正规单纯形Ｓｑ－１
上的ｑ阶单纯形中心多项式模型为

η＝∑
ｑ

ｉ＝１
βｉｘｉ＋∑

ｉ＜ｊ
βｉｊｘｉｘｊ＋

∑
ｉ＜ｊ＜ｋ
βｉｊｋｘｉｘｊｘｋ＋… ＋β１，２…ｑｘ１ｘ２…ｘｑ （４）

对于模型（４），试验点安排在单纯形Ｓｑ－１上所有各类中
心上的设计就是单纯形 －中心设计，单纯形 －中心设
计是Ｓｃｈｅｆｆé在１９６３年提出的，在 ｑ分量单纯形 －中心
设计中，共有２ｑ－１个不同的试验点，分别为 ｑ个纯混
料、Ｃｑ

２个二分量等比例混料和 Ｃｑ
３个三分量等比例混

料，…，全部分量的等比例混料．
特别地，当ｍ＝３时，正规单纯形Ｓｑ－１上的ｑ分量三

阶中心多项式模型为

η＝∑
ｑ

ｉ＝１
βｉｘｉ＋∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｑ
βｉｊｘｉｘｊ＋

∑
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｑ

βｉｊｋｘｉｘｊｘｋ （５）

其中，βｉ，βｉｊ，βｉｊｋ是未知的待估参数，共有 Ｃ
１
ｑ＋Ｃ

２
ｑ＋Ｃ

３
ｑ＝

ｑ３＋５ｑ
６ 个．模型（５）中的参数 βｉ可表示成纯分量 ｉ混料

的期望响应值，且称为分量 ｉ的线性混料值，参数 βｉｊ是
分量ｉ与ｊ的非可加性混料系数，它可以表示为纯分量 ｉ
混料的期望响应、纯分量ｊ混料的期望响应及分量ｉ与 ｊ

等比例混料的期望响应之线性组合，参数 βｉｊｋ也可类似
的确定．

２　ｑ分量三阶中心多项式模型 Ｒ－
最优设计

　　本文考察的是在混料系统正规单纯形 Ｓｑ－１上模型
（５）的Ｒ－最优设计，通过计算给出了该模型在 Ｓｑ－１内
的Ｒ－最优设计柱点及其测度．

引理１［９］　对于混料区域 Ｓｑ－１上的三阶中心多项
式模型（５），参数估计的最优设计柱点只能是 Ｓｑ－１上的
各类中心点．

设ｒ１，ｒ２，ｒ３分别表示 Ｓｑ－１上的每个顶点、两顶点中
心及三顶点中心的测度，满足

Ｃ１ｑｒ１＋Ｃ
２
ｑｒ２＋Ｃ

３
ｑｒ３＝１，

则模型（５）所对应的设计矩阵Ｘ为

Ｘ＝

Ｉｑ ０α１２ ０α１３
１
２Ｍ２

１
４Ｉｍ ０α２３

１
３Ｍ３

１
９Ｃ３２

１
２７Ｉ













ｎ

．

其中，０αｉｊ为Ｃ
ｉ
ｑ×Ｃ

ｊ
ｑ阶零矩阵，Ｍｉ为 Ｃ

ｉ
ｑ×ｑ阶的０－１矩

阵，其第一行的前ｉ个元素是１，其余行是第一行按字典
顺序做出的全排列．Ｉｍ是Ｃ

２
ｑ阶单位阵，Ｉｎ是Ｃ

３
ｑ阶单位

阵．Ｃ３２是Ｃ
３
ｑ×Ｃ

２
ｑ阶矩阵，其具体形式为

Ｃ３２＝

１ １ ０ … ０ １ ０ … ０ ０
１ ０ １ … ０ ０ １ … ０ ０
… … … … … … … … … …

０ ０ ０ … ０ ０ ０ …











１ １

．

记测度矩阵为

Λ＝
ｒ１Ｉｑ ０ ０
０ ｒ２Ｉｍ ０
０ ０ ｒ３Ｉ









ｎ

，

则该模型所对应的信息矩阵Ｍ（ξ）为
Ｍ（ξ）＝ＸＴΛＸ＝

ｒ１Ｉｑ＋
ｒ２
２２
ＭＴ２Ｍ２＋

ｒ３
３２
ＭＴ３Ｍ３

ｒ２
２３
ＭＴ２＋

ｒ３
３３
ＭＴ３Ｃ３２

ｒ３
３４
ＭＴ３

ｒ２
２３
Ｍ２＋

ｒ３
３３
ＣＴ３２Ｍ３

ｒ２
２４
Ｉｍ＋

ｒ３
３４
ＣＴ３２Ｃ３２

ｒ３
３５
ＣＴ３２

ｒ３
３４
Ｍ３

ｒ３
３５
Ｃ３２

ｒ３
３６
Ｉ

















ｎ

．

利用文献［１０］求３×３分块矩阵的逆矩阵的方法，求得
信息矩阵Ｍ（ξ）的逆为

Ｍ－１（ξ）＝
Ｔ－１ Ｔ－１Ｑ
ＰＴ－１ Ｋ－１＋ＰＴ－１[ ]Ｑ，

０７
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其中

Ｔ－１＝

１
ｒ１
Ｉｑ －２ｒ１

ＭＴ２

－２ｒ１
Ｍ２

１６
ｒ２
Ｉｍ＋

４
ｒ１
Ｍ２Ｍ

Ｔ











２
，

Ｔ－１Ｑ＝
－９ｒ１
ＭＴ３＋

６
ｒ１
ＭＴ２Ｃ

Ｔ
３２

１８
ｒ１
Ｍ２Ｍ

Ｔ
３－
４８
ｒ２
ＣＴ３２－

１２
ｒ１
Ｍ２Ｍ

Ｔ
２Ｃ
Ｔ











３２
，

ＰＴ－１ [＝ －９ｒ１
Ｍ３＋

６
ｒ１
Ｃ３２Ｍ２

１８
ｒ１
Ｍ３Ｍ

Ｔ
２－

４８
ｒ２
Ｃ３２－

１２
ｒ１
Ｃ３２Ｍ２Ｍ

Ｔ]２ ，
Ｋ－１＋ＰＴ－１Ｑ＝［３

６

ｒ３
Ｉｎ＋
８１
ｒ１
Ｍ３Ｍ

Ｔ
３－
５４
ｒ１
Ｃ３２Ｍ２Ｍ

Ｔ
３－

　　５４ｒ１
Ｍ３Ｍ

Ｔ
２Ｃ
Ｔ
３２＋
１４４
ｒ２
Ｃ３２Ｃ

Ｔ
３２＋
３６
ｒ１
Ｃ３２Ｍ２Ｍ

Ｔ
２Ｃ
Ｔ
３２］．

由Ｒ－最优准则（３）可得如下约束极小值问题

ｍｉｎ∏
ｑ３＋５ｑ
６

ｉ＝１
（Ｍ－１（ξ））ｉｉ＝

　ｍｉｎ １
ｒ( )
１

ｑ １６
ｒ２
＋８ｒ( )

１

Ｃ２ｑ ２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ( )
３

Ｃ３ｑ

ｑｒ１＋Ｃ
２
ｑｒ２＋Ｃ

３
ｑｒ３ ＝１










．

利用拉格朗日乘子法，令

Ｈ（ｒ１，ｒ２，ｒ３，"）＝

　 １
ｒ( )
１

ｑ １６
ｒ２
＋８ｒ( )

１

Ｃ２ｑ ２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ( )
３

Ｃ３ｑ
＋

　
"

（ｑｒ１＋Ｃ
２
ｑｒ２＋Ｃ

３
ｑｒ３－１）．

对ｒ１，ｒ２，ｒ３，"求偏导，得
Ｈ
ｒ１
＝－ ｑ
ｒｑ＋１１
（
１６
ｒ２
＋８ｒ１

）Ｃ
２
ｑ（
２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ３
）Ｃ

３
ｑ －

　
８Ｃ２ｑ
ｒｑ＋２１
（
１６
ｒ２
＋８ｒ１

）Ｃ
２
ｑ－１（
２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ３
）Ｃ

３
ｑ －

　
２７Ｃ３ｑ
ｒｑ＋２１
（
１６
ｒ２
＋８ｒ１

）Ｃ
２
ｑ（
２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ３
）Ｃ

３
ｑ－１＋

"

ｑ

Ｈ
ｒ２
＝－
１６Ｃ２ｑ
ｒｑ１ｒ
２
２

（
１６
ｒ２
＋８ｒ１

）Ｃ
２
ｑ－１（
２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ３
）Ｃ

３
ｑ －

　
４３２Ｃ３ｑ
ｒｑ１ｒ
２
２

（
１６
ｒ２
＋８ｒ１

）Ｃ
２
ｑ（
２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ３
）Ｃ

３
ｑ－１＋

"

Ｃ２ｑ

Ｈ
ｒ３
＝－
７２９Ｃ３ｑ
ｒｑ１ｒ
２
３

（
１６
ｒ２
＋８ｒ１

）Ｃ
２
ｑ（
２７
ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ３
）Ｃ

３
ｑ－１＋

"

Ｃ３ｑ

Ｈ
"
＝ｑｒ１＋Ｃ

２
ｑｒ２＋Ｃ

３
ｑｒ３－１

























 ．

由
Ｈ
ｒ１
＝０，Ｈ

ｒ２
＝０，Ｈ

ｒ３
＝０，Ｈ

"
＝０，化简得到式（６）．

（３２ｑ＋３２）ｒ１ｒ
２
３＋（１６ｑ－２６）ｒ２ｒ

２
３＋１６２ｒ１ｒ２ｒ３－

　１６２ｒ１ｒ
２
２－８１ｒ

３
２ ＝０

２（ｑ２＋２１ｑ＋３２）ｒ１ｒ２ｒ
２
３＋１９２ｒ

２
１ｒ
２
３＋３２４ｒ

２
１ｒ２ｒ３＋

　（ｑ２＋５）ｒ２２ｒ
２
３＋（８１ｑ＋８１）ｒ１ｒ

２
２ｒ３－１６２ｒ

２
１ｒ
２
２－

　３２４ｒ３１ｒ２ ＝０
６ｑｒ１＋３ｑ（ｑ－１）ｒ２＋ｑ（ｑ－１）（ｑ－２）ｒ３ ＝















６

（６）

由于式（６）较复杂，不易求出ｒ１、ｒ２、ｒ３的表达式，但
当ｑ为具体数值时，通过将ｑ的值带入式（６）并结合软件
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ可得到具体分量的三阶中心多项式模型的
Ｒ－最优配置的数值解．

３　实　例

下面考察当ｑ＝３时模型（５）的Ｒ－最优设计．可直
接将ｑ＝３带入式（６），通过软件ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ计算得到三
分量三阶中心多项式模型的Ｒ－最优配置．也可通过该模
型的信息矩阵，利用拉格朗日乘子法得到其Ｒ－最优配置．

设ｒ１，ｒ２，ｒ３分别表示混料系统正规单纯形Ｓ３－１上的
每个顶点、两顶点中心及三顶点中心的测度，满足

Ｃ１３ｒ１＋Ｃ
２
３ｒ２＋Ｃ

３
３ｒ３ ＝１，

则该模型所对应的设计矩阵Ｘ为

Ｘ＝

Ｉ３ ０α１ ０α３
１
２Ｍ２

１
４Ｉ３ ０α３

１
３Ｊα１

１
９Ｊα１

１
２７Ｊα













３

．

其中，０αｉ为３×Ｃ
ｉ
３阶零矩阵，Ｊαｉ为１×Ｃ

ｉ
３阶元素全为１

的矩阵，Ｍ２为Ｃ
２
３×３阶的０－１矩阵，其第一行的前两个

元素是１，其余行是第一行按字典顺序做出的全排列．Ｉ３
是三阶单位阵．

记测度矩阵为

Λ＝
ｒ１Ｉ３ ０ ０
０ ｒ２Ｉ３ ０
０ ０ ｒ３Ｉ









１

，

则该模型所对应的信息矩阵Ｍ（ξ）为
Ｍ（ξ）＝

ｒ１Ｉ３＋
ｒ２
２２
ＭＴ２Ｍ２＋

ｒ３
３２
Ｊ３

ｒ２
２３
ＭＴ２＋

ｒ３
３３
Ｊ３

ｒ３
３４
ＪＴα１

ｒ２
２３
Ｍ２＋

ｒ３
３３
Ｊ３

ｒ２
２４
Ｉ３＋

ｒ３
３４
Ｊ３

ｒ３
３５
ＪＴα１

ｒ３
３４
Ｊα１

ｒ３
３５
Ｊα１

ｒ３
３６
Ｊα

















３

，

其中，Ｊ３为元素均为１的三阶方阵．
易求得信息矩阵Ｍ（ξ）的逆为

１７
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Ｍ－１（ξ）＝ Ｔ－１ Ｔ－１Ｑ
ＰＴ－１ Ｋ－１＋ＰＴ－１[ ]Ｑ，

其中

Ｔ－１ ＝

１
ｒ１
Ｉ３ －２ｒ１

ＭＴ２

－２ｒ１
Ｍ２

１６
ｒ２
Ｉ３＋

４
ｒ１
Ｍ２Ｍ

Ｔ









２

，

Ｔ－１Ｑ＝
－９ｒ１

ＪＴα１ ＋
６
ｒ１
ＭＴ２Ｊ

Ｔ
α１

１８
ｒ１
Ｍ２Ｊ

Ｔ
α１ －
４８
ｒ２
ＪＴα１ －

１２
ｒ１
Ｍ２Ｍ

Ｔ
２Ｊ
Ｔ
α









１

，

ＰＴ－１ [＝ －９ｒ１
Ｊα１ ＋

６
ｒ１
Ｊα１Ｍ２

１８
ｒ１
Ｊα１Ｍ

Ｔ
２－

４８
ｒ２
Ｊα１ －

１２
ｒ１
Ｍ２Ｍ

Ｔ]２ ，
Ｋ－１＋ＰＴ－１Ｑ [＝ ２７

ｒ１
＋４３２ｒ２

＋７２９ｒ ]
３
．

由Ｒ－最优准则（３）可得如下约束极小值问题

ｍｉｎ∏
７

ｉ＝１
（Ｍ－１（ξ））ｉｉ＝

(　ｍｉｎ １
ｒ )
１

(３ １６ｒ２＋
８
ｒ )
１

(３ ２７ｒ１＋
４３２
ｒ２
＋７２９ｒ )

３

３ｒ１＋３ｒ２＋ｒ３＝１










．

利用拉格朗日乘子法解该条件极小值问题，结合软件

ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ可得到如下结果：
ｒ１→０１７９６３５０００５０２６８８０７，
ｒ２→０１２１６８５４６１４１８０７８８９，

ｒ３→００９６０３８６１４２３７６９９１６．
因此，三分量三阶中心多项式模型的Ｒ－最优配置为

ｒ１ ＝０１７９６３５０００５０２６８８０７

ｒ２ ＝０１２１６８５４６１４１８０７８８９

ｒ３
{
＝００９６０３８６１４２３７６９９１６

４　结　论

由于实际中需保持预测值的精度，需要适当提高模

型的阶数，因此，对三阶中心多项式混料模型及其Ｒ－最
优设计的研究是有必要的．本文从Ｒ－最优设计的理论
出发，讨论了ｑ分量三阶中心多项式模型的 Ｒ－最优设
计，并结合软件 ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，得到了具体分量的三阶中
心多项式模型的Ｒ－最优配置的数值解．为了求得模型
的Ｒ－最优设计，需要得到模型的信息矩阵，通过最小
化信息矩阵的逆矩阵的主对角线元素的乘积，利用拉格

朗日乘子法解条件极小值问题，得到模型的 Ｒ－最优设
计．在这个过程中，由于 Ｒ－最优设计的信息矩阵计算
的复杂性，对于ｑ分量的该中心多项式模型，不易求得
其Ｒ－最优配置的数值表达式，但当ｑ为具体数值时，通
过软件ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ较易得到具体分量的三阶中心多项
式模型的Ｒ－最优配置．因此，随着计算机的不断发展，
利用算法及相应的软件，使得对于模型的 Ｒ－最优设计
问题变得相对容易，从而可以按照需求解决更为复杂的

Ｒ－最优设计问题．
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