
　第２０卷　第２期２０２１年　６月　
广州大学学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｕａｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）
Ｖｏｌ．２０　Ｎｏ．２
Ｊｕｎ．　２０２１

　　基金项目：国家自然科学基金资助项目（１２０７１０９６）

　　作者简介：陈嘉丽（１９９４—），女，硕士研究生．Ｅｍａｉｌ：２１１２０６４１０４＠ｅ．ｇｚｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　通信作者．Ｅｍａｉｌ：ｃｑｚｈａｎｇ＠ｇｚｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　引文格式：陈嘉丽，张崇岐．一类非线性混料指数模型及其最优设计［Ｊ］．广州大学学报（自然科学版），２０２１，２０（２）：３１３４．

文章编号：１６７１４２２９（２０２１）０２００３１０４
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摘　要：非线性混料模型是混料模型中研究甚少但却有广泛实际应用意义的一类模型．与以往根据经验法则
取得设计点不同的是，文章基于一类非线性混料指数模型，通过优化函数 ｆｍｉｎｃｏｎ搜索出二分量混料指数模型
的Ｄ最优设计，并用等价性定理证明该设计的Ｄ最优性．
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０　引　言

混料试验设计［１－３］被广泛应用于食品加工、

化工、医药、农业等行业，越来越受到大家的关注．
怎样保证估计量在精确性方面具有某种优良性质

并且使试验成本较低，从而更有效地选取设计点，

是混料试验设计的研究范畴．目前的混料试验设
计多是建立在线性模型上，如 Ｆｅｄｏｒｏｖ［４］、Ｃｏｒ
ｎｅｌｌ［５］、Ｍａｎｄａｌ等［６］和 Ｓｉｎｈａ等［７］，这些模型可以

用ｑ变量系统的ｑ阶多项式模型来表示［８－９］：

η＝∑
ｑ

ｉ＝１
βｉｘｉ＋∑

ｉ≤ｊ
βｉｊｘｉｘｊ＋∑

ｉ≤ｊ≤ｋ
βｉｊｋｘｉｘｊｘｋ＋… ＋

　　β１２…ｑｘ１ｘ２…ｘｑ，

其中ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｑ）满足∑
ｑ

ｉ＝１
ｘｉ＝１，通常将这类

多项式模型统称为线性混料模型．
目前学者对线性混料模型研究甚多，研究手

法较为成熟．但实际应用中很多问题用线性模型
去拟合总存在一定误差．因此，对非线性混料模
型［１０－１１］的最优设计问题进行研究十分必要．由于
非线性混料模型信息矩阵的逆求解过于复杂，从

而衍生出的一种方法是将原本的非线性模型进行

泰勒展开，使其转化成常见的幂函数的线性模型．
此做法本质上解决的仍是线性问题，难免会产生

一定的误差，因此，有必要对非线性混料模型进行

更为深入的探讨．２０１２年朱志彬等［１２］基于ｂｅｃｋｅｒ
模型提出了非线性分式混料模型，并研究了二分
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量模型的 Ｄ最优设计．２０１５年张崇岐等［１３］提出了

一类含常数项的混料指数模型，并直接在单纯形格

子点上研究了模型的Ｄ最优设计．本文提出一类特
殊的混料指数模型，通过在试验域内多次迭代得到

模型的Ｄ最优设计，并用等价定理来证明该设计的
Ｄ最优性．

１　模型构造

实际生活中很多产品都是由多种物质混合制

作而成的，如面包、药品和饮料等．不同成分之间
占比的变化将会影响最终产品的质量．为了生产
出质量更佳的产品，得到最优的配料比例，减少成

本，需要寻找最优混料试验设计．
假设某产品有 ｑ种成分，它们在生产中的比

例分别为ｘ１，…，ｘｑ，显然 ｘ１≥０，…，ｘｑ≥０，且 ｘ１＋
…＋ｘｑ＝１．故混料的试验区域为

Ｓｑ－１＝｛（ｘ１，…，ｘｑ）｜ｘｉ≥０，ｉ＝１，…，ｑ，ｘ１＋…
＋ｘｑ＝１｝．

考虑一般的线性回归模型，其基本形式为

ｙ＝βＴｆ（ｘ）＋ε，
其中，ｙ是响应变量，ε是随机误差，β＝（β１，β２，
…，βｋ）

Ｔ是 ｋ维未知参数向量，ｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），
ｆ２（ｘ），…，ｆｋ（ｘ））

Ｔ为已知的关于设计点 ｘ＝（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｑ）∈Ｓ

ｑ－１的实值函数向量．一般假设
Ｅ（ε）＝０，Ｖａｒ（ε）＝δ２．

与线性回归模型不同的是，非线性回归模型

Ｇ（ｘ，β）的一般表达式如下：
ｙ＝Ｇ（ｘ，β）＋ε．

目前国内对非线性混料模型的研究较少，常

见的非线性混料模型包括非线性混料指数模型和

非线性分式可加混料模型，其中以非线性混料指

数模型更为常见．
现考虑二分量非线性混料指数模型

η＝β１ｘ１＋β２ｅα
ｘ２＋ε （１）

其中，η是响应变量，β１，β２和α是待估参数，ε是
均值为０、方差为σ２的随机误差，ｘ１＋ｘ２＝１．不失
一般性，本文考虑当α＝１时的情况：

η＝β１ｘ１＋β２ｅ
ｘ２＋ε （２）

就模型（２）讨论它的 Ｄ最优性，显然模型具
有两个未知参数，因此，必须找到一个两点设计使

其满足Ｄ最优性．设在试验区域Ｘ中的一个设计
ξ为

ξ＝
ｘ１ ｘ２
!１ !

( )
２

，

其中，ｘ１＝（ｘ１１，ｘ１２），ｘ２＝（ｘ２１，ｘ２２）为不同的支撑
点，０≤!１，!２≤１，! １＋! ２＝１．记 ｆ（ｘ）＝（ｘ１，
ｅｘ２））Ｔ．

设计ξ所对应的信息矩阵Ｍ（ξ）为

Ｍ（ξ）＝∑
２

ｉ＝１
!ｉｆ（ｘｉ）ｆ

Ｔ（ｘｉ），

且与模型η相对应的方差函数为
ｄ（ｘ，ξ）＝ｆＴ（ｘ）Ｍ－１（ξ）ｆ（ｘ）．

在混料试验设计中，若存在设计 ξ使得信息
矩阵的Ｍ（ξ）的行列式最大化，即

｜Ｍ（ξ）｜＝ｍａｘ｜Ｍ（ξ）｜，
称ξ为Ｄ最优设计．

由等价定理可知，对连续回归模型与紧致空

间而言，ξ称为模型η的Ｄ最优设计当且仅当ξ

满足

ｍａｘ
Ｘ
ｄ（ｘ，ξ）＝ｑ．

２　主要结果

根据Ｄ最优准则可知，Ｄ最优设计是最小化
｜Ｍ－１（ξ）｜或最大化｜Ｍ（ξ）｜的设计．首先计算出
模型（２）在设计ξ下的信息矩阵

Ｍ（ξ）＝
ｘ１１ ｘ２１
ｅｘ１２ ｅｘ( )２２ !１ ０

０
!

( )
２

ｘ１１ ｅｘ１２

ｘ２１ ｅｘ






２２
＝

!１ｘ１１ !２ｘ２１
!１ｅ

ｘ１２
!２ｅ

ｘ( )２２ ｘ１１ ｅｘ１２

ｘ２１ ｅｘ






２２
＝

!１ｘ
２
１１＋!２ｘ

２
２１ !１ｘ１１ｅ

ｘ１２＋
!２ｘ２１ｅ

ｘ２２

!１ｘ１１ｅ
ｘ１２＋

!２ｘ２１ｅ
ｘ２２

!１ｅ
２ｘ１２＋

!２ｅ
２ｘ







２２
．

其次，计算设计ξ在模型（２）下的信息矩阵行列式

｜Ｍ（ξ）｜＝
!１ｘ

２
１１＋!２ｘ

２
２１ !１ｘ１１ｅ

ｘ１２＋
!２ｘ２１ｅ

ｘ２２

!１ｘ１１ｅ
ｘ１２＋

!２ｘ２１ｅ
ｘ２２

!１ｅ
２ｘ１２＋

!２ｅ
２ｘ２２

＝

（
!１ｘ

２
１１＋!２ｘ

２
２１）×（!１ｅ

２ｘ１２＋
!２ｅ

２ｘ２２）－
（
!１ｘ１１ｅ

ｘ１２＋
!２ｘ２１ｅ

ｘ２２）２＝
!

２
１ｘ
２
１１ｅ
２ｘ１２＋

!１!２ｘ
２
１１ｅ
２ｘ２２＋

!１!２ｘ
２
２１ｅ
２ｘ１２＋

!

２
２ｘ
２
２１ｅ
２ｘ２２－

!１ｘ
２
１１ｅ
２ｘ１２－２

!１!２ｘ１１ｘ２１ｅ
ｘ１２＋ｘ２２－

!

２
２ｘ
２
２１ｅ
２ｘ２２＝

!１!２（ｘ
２
１１ｅ
２ｘ２２－２ｘ１１ｘ２１ｅ

ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ２２１ｅ
２ｘ１２）＝

（
!１!２）（ｘ１１ｅ

ｘ２２－ｘ２１ｅ
ｘ１２）２．

由约束条件
!１＋!２＝１进一步可得

２３
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｜Ｍ（ξ）｜＝（!１－!
２
１）（ｘ１１ｅ

ｘ２２－ｘ２１ｅ
ｘ１２）２，

因此有

ｍａｘ（｜Ｍ（ξ）｜）＝ｍａｘ（!１－!
２
１）ｍａｘ（ｘ１１ｅ

ｘ２２－
　　ｘ２１ｅ

ｘ１２）２．
其中，０＜

!１＜１，易知当!１＝!２＝１／２时，ｍａｘ（ｘ１－
!

２
１）＝１／４．然而求ｍａｘ（ｘ１１ｅ

ｘ２２－ｘ２１ｅ
ｘ１２）２就可以转

化为方程ｆ（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ１１ｅ
ｘ２２－ｘ２１ｅ

ｘ１２）２的有约束

的非线性规划问题．为避免局部最小的影响，根据
ＭＡＴＬＡＢ中的优化函数 ｆｍｉｎｃｏｎ，使用默认的内点
法，随机产生１０组初始值进行计算，得到结果如
表１．

表１　ｆ（ｘ１，ｘ２）函数的１０组不同初始值计算结果
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｔｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｆｕｎｃ

ｔｉｏｎｆ（ｘ１，ｘ２）

初始值

（ｘ１１，ｘ２１）
（ｘ１１ｅ

ｘ２２－

ｘ２１ｅ
ｘ１２）２

迭代次数
最终值

（ｘ１１，ｘ２１）
（０．２，０．３） １ １８ （０，１）
（０．５，０．７） １ １９ （０，１）
（０．１，０．６） １ １５ （０，１）
（０．３，０．９） １ １７ （０，１）
（０．４，０．８） １ １７ （０，１）
（０．２，０．７） １ １２ （０，１）
（０．０，０．３） １ １８ （０，１）
（０．８，０．９） １ １４ （０，１）
（０．６，１．０） １ ２２ （０，１）
（０．５，０．９） １ １９ （０，１）

　　从表１可以知道，１０组不同初始值对应的最
终值都是（０，１），且（ｘ１１ｅ

ｘ２２－ｘ２１ｅ
ｘ１２）２＝１，迭代次

数在２０次左右，显然另一设计点为（１，０）．
此外，根据方程ｆ（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ１ｅ

ｘ２－ｘ２ｅ
ｘ１）２，在

区域０≤ｘ１≤１，０≤ｘ２≤１，用 ＭＡＴＬＡＢ画出对应的
三维立体图形，从图１中也可以得到在（０，１）和
（１，０）时，ｍａｘ（（ｘ１ｅ

ｘ２－ｘ２ｅ
ｘ１）２）＝１．

图１　ｆ（ｘ１，ｘ２）函数的三维图
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｆ（ｘ１，ｘ２）

　　由此可以得到模型（２）的Ｄ最优设计

ξ ＝
（０，１） （１，０）
０．５ ０．( )５ ．

对于模型（２），证明所得的设计 ξ是设计域
上的Ｄ最优设计．该设计的信息矩阵 Ｍ（ξ）与它
的逆Ｍ－１（ξ）

Ｍ（ξ）＝

１
２

１
２

１
２

１
２ｅ

２＋










１
２

，

Ｍ－１（ξ）＝
２＋２
ｅ２

－２
ｅ２

－２
ｅ２

２
ｅ











２

．

由此可得方差函数

ｄ（ｘ；ξ）＝ｆＴ（ｘ）Ｍ－１（ξ）ｆ（ｘ）＝

　（ｘ１　ｅ
ｘ２）Ｍ－１（ξ）

ｘ１
ｅｘ( )２ ＝

　２
ｅ２
（ｅ２ｘ２－２ｘ１ｅ

ｘ２＋ｘ２１＋ｘ
２
１ｅ
２）＝

　２ｅ－２ｘ１－２ｘ１ｅ
－１－ｘ１＋ｘ２１＋

ｘ２１
ｅ( )２ ，

其中，０≤ｘ１，ｘ２≤１，ｘ１＋ｘ２＝１，通过 ＭＡＴＬＡＢ画出
ｄ（ｘ；ξ）在区间［０，１］范围的曲线图，如图２．

图２　ｄ（ｘ；ξ）的曲线图
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｇｒａｐｈｏｆｄ（ｘ；ξ）

　　从图２可以看出 ｄ（ｘ；ξ）在区间［０，１］内的
值都小于等于２（模型１有２个未知参数），而且
只有当 ｘ１＝０和 ｘ１＝１时，ｄ（ｘ；ξ）＝２，由此可

以证明 ξ ＝
（０，１） （１，０）
０．５ ０．( )５ 是模型（２）的 Ｄ最

优设计．

３　结束语

在各种不同的混料模型中，非线性混料模型

３３
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因其在实际生活中存在广泛的应用价值而成为当

前研究热点．由于该模型计算非常复杂，算法效率
低，没有一套相对完善的理论，因此，需要进一步

的深入研究．本文以二分量非线性混料指数模型

为基础，通过多次迭代得到该模型的Ｄ最优设计，
并用等价定理来证明该设计的 Ｄ最优性．在未来
的研究中，可以考虑对更高阶的非线性混料指数

模型的最优设计问题做出进一步探讨．
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