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完全二部图 Ｋ１１，ｎ（１１≤ｎ≤８８）的点可区别 Ｅ全染色

汉大玮，陈祥恩

（西北师范大学 数学与统计学院，甘肃 兰州　７３００７０）

摘　要：设图Ｇ是简单图，如果给图Ｇ中相邻的２个顶点染有不同的颜色，并且让这２个顶点的每条关联边和
关联边的端点染不相同颜色的一个全染色称为图Ｇ的一个全染色 ｆ。如果满足条件对ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｕ≠ｖ，存
在Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），那么ｆ叫做图Ｇ的一个Ｅ全染色，简称为ＶＤＥＴ染色。文章利用反证法和分析法，讨论完全二
部图Ｋ１１，ｎ（１１≤ｎ≤８８）的点可区别Ｅ全染色问题，并利用构造染色法，给出完全二部图Ｋ１１，ｎ（１１≤ｎ≤８８）的最
优点可区别Ｅ全染色染色方案。
关键词：Ｅ全染色；ＶＤＥＴ染色；ＶＤＥＴ染色色数；完全二部图
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　　在图论研究中，图的染色问题具有极其重要
的研究意义和应用价值，二部图的一系列点可区

别是否正常边染色、点染色以及一系列未必正常

全染色等好多问题，图论的研究者仍然追求解决

这一系列有趣的难题。

设Ｇ是一个简单图。如果给图Ｇ的全体顶点
以及顶点的边染色，染色规则为对图 Ｇ的任选２

个相邻的顶点用不同的颜色进行染色，任选２个
相邻的边用不同的颜色进行染色，边与这条边的

关联顶点所染的颜色不一样，这种染色叫做图 Ｇ
的一个正常全染色（简称为全染色）。Ｘ表示图 Ｇ
的某一个顶点，Ｃ（Ｘ）表示顶点 Ｘ所染颜色及与 Ｘ
顶点相关联的边所染颜色构成的一个集合，把

Ｃ（Ｘ）称为顶点 Ｘ的色集合。本文讨论完全二部
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图的点可区别的一类未必正常全染色。如果给图

Ｇ的任意相邻顶点着有不同的颜色，且让顶点的
每条关联边与关联边的顶点着不相同颜色的一个

全染色，叫做图Ｇ的一个 Ｅ全染色。设 Ｇ的一个
Ｅ全染色ｆ，如果满足条件对ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｕ≠ｖ，
有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），则称 ｆ为图 Ｇ的一个点可区别
Ｅ全染色，简称为 ＶＤＥＴ染色。图 Ｇ的点可区别
Ｅ全色数：ｅｖｔ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｋ｜Ｇ存在 ｋＶＤＥＴ染
色｝。

文献［１－２］提出了图的点可区别正常边染色
等概念，文献［３－６］陈祥恩团队讨论了完全二部
图、轮、星、扇、圈和路的点可区别染色；文献［７－
８］研究了完全二部图的点可区别 Ｅ全染色；文献
［９－１２］中讨论了完全二部图 Ｋ２，ｎ、Ｋ３，ｎ、Ｋ６，ｎ和
Ｋ７，ｎ的点可区别 Ｅ全染色；文献［１３－１４］讨论了
完全图和合成图的点可区别正常边染色；文献

［１５］中得出了 ｍＣ４的一般点可区别全染色。本
文主要利用反证法和分析法研讨 Ｋ１１，ｎ（１１≤ｎ≤
８８）的点可区别Ｅ－全染色，并且利用构造染色法
得到Ｋ１１，ｎ的点可区别 Ｅ－全染色色数，并得到其
最佳染色方案。令 Ｖ（Ｋ１１，ｎ）＝Ｘ∪Ｙ，Ｅ（Ｋ１１，ｎ）＝
｛ｕｉｖｊ：１≤ｉ≤１１，１≤ｊ≤ｎ｝，其中 Ｘ＝｛ｕ１，ｕ２，…，
ｕ１１｝，Ｙ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝。

１　主要定理及证明过程

定理１　当１１≤ｎ≤２８时，ｅｖｔ（Ｋ１１，ｎ）＝６。

证明　用反证法证。先假设完全二部图 Ｋ１１，ｎ
可以用５种颜色点可区别染色，用颜色１，２，３，４，５
分别染色，下面利用结构分析法，则只可分为以下

４种情况进行讨论。
情形１．ｕ１，ｕ２，…，ｕ１１１１个顶点所染的颜色中

互不相同的仅有一种。不妨设 ｆ（ｕｉ）＝１（ｉ＝１，２，
…，１１），则每个Ｃ（ｖｊ）都不能用颜色１去染色。因
此｛１，２，３，４，５｝的子集中可作为 Ｃ（Ｙ）的数目为
５－１( )２

＋
５－１( )３

＋
５－１( )４

＝１１。当 １２≤ｎ≤２８

时，Ｙ中的 ｎ个顶点不能用１１个集合染色，矛盾。
下面只需考虑 ｎ＝１１的情形。令 Ａ＝Ａ１∪Ａ２，其
中：Ａ１＝｛｛２，３｝，｛２，４｝，｛２，５｝，｛３，４｝，｛３，５｝，
｛４，５｝｝；Ａ２＝｛｛２，３，４｝，｛２，３，５｝，｛３，４，５｝，｛２，４，
５｝，｛２，３，４，５｝｝。

当ｎ＝１１时，Ａ１中的２子集起码有６个集合
属于Ｃ（Ｙ），因此，在所染２，３，４，５的颜色中至少
有某３种颜色包含在每个Ｃ（ｕｉ）中，不妨设２，３，４
∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３，
４｝，｛１，２，３，４，５｝｝，２个集合不能给 Ｘ中的１１个
顶点染色，矛盾。

情形２．ｕ１，ｕ２，…，ｕ１１１１个顶点所染的颜色中
互不相同的仅有２种。不妨设ｆ（ｕｉ）∈｛１，２｝（ｉ＝
１，２，…，１１），则不能用颜色 １或颜色 ２在每个
Ｃ（ｖｊ）是２子集时进行染色。因此，｛１，２，３，４，５｝

中的子集可作为 Ｃ（Ｙ）的数目为 ( )５２ ＋( )５３ ＋
( )５４ ＋( )５５ －７＝１９。当２０≤ｎ≤２８时，Ｙ中的ｎ个
顶点不能用１９个集合去染色，矛盾。下面只需探讨
当１１≤ｎ≤１９时的情形。令Ｂ＝Ｂ１∪Ｂ２∪Ｂ３，其中，
Ｂ１＝｛｛３，４｝，｛３，５｝，｛４，５｝｝；Ｂ２＝｛｛１，２，３｝，｛１，
２，４｝，｛１，２，５｝｝；Ｂ３＝｛｛１，３，４｝，｛１，３，５｝，｛１，４，
５｝，｛２，３，４｝，｛２，３，５｝，｛２，４，５｝，｛３，４，５｝，｛１，２，
３，４｝，｛１，２，３，５｝，｛１，２，４，５｝，｛１，３，４，５｝，｛２，３，
４，５｝，｛１，２，３，４，５｝｝。

下面将情形２分以下２种情况进行讨论：
情形２．１．Ｃ（Ｙ）Ｂ２，不妨设为｛１，２，３｝，由

｛１，２，３｝是Ｙ中顶点的色集合，可得１，２∈Ｃ（ｕｉ）
（ｉ＝１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２｝，｛１，２，３｝，
｛１，２，４｝，｛１，２，５｝，｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，５｝，｛１，２，
４，５｝，｛１，２，３，４，５｝｝，８个集合不能给 Ｘ中的１１
个顶点去染色，矛盾。

情形２．２．Ｃ（Ｙ）Ｂ２，以下仅考虑当１１≤ｎ≤
１６时的情形。这时，在Ｂ１∪Ｂ３中至多有５个集合
不属于Ｃ（Ｙ），下面分为２种情况进行讨论：

情形２．２．１．Ｃ（Ｙ）Ｂ１，不妨设为｛３，４｝，可得
３∈Ｃ（ｕｉ）或４∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１）。不妨设
前者成立，此时在 Ｂ３中至多有 ５个集合不在 Ｙ
中，设为Ｃ（Ｙ）｛Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４，Ａ５｝，则 Ｃ（Ｘ）
｛｛１，３｝，｛２，３｝，｛１，２，３｝｝，８个集合不能给 Ｘ中
的１１个顶点去着色，矛盾。

情形２．２．２．Ｃ（Ｙ）Ｂ１，以下只需讨论１１≤ｎ
≤１３的情形，在Ｂ３中最多也就有２个集合不属于
Ｃ（Ｙ），不妨设为 Ｂ１，Ｂ２，因此，需要包含１或２的
２子集至少有６个集合属于Ｃ（Ｘ），才能够给 Ｘ中
的１１个顶点分别着色。

１１
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（１）｛１，２｝∈Ｃ（Ｘ），设Ｃ（ｕｉ０）＝｛１，２｝，可得：
１∈Ｃ（ｕｉ）或２∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１）。不妨设
前者成立，从而每个 Ｃ（ｖｊ）只能是以下集合之一：
｛１，３，４｝，｛１，３，５｝，｛１，４，５｝，｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，
５｝，｛１，２，４，５｝，｛１，２，３，４，５｝，７个集合不能给 Ｙ
中的ｎ个顶点染色，矛盾。

（２）Ｃ（Ｘ）｛１，２｝，则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，３｝，｛１，
４｝，｛１，５｝，｛２，３｝，｛２，４｝，｛２，５｝｝，可得：３，４，５中
的３种色全都包含在每个 Ｃ（ｖｊ）中，不妨设３，４，５
∈Ｃ（ｖｊ）（ｊ＝１，２，…，ｎ）。从而 Ｃ（Ｙ）｛｛１，３，４，
５｝，｛２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，５｝｝，３个集合不能给 Ｙ
中的ｎ个顶点分别着色，矛盾。

情形３．ｕ１，ｕ２，ｕ３…，ｕ１１这１１个顶点所着颜色
中不一样的仅有３种。不妨设ｆ（ｕｉ）∈｛１，２，３｝（ｉ＝
１，２，…，１１），则当Ｃ（ｖｊ）是２子集时，不能用颜色１，
２或颜色３进行染色，且不能用｛１，２，３｝对每个
Ｃ（ｖｊ）进行着色。因此，｛１，２，３，４，５｝的子集中可

作为Ｃ（Ｙ）的数目为 ( )５２ ＋( )５３ ＋( )５４ ＋( )５５ －１０＝
１６。当１７≤ｎ≤２８时，矛盾。下面只需考虑当１１≤
ｎ≤１６时的情形。令 Ｃ＝Ｃ１∪Ｃ２∪Ｃ３，其中，Ｃ１＝
｛｛４，５｝｝；Ｃ２＝｛｛１，２，４｝，｛１，２，５｝，｛１，３，４｝，｛１，
３，５｝，｛２，３，４｝，｛２，３，５｝｝；Ｃ３＝｛｛１，４，５｝，｛２，４，
５｝，｛３，４，５｝，｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，５｝，｛１，２，４，５｝，
｛１，３，４，５｝，｛２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，５｝｝。

以下分２种子情形讨论：
情形３．１．Ｃ（Ｙ）｛｛４，５｝｝，则 Ｃ２∪Ｃ３中至

多有５个集合属于 Ｃ（Ｙ），设 Ｃ（Ｙ）｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，
Ｃ４，Ｃ５｝。由｛４，５｝∈Ｃ（Ｙ），可得４∈Ｃ（ｕｉ）或５∈
Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１）。不妨设后者成立，由于
Ｃ（ｕｉ）≠Ｃ（ｖｊ），从而 Ｃ（Ｘ）｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４，Ｃ５，
｛１，５｝，｛２，５｝，｛３，５｝｝，矛盾。

情形３．２．Ｃ（Ｙ）｛｛４，５｝｝，则 Ｃ２∪Ｃ３中至
多有４个集合不属于 Ｃ（Ｙ），设 Ｃ（Ｙ）｛Ｄ１，Ｄ２，

Ｄ３，Ｄ４｝，且Ｃ２中至少有一个集合属于Ｃ（Ｙ），不妨
设｛１，２，４｝∈Ｃ（Ｙ），则｛１，２｝至少给 Ｃ（ｕｉ）着色２
次，剩余的 Ｃ（ｕｉ）包含｛１，３｝或｛２，３｝。由于
Ｃ（ｕｉ）≠Ｃ（ｖｊ），从而 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，
３｝，｛１，２，３｝，Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４｝，矛盾。

情形４．ｕ１，ｕ２，ｕ３…，ｕ１１这１１个顶点所染颜色
中互不相同的仅有４种。不妨设ｆ（ｕｉ）∈｛１，２，３，
４｝（ｉ＝１，２，…，１１），则每个 Ｃ（ｖｊ）都不是２子集，
且每个Ｃ（ｖｊ）也都不是｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，
４｝，｛２，３，４｝，｛１，２，３，４｝，因此，｛１，２，３，４，５｝的子

集可作为Ｃ（Ｙ）的数目为( )５３ ＋( )５４ ＋( )５５ －５＝１１。
当１２≤ｎ≤２８时，矛盾。下面仅探讨当 ｎ＝１１时
的情形。｛１，２，５｝，｛１，３，５｝，｛１，４，５｝，｛２，３，５｝，
｛２，４，５｝，｛３，４，５｝中每一个集合都属于 Ｃ（Ｙ），因
此，１，２，３，４中的其中 ３种颜色都包含在每个
Ｃ（ｕｉ）中，由于Ｃ（ｕｉ）≠Ｃ（ｖｊ），从而 Ｃ（ｕｉ）｛｛１，
２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，４｝，｛３，４，５｝，｛１，
２，３，４｝｝，６个集合不能给 Ｙ中的 ｎ个顶点着色，
故矛盾。

因此，完全二部图 Ｋ１１，ｎ不能用５种颜色进行
点可区别 Ｅ全染色，那么当 １１≤ｎ≤２８时，有
ｅｖｔ（Ｋ１１，ｎ）≥６。下面用构造染色法给出 Ｋ１１，ｎ６种
颜色的点可区别Ｅ全染色最优染色方案。

表１列出了ｆ２８（表１的第一行代表Ｘ中１１个
顶点ｕｉ（１≤ｉ≤１１）的色集合，其中 －２６表示顶点
不用颜色２和６着色，第二行代表Ｘ中１１个顶点
ｕｉ（１≤ｉ≤１１）所染的颜色，其中１表示顶点用１着
色，第三行３４（３）表示用３染顶点 ｖ１，ｖ１的关联边
ｕ１ｖ１，ｕ２ｖ１，…ｕ１１ｖ１分别用４，４，４，４，４，４，４，４，４，４，
４染色，以下如此类推）。当１１≤ｎ≤２８时，Ｋ１１，２８
的６种颜色的点可区别 Ｅ全染色 ｆ２８，在由 Ｘ∪
｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｊ｝中显然是 Ｋ１１，ｊ的６种颜色的点可区
别Ｅ全染色ｆｊ所导出的子图所限制的。

表１　Ｋ１１，２８顶点ｖｊ（１１≤ｊ≤２８）关联边的染色方案
Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｅｄｇｅｓｏｆｖｅｒｔｅｘｖｊｏｆＫ１１，２８ｗｈｅｎ（１１≤ｊ≤２８）

Ｙ中点的色
及色集合

Ｘ中点的色及色集合
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５ ｕ６ ｕ７ ｕ８ ｕ９ ｕ１０ ｕ１１

－２５（１） －１６（２） －２６（１） －５（１） －２（１） －１（２） －５６（１）－２５６（１） －６（２） －１５（２） （２）
ｖ１，３４（３） ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４
ｖ２，３５（５） ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３
ｖ３，３６（３） ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６
ｖ４，４５（４） ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５
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（续表１）

Ｙ中点的色
及色集合

Ｘ中点的色及色集合
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５ ｕ６ ｕ７ ｕ８ ｕ９ ｕ１０ ｕ１１

－２５（１） －１６（２） －２６（１） －５（１） －２（１） －１（２） －５６（１）－２５６（１） －６（２） －１５（２） （２）
ｖ５，４６（４） ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６
ｖ６，２４５６（６） ４ ４ ４ ４ ４ ４ ２ ４ ５ ４ ５
ｖ７，１３５（５） ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ３ １ ３ １
ｖ８，１３６（６） １ ３ １ １ １ ３ １ １ １ ３ １
ｖ９，１４５（５） １ ４ １ １ １ ４ １ ４ １ ４ １
ｖ１０，１４６（６） １ ４ １ ４ １ ４ ４ ４ １ ４ １
ｖ１１，２３４（４） ３ ２ ３ ２ ３ ２ ２ ３ ２ ２ ３
ｖ１２，２３５（５） ３ ３ ３ ２ ３ ３ ２ ３ ３ ３ ３
ｖ１３，２３６（６） ３ ３ ３ ２ ３ ３ ２ ３ ３ ３ ３
ｖ１４，２４５（５） ４ ４ ４ ２ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４
ｖ１５，２４６（６） ４ ４ ４ ２ ４ ４ ２ ４ ４ ４ ４
ｖ１６，３４５（５） ４ ４ ４ ３ ４ ４ ３ ４ ４ ４ ４
ｖ１７，３４６（６） ４ ４ ４ ３ ４ ４ ４ ４ ３ ４ ３
ｖ１８，３５６（６） ３ ３ ５ ３ ５ ３ ３ ３ ３ ３ ５
ｖ１９，４５６（５） ４ ４ ５ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ６
ｖ２０，１２３５（５） ３ ３ ３ ２ ３ ３ ２ ３ ３ ３ １
ｖ２１，１２３６（６） ３ ３ ３ ３ ３ ３ ２ ３ １ ３ ３
ｖ２２，１２４５（５） ４ ４ ４ ４ ４ ４ ２ ４ ４ ２ １
ｖ２３，１２４６（６） ４ ４ ４ ４ ４ ４ ２ ４ ４ ２ １
ｖ２４，１３４６（６） ３ ４ ４ ４ ３ ３ ３ ３ ４ ３ １
ｖ２５，２３５６（６） ３ ５ ３ ３ ３ ３ ２ ３ ３ ３ ３
ｖ２６，３４５６（６） ４ ５ ４ ３ ４ ３ ３ ３ ３ ４ ３
ｖ２７，１２３５６（６） ３ ５ ３ ２ ３ ３ ３ ３ ３ ３ １
ｖ２８，１２４５６（６） ４ ５ ４ ４ ４ ４ ２ ４ ４ ４ １

　　定理２　当２９≤ｎ≤８８时，有ｅｖｔ（Ｋ１１，ｎ）＝７。
证明　用反证法证明。假设 Ｋ１１，ｎ可以用６种

颜色进行点可区别 Ｅ全染色，则用颜色１，２，３，４，
５，６去着色，利用结构分析法，则可分为以下５种
情形进行探讨。

情形１．ｕ１，ｕ２，…，ｕ１１１１个顶点所染的颜色中
互不相同的仅有一种。不妨设 ｆ（ｕｉ）＝１（ｉ＝１，２，
…，１１），则每个 Ｃ（ｖｊ）都不能用颜色１染色。因
此，｛１，２，３，４，５，６｝的子集中可作为 Ｃ（Ｙ）的数目

为
６－１( )２

＋
６－１( )３

＋
６－１( )４

＋
６－１( )５

＝２６。２６

个集合不能给Ｙ中的ｎ个顶点分别着色，矛盾。
情形２．ｕ１，ｕ２，…，ｕ１１１１个顶点所着颜色中不

一样的仅有２种。可设 ｆ（ｕｉ）∈｛１，２｝（ｉ＝１，２，
…，１１），则不能用颜色１或颜色２在每个Ｃ（ｖｊ）是
２子集时进行染色。这样，｛１，２，３，４，５，６｝的子集

中可作为Ｃ（Ｙ）的数目为 ( )６２ ＋( )６３ ＋( )６４ ＋( )６５ ＋
( )６６ －９＝４８。当４９≤ｎ≤８８时，矛盾。下面仅考
虑当２９≤ｎ≤４８时的情形。令Ｂ＝Ｂ１∪Ｂ２∪Ｂ３，其
中，Ｂ１＝｛｛３，４｝，｛３，５｝，｛３，６｝，｛４，５｝，｛４，６｝，
｛５，６｝｝；Ｂ２＝｛｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，２，５｝，｛１，
２，６｝｝；Ｂ３为｛１，２，３，４，５，６｝子集的所有４、５、６
子集和除去 Ｂ２中的３子集所构成的集合，共 ３８
个集合。

由上面分类可以得到，在Ｂ中有２６个包含１，
２的集合，在Ｂ中有２９个包含３，４，５，６的子集合。
这样，每个Ｃ（ｕｉ）至少有３种颜色才能进行正常染
色，故Ｃ（Ｘ）Ｂ２∪Ｂ３，Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ）Ｂ，有１１＋ｎ
≤４８，可得ｎ≤３７。因此，当３８≤ｎ≤４８时，矛盾。
以下只需对２９≤ｎ≤３７时的情形进行讨论。
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情形２．１．Ｃ（Ｙ）Ｂ２，因此，１，２∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝
１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｙ）Ｂ１。否则，假设 Ｃ（Ｙ）
Ｂ１，则３，４，５，６中至少有一种颜色在每个Ｃ（ｕｉ）中
出现，不妨设３∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１），从而１，
２，３∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，
３｝，｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，５｝，｛１，２，３，６｝，｛１，２，３，
４，５｝，｛１，２，３，４，６｝，｛１，２，３，５，６｝，｛１，２，３，４，５，
６｝｝，矛盾。因为Ｂ１中的集合均不属于Ｃ（Ｘ）和Ｃ
（Ｙ），且４２≤１１＋ｎ≤４８，所以当３１≤ｎ≤３７时，４２
个集合不能给Ｘ和Ｙ中的（１１＋ｎ）个顶点着色，矛
盾。因此，只需考虑当２９≤ｎ≤３０时的情形，当２９
≤ｎ≤３０时，Ｂ２中至多有一个集合不属于Ｃ（Ｙ）。

情形２．１．１．Ｃ（Ｘ）Ｂ２，不妨设｛１，２，３｝是 Ｘ
中点的色集合，由于｛４，５，６｝为 Ｙ中顶点色集合，
且｛１，２，３｝∩｛４，５，６｝＝，矛盾。

情形２．１．２．Ｃ（Ｘ）Ｂ２，则 Ｃ（Ｙ）Ｂ２，又｛３，
４，５｝，｛３，４，６｝，｛４，５，６｝，｛３，４，５，６｝∈Ｃ（Ｙ），故
颜色 ３，４，５，６中的至少某 ２种色出现在每个
Ｃ（ｕｉ）中，从而Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，５｝，
｛１，２，３，６｝，｛１，２，４，５｝，｛１，２，４，６｝，｛１，２，５，６｝，
｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，６｝，｛１，２，３，５，６｝，｛１，２，
４，５，６｝，｛１，２，３，４，５，６｝｝。不妨设Ｃ（ｕｉ）＝｛１，２，
３，４｝，ｆ（ｕｉ０）＝１，由于｛１，５，６｝∈Ｃ（Ｙ），则不能同
时正常染色，矛盾。即｛１，２，３，４｝

!

Ｃ（Ｘ），１０个集
合不能给Ｘ中的１１个顶点进行染色，矛盾。

情形２．２．Ｃ（Ｙ）Ｂ２。
情形２．２．１．Ｃ（Ｘ）Ｂ２，不妨设 Ｃ（ｕｉ０）＝｛１，

２，３｝，ｆ（ｕｉ０）＝１，则Ｃ（ｖｊ）包含颜色２或３，故Ｃ（Ｙ）
｛｛４，５｝，｛４，６｝，｛５，６｝，｛１，４，５｝，｛１，４，６｝，｛１，
５，６｝，｛４，５，６｝，｛１，４，５，６｝｝，且 Ｃ（Ｘ）｛｛４，５｝，
｛４，６｝，｛５，６｝，｛４，５，６｝｝，则 １１＋ｎ≤４８－４，有
ｎ≤３３。当３４≤ｎ≤３７时，矛盾。以下只考虑２９≤
ｎ≤３３时的情形。

（１）Ｃ（Ｙ）｛｛３，４｝，｛３，５｝，｛３，６｝｝，不妨设
Ｃ（ｖｊ０）＝｛３，４｝，ｆ（ｖｊ０）＝４，则Ｃ（ｕｉ）包含颜色３，那
么Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，４｝，｛１，２，５｝，｛１，２，６｝，｛１，４，
５｝，｛１，４，６｝，｛１，５，６｝｝，从而１１＋ｎ≤４８－４－６，
ｎ≤２７，矛盾。

（２）Ｃ（Ｙ）｛｛３，４｝，｛３，５｝，｛３，６｝｝，则１１＋
ｎ≤４８－４－３，ｎ≤３０，当３１≤ｎ≤３７时，矛盾。以
下仅考虑２９≤ｎ≤３０时的情形。此时，Ｃ（Ｘ）
｛｛１，２，５｝，｛１，２，６｝，｛２，５，６｝｝，从而１１＋ｎ≤４８
－７－３，ｎ≤２７，矛盾。

情形２．２．２．Ｃ（Ｘ）Ｂ２，此时，Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ）
Ｂ１∪Ｂ３，有１１＋ｎ≤３８＋６，ｎ≤３３。因此，当３４
≤ｎ≤３７时，矛盾。以下仅考虑２９≤ｎ≤３３时的情
形。此时Ｂ１中至少有２个集合属于Ｃ（Ｙ）。

（１）Ｂ１中恰有２个或３个集合属于 Ｃ（Ｙ），因
此，在颜色３，４，５，６中至少有某一种色同时出现
在每个Ｃ（ｕｉ）中，不妨设３∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，
１１）。则Ｃ（Ｘ）｛｛１，４，５｝，｛１，４，６｝，｛１，５，６｝，
｛２，４，５｝，｛２，４，６｝，｛２，５，６｝｝。由Ｃ（Ｙ）｛｛１，４，
５｝，｛１，４，６｝，｛１，５，６｝｝，可得包含颜色２的Ｃ（Ｘ）
至少包含４，５，６中的某２种共同的颜色，设对每
个满足ｆ（ｕｊ）＝２的ｕｊ都有ａ，ｂ∈Ｃ（ｕｊ），这里 ａ＜
ｂ，ａ，ｂ∈｛４，５，６｝。由于｛４，５｝∩｛ａ，ｂ｝≠，则可
得颜色４，５中至少有某一种色同时出现在每个
Ｃ（ｕｉ）中，不妨设４∈Ｃ（ｕｉ）（ｉ＝１，２，…，１１），从而
Ｃ（Ｘ）｛｛１，３，４，５｝，｛２，３，４，５｝，｛１，３，４，５，６｝，
｛２，３，４，５，６｝，｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，６｝，｛１，２，
３，４，５，６｝｝，矛盾。

（２）Ｂ１中恰有４个或５个集合属于 Ｃ（Ｙ），则
在颜色３，４，５，６中至少有某２种颜色同时出现在
每个Ｃ（ｕｉ）中，不妨设３，４∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，
１１）。则｛１，５，６｝，｛２，５，６｝，｛１，２，５，６｝Ｃ（Ｘ）且
至少有１个集合属于 Ｃ（Ｙ），设 Ｃ（ｖｊ０）＝｛１，２，５，
６｝，ｆ（ｖｊ０）＝６，则Ｃ（ｕｉ）包含｛１，２｝，｛１，５｝或｛２，５｝
（ｉ＝１，２，…，１１），因此，Ｃ（Ｘ）｛｛１，３，４，５｝，｛２，
３，４，５｝，｛１，２，３，４｝，｛１，３，４，５，６｝，｛２，３，４，５，６｝，
｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，６｝，｛１，２，３，４，５，６｝｝，
矛盾。

（３）Ｃ（Ｙ）Ｂ１，这样在颜色３，４，５，６中至少
有某３种色将同时出现在每个 Ｃ（ｕｉ）中，假设３，
４，５∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１）。从而 Ｃ（Ｘ）
｛｛１，３，４，５｝，｛２，３，４，５｝，｛１，３，４，５，６｝，｛２，３，４，
５，６｝，｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，５，６｝｝，矛盾。

情形３．ｕ１，ｕ２，…，ｕ１１１１个顶点所染的颜色中
互不相同的仅有 ３种。不妨设 ｆ（ｕｉ）∈｛１，２，３｝
（ｉ＝１，２，…，１１），则当 Ｃ（ｖｊ）是２子集时，不包含
颜色１，２或３，且每个 Ｃ（ｖｊ）都不是｛１，２，３｝。因
此，｛１，２，３，４，５，６｝的子集可作为 Ｃ（Ｙ）的数目为

( )６２ ＋( )６３ ＋( )６４ ＋( )６５ ＋( )６６ －１３＝４４。当４５≤ｎ
≤８８时，矛盾。下面只需讨论当２９≤ｎ≤４４时的
情形。令Ｃ＝Ｃ１∪Ｃ２∪Ｃ３，其中：Ｃ１＝｛｛４，５｝，｛４，
６｝，｛５，６｝｝；Ｃ２＝｛｛１，２，４｝，｛１，２，５｝，｛１，２，６｝，

４１



　第１期 汉大玮等：完全二部图Ｋ１１，ｎ（１１≤ｎ≤８８）的点可区别Ｅ全染色 　　　

｛１，３，４｝，｛１，３，５｝，｛１，３，６｝，｛２，３，４｝，｛２，３，５｝，
｛２，３，６｝｝；Ｃ３是｛１，２，３，４，５，６｝子集中的所有４、
５、６子集和除去 Ｃ２∪｛｛１，２，３｝｝中的３子集，共
有３２个子集合。

由上面的分类可以得到在集合 Ｃ中包含 ２５
个含ｉ的子集合（ｉ＝１，２，３），包含２８个含ｊ的子集
合（ｊ＝４，５，６），因此，每个 Ｃ（ｕｉ）中至少有３种颜
色出现，故Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３｝｝∪Ｃ２∪Ｃ３，Ｃ（Ｘ）∪
Ｃ（Ｙ）｛｛１，２，３｝｝∪Ｃ，有 １１＋ｎ≤１＋４４，可得
ｎ≤３４，从而当３５≤ｎ≤８８时，矛盾。下面只需探
讨２９≤ｎ≤３４时的情形。

情形３．１．Ｃ（Ｘ）｛１，２，３｝，则｛４，５｝，｛４，６｝，
｛５，６｝，｛４，５，６｝均不属于 Ｃ（Ｘ）和 Ｃ（Ｙ），那么
Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ）｛｛１，２，３｝｝∪Ｃ２∪Ｃ３＼｛｛４，５，
６｝｝，即１１＋ｎ≤１＋９＋３２－１，ｎ≤３０。当３１≤ｎ≤
３４时，矛盾。当２９≤ｎ≤３０时，设 Ｃ（ｕｉ０）＝｛１，２，
３｝，ｆ（ｕｉ０）＝１，则｛１，４，５｝，｛１，４，６｝，｛１，５，６｝都不
属于Ｃ（Ｙ）但同时都属于Ｃ（Ｘ）。那么Ｃ（Ｙ）Ｃ２，
则Ｃ（Ｙ）Ｃ３＼｛１，４，５｝，｛１，４，６｝，｛１，５，６｝，｛４，５，
６｝，有ｎ≤３２－４＝２８，矛盾。

情形３．２．Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３｝｝，此时 Ｃ（Ｘ）
Ｃ２∪Ｃ３，Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ）Ｃ，有１１＋ｎ≤４４，ｎ≤３３。
故以下只需对２９≤ｎ≤３３时的情形进行探讨，这
时Ｃ中至多有４个集合不属于Ｃ（Ｘ）和Ｃ（Ｙ）。

情形３．２．１．Ｃ（Ｙ）Ｃ１。此时颜色４，５，６中
至少有某２种颜色同时在每个Ｃ（ｕｉ）中出现，不妨
设４，５∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１）。则 Ｃ（Ｘ）Ｃ２，
此时Ｃ（Ｘ）Ｃ３，且 Ｃ２中至多有４个集合不属于
Ｃ（Ｙ），因此，１，２，３∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１），从而
Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，５，６｝｝，矛盾。

情形３．２．２．Ｃ１中恰有一个或２个子集合不
属于Ｃ（Ｘ）和Ｃ（Ｙ）。此时在颜色４，５，６中至少有
某一种色同时出现在每个 Ｃ（ｕｉ）中，假设 ４∈
Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，５｝，
｛１，２，６｝，｛１，３，５｝，｛１，３，６｝，｛２，３，５｝，｛２，３，
６｝｝，且至多有３集合不属于Ｃ（Ｙ），那么由以上可
以得到１，２，３∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｘ）
｛｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，６｝，｛１，
２，３，４，５，６｝｝，故矛盾。

情形３．２．３．Ｃ１中的集合都是 Ｘ和 Ｙ中顶点
色集合，假设｛４，５，６｝是 Ｙ中某顶点 ｖｊ０的色集合，
设ｆ（ｖｊ０）＝６，可得每个 Ｃ（ｕｉ）包含颜色４或颜色
５，则｛１，２，６｝，｛１，３，６｝，｛２，３，６｝不属于Ｃ（Ｘ），但

至多有一个不属于 Ｃ（Ｙ），可得 １，２，３∈Ｃ（ｕｉ），
（ｉ＝１，２，…，１１），则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３，４｝，｛１，２，
３，５｝，｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，６｝，｛１，２，３，５，６｝，
｛１，２，３，４，５，６｝｝。

情形３．２．４．Ｃ１Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ），且 Ｃ２∪Ｃ３中
至多有一个集合不属于 Ｃ（Ｘ）和 Ｃ（Ｙ），则下面只
需对２９≤ｎ≤３０的情形进行讨论：

（１）Ｃ（Ｘ）Ｃ２，则在Ｃ２中至少有８个集合属
于Ｃ（Ｙ），可得１，２，３∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１），则
Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３，４｝，｛１，２，３，５｝，｛１，２，３，４，５｝，
｛１，２，３，４，６｝，｛１，２，３，５，６｝，｛１，２，３，４，５，６｝｝，
矛盾。

（２）Ｃ（Ｘ）Ｃ２，不妨设 Ｃ（ｕｉ０）＝｛１，２，４｝，
ｆ（ｕｉ０）＝１，又｛３，５，６｝为Ｙ中顶点色集合，且｛１，２，
４｝∩｛３，５，６｝＝，故矛盾。

情形４．ｕ１，ｕ２，ｕ３…，ｕ１１１１个顶点所染的颜色
中互不相同的仅有４种。不妨设ｆ（ｕｉ）∈｛１，２，３，
４｝（ｉ＝１，２，…，１１），则当 Ｃ（ｖｊ）是２子集时，不含
颜色１，２，３或４，且每个Ｃ（Ｙ）｛｛１，２，３｝，｛１，２，
４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，４｝，｛１，２，３，４｝｝，因此，｛１，２，

３，４，５，６｝的子集可作为 Ｃ（Ｙ）的数目为 ( )６２ ＋
( )６３ ＋( )６４ ＋( )６５ ＋( )６６ －１４－５＝３８。当３９≤ｎ≤
８８时，矛盾。下面仅考虑 ２９≤ｎ≤３８时的情形。
令Ｄ＝Ｄ１∪Ｄ２∪Ｄ３，其中，Ｄ１＝｛｛５，６｝｝；Ｄ２＝
｛｛１，２，５｝，｛１，２，６｝，｛２，３，５｝，｛２，３，６｝，｛３，４，
５｝，｛３，４，６｝，｛１，３，５｝，｛１，３，６｝，｛１，４，６｝，｛２，４，
５｝，｛２，４，６｝｝；Ｄ３是｛１，２，３，４，５，６｝所有子集合中
的５子集、６子集和除去｛１，２，３，４｝及不在 Ｄ２∪
｛｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，４｝｝中的３
子集，共２６个。

通过以上分类可以得出 Ｄ中包含 ｉ集合的共
有２２个（ｉ＝１，２，３，４），包含 ｊ集合的有２８个（ｊ＝
５，６），因此，在每个 Ｃ（ｕｉ）中至少有３种颜色同时
出现，故Ｃ（Ｘ）Ｄ２∪Ｄ３∪｛｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，
｛１，３，４｝，｛２，３，４｝，｛１，２，３，４｝｝，Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ）
Ｄ∪｛｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，４｝，｛１，
２，３，４｝｝，有 １１＋ｎ≤３８＋５，即 ｎ≤３２。从而当
３３≤ｎ≤３８时，矛盾。这样以下只需要讨论当２９≤
ｎ≤３２时的情形。

情形４．１．Ｃ（Ｙ）｛｛５，６｝｝，因此，５∈Ｃ（ｕｉ）
或６∈Ｃ（ｕｉ），（ｉ＝１，２，…，１１）。不妨设后者成立，
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则Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，
４｝，｛１，２，３，４｝｝，故Ｃ（Ｘ）∪Ｃ（Ｙ）Ｄ，即１１＋ｎ≤
３８，ｎ≤２７，２７个集合不能分别给 Ｙ中的 ｎ个顶点
进行染色，矛盾。

情形４．２．Ｃ（Ｙ）｛５，６｝，则 Ｃ（Ｘ）｛｛１，２，
３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，４｝，｛１，２，３，４｝｝，不
妨设Ｃ（ｕｉ０）＝｛１，２，３｝，ｆ（ｕｉ０）＝１，则每个 Ｃ（ｖｊ）
包含颜色２或颜色３，故Ｃ（Ｙ）｛｛１，４，５｝，｛１，４，
６｝，｛１，５，６｝，｛４，５，６｝，｛１，４，５，６｝｝且至少有一个
子集合是Ｘ中某顶点ｕｉ１的色集合，不妨设 Ｃ（ｕｉ１）
＝｛１，４，５｝，ｆ（ｕｉ１）＝１，则每个Ｃ（ｖｊ）包含颜色４或
颜色５，那么 Ｃ（Ｙ）｛｛１，２，６｝，｛１，３，６｝，｛２，３，
６｝，｛１，２，３，６｝｝，Ｃ（Ｙ）Ｄ２∪Ｄ３＼｛｛１，４，５｝，｛１，
４，６｝，｛１，５，６｝，｛４，５，６｝，｛１，４，５，６｝，｛１，２，６｝，
｛１，３，６｝，｛２，３，６｝，｛１，２，３，６｝｝，有 ｎ≤１２＋２５－
９，得ｎ≤２８，得出矛盾。

情形５．ｕ１，ｕ２，ｕ３…，ｕ１１中这１１个顶点所染的
颜色中互不相同的仅有５种。不妨设ｆ（ｕｉ）∈｛１，
２，３，４，５｝（ｉ＝１，２，…，１１），则每个２子集都不属
于Ｃ（ｖｊ），且｛１，２，３，４，５｝的３子集、４子集、５子

集都不属于 Ｃ（ｖｊ），共有 ( )５３ ＋( )５４ ＋( )５５ ＝１６，因
此，｛１，２，３，４，５，６｝的子集可作为 Ｃ（Ｙ）的数目为

( )６３ ＋( )６４ ＋( )６５ ＋( )６６ －１６＝２６，矛盾。
　　因此，Ｋ１１，ｎ不能用６种颜色进行点可区别 Ｅ
全染色，那么当２９≤ｎ≤８８时，ｅｖｔ（Ｋ１１，ｎ）≥７。下
面利用构造染色法给出Ｋ１１，ｎ的一个最优７种颜色
进行点可区别Ｅ全染色的染色方案。

首先，对ｆ８８进行染色，让完全二部图Ｋ１１，ｎ所导
出的由Ｘ∪｛ｖ１，ｖ２，…，ｖ２８｝的构成子图按照表１给
出的６种颜色进行染色，然后对剩余的顶点以及
剩余顶点的关联边去染色，让 ｖｊ（２９≤ｊ≤４４）和这
些顶点所关联的一些边按照下面表２的方法进行
染色；让顶点 ｖ４４，ｖ４５，…，ｖ４８分别按照下列色集合
的方法进行染色：用所有包含颜色７的３，４，５，
６子集，但不包含以下任意一个集合：｛１，２，７｝，
｛１，３，４，５，７｝，｛１，３，４，６，７｝，｛２，３，４，６，７｝，｛１，３，
４，５，６，７｝，｛２，３，４，５，６，７｝，｛２，３，４，６，７｝，｛１，２，
３，４，７｝，｛１，２，３，４，５，７｝和｛１，２，３，４，６，７｝中的任
意一个，顶点ｖｊ和顶点ｖｊ的关联边ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，…ｕ１１
ｖｊ，的具体染色方案在表３中列出。当２９≤ｊ≤８８
时，Ｋ１１，８８的７种颜色点可区别 Ｅ全染色对 ｆ８８进行
染色，在由Ｘ∪｛ｖ１，ｖ２…ｖｊ｝所导出的子图上的限制
很明显是完全二部图Ｋ１１，ｊ的７种颜色点可区别 Ｅ
全染色ｆｊ。

表２　Ｋ１１，８８顶点ｖｊ（２９≤ｊ≤４４）关联边的染色方案
Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｅｄｇｅｓｏｆｖｅｒｔｅｘｖｊｏｆＫ１１，８８ｗｈｅｎ（２９≤ｊ≤４４）

Ｙ中点的色
及色集合

Ｘ中点的色及色集合
ｕ１ ｕ２ ｕ３ ｕ４ ｕ５ ｕ６ ｕ７ ｕ８ ｕ９ ｕ１０ ｕ１１

－２６（１）－１６（２）－２５（１）－１５（２） －２（１） －１（２） －５６（１）－２５６（１）－６（２） －５（１） （２）
ｖ２９，３７（３） ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７
ｖ３０，４７（４） ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７
ｖ３１，５７（７） ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５ ５
ｖ３２，６７（７） ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６
ｖ３３，１３４５（５） ３ ４ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ４ ４ １
ｖ３４，２３４５（５） ３ ２ ４ ２ ４ ２ ２ ４ ４ ４ ２
ｖ３５，１３４６（６） ４ ４ ３ ４ ３ ３ ３ ３ １ ３ １
ｖ３６，２３４６（６） ３ ４ ３ ３ ３ ３ ３ ３ ４ ３ ２
ｖ３７，１３４５６（５） ３ ４ ４ ４ ４ ４ ３ ４ １ ４ ６
ｖ３８，２３４５６（６） ５ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ５ ４ ２
ｖ３９，１２３４（４） ３ ３ ３ ３ ３ ３ ２ ３ １ ２ ３
ｖ４０，１３４（６） ３ ３ ３ ３ ４ ４ ４ ３ １ ４ ３
ｖ４１，１２３４５（５） ４ ４ ３ ３ ３ ３ ２ ３ １ ２ ３
ｖ４２，１２３４６（６） ４ ４ ３ ３ ４ ４ ２ ４ ４ ２ １
ｖ４３，１２３４５６（５） ３ ３ ３ ６ ３ ６ ２ ３ １ ２ ３
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表３　Ｋ１１，８８顶点ｖｊ（４５≤ｊ≤８８）及与顶点相关联边
的染色方案

Ｔａｂｌｅ３　Ｄｙｅｉｎｇｓｃｈｅｍｅｆｏｒｖｅｒｔｅｘｖｊａｎｄｔｈｅｉｒａｓｓｏｃｉａｔｅｄｅｄ
ｇｅｓｏｆＫ１１，８８ｗｈｅｎ（４５≤ｊ≤８８）

限制条件　　
点ｖｊ所构成

颜色的集合

点ｖｊ及相关

联边的颜色

３≤ａ≤６ ｛１，ａ，７｝ ａ；７７７７７７７７１７１

２≤ａ＜ｂ≤６ ｛ａ，ｂ，７｝ ｂ；７７７７７７７７７７ａ

２≤ａ＜ｂ≤６ ｛１，ａ，ｂ，７｝ ｂ；７７７７７７７７１７ａ

２≤ａ＜ｂ＜ｃ≤６ ｛ａ，ｂ，ｃ，７｝ ｃ；７７７７７ａ７７７７ｂ

２≤ａ＜ｂ＜ｃ≤６ ｛１，ａ，ｂ，ｃ，７｝ ｃ；７７７７７ａ７１７７ｂ

２≤ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ≤６ ｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，７｝ ｄ；７７７ａｂ７７７７ａｂ

２≤ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ≤６ ｛１，ａ，ｂ，ｃ，ｄ，７｝ ｄ；７７７７ａｂ７７１ａｂ

２　结　语

　　先利用分析法和反证法得到当２９≤ｎ≤８８的
时候，用６种颜色不能对完全二部图 Ｋ１１，ｎ进行点
可区别染色。因此，当２９≤ｎ≤８８时，ｅｖｔ（Ｋ１１，ｎ）
≥７。然后利用构造染色法，得到用７种颜色可以
对完全二部图 Ｋ１１，ｎ进行点可区别 Ｅ全染色，这样
就可以确定出完全二部图Ｋ１１，ｎ的ＶＤＥＴ色数为７。
当ｎ≥８９时，不能用７种颜色进行染色，将对完全
二部图Ｋ１１，ｎ的点可区别Ｅ全染色色数继续进行研
究。在后面的研究中，可能会继续利用本文所用

到的方法，对完全二部图 Ｋ１１，ｎ进行讨论并计算出
其相对应的点可区别 Ｅ全染色色数，但这个证明
过程非常长，因此，证明省略。
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