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０　引　言

本文研究不可压 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕＬｉｆ
ｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程：

ｔρ＋ｄｉｖ（ρｕ）＝０ （１）
ｔ（ρｕ）＋ｄｉｖ（ρｕｕ）＋$ｐ＝μΔｕ－"$

·（
$

ｄ⊙$

ｄ）
（２）

ｔｄ＋ｕ·$

ｄ＋α１ｄ×Δｄ＝α２Δｄ－α３（１＋｜ｄ｜
２）ｄ

（３）
ｄｉｖｕ＝０ （４）

其中，（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ），Ω＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２）｜｜ｘｉ｜＜
Ｄ（ｉ＝１，２）｝表示二维周期域；ρ和 ｕ分别代表流

体的密度和速度场；ｐ是压强函数；ｄ（ｘ，ｔ）：Ω→
Ｓ２，表示在Ｒ３的单位球上的磁化场；μ，"，α１，α２，
α３是常数，其中 μ，"，α２，α３＞０，α１＜０；运算符号
$

是梯度算子；
$

·是散度算子；
$

ｄ⊙$

ｄ是一个
２×２阶矩阵

$ｉｄ·$ｊｄ（１≤ｉ，ｊ≤２）。
其初始条件：

（ρ，ｕ，ｄ）｜ｔ＝０＝（ρ０，ｕ０，ｄ０） （５）
在式（１）～（４）中，若ｄ是常向量，则原方程是

一个常粘性非齐次不可压 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程。现
在对于一般的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组的研究相对成
熟，Ｌｉｏｎｓ［１］对不可压 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组作了比
较系统性的研究，对可压缩的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程
组的研究主要见 Ｌｉｏｎｓ［２］和 Ｆｅｉｒｅｉｓｌ等［３４］。但是
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对于三维ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组的弱解的正则性和
唯一性问题至今仍未解决。

若取式（１）～（４）中ｕ＝０，ρ是一个常数，并且
如果式（３）中α２Δｄ－α３（１＋｜ｄ｜

２）ｄ项是ｄ×（ｄ×
Δｄ），则式（１）～（４）变为ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程［５－６］

ｔｄ＝ｄ×Δｄ－"

ｄ×（ｄ×Δｄ） （６）
式（６）无耗散项时为

ｔｄ＝ｄ×Δｄ （７）
对于式（７），Ａｌｏｕｇｅｓ等［７］和Ｓｕｌｅｍ等［８］讨论了在一

定条件下该方程的弱解的存在性及唯一性问题；郭

柏灵等［６］、Ｚｈｏｕ等［９－１１］和Ｙｏｕ等［１２］证明了在一维

情况下的整体弱解的存在性、非线性初边值问题

整体弱解的存在性，及多维情况下整体弱解的存

在性。对于式（６）的解的存在性问题，Ｇｕｏ等［１３］

在１９９７年已经讨论，在文中证明了式（６）局部弱
解的存在性，又通过拓展得到整体解的存在性。

当不考虑速度和密度时，式（１）～（４）就是
ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程［１４－１５］

ｔｄ＝Δｄ＋ｄ×Δｄ－"

｜ｄ｜２ｄ，
对此方程的研究近年有显著进展：２０１６年Ｌｅ［１６］证
明了方程弱解的存在性，并讨论了弱解的正则性；

２０１９年Ａｙｏｕｃｈ等［１７］讨论了一类含Ｃａｐｕｔｏ分数阶
弱导数的时空ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程弱解的整
体存在性并推导出在一维空间情况下的唯一性；

近两年Ｊｉａ和Ｇｕｏ等［１８－２０］研究了ｍ维闭黎曼流形
上的 ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程局部解的存在性、
一维可压缩ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程初值问题的
整体光滑解的存在唯一性、具有周期初始值的

ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程在二维和三维空间中其
光滑解的存在唯一性。

本文参考Ｗａｎｇ等［２１］证明二维 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ
ＬａｎｄａｕＬｉｆｓｈｉｔｚ方程弱解的存在性的 ＦｅａｄｏＧａｌｅｒ
ｋｉｎ方法，研究二维不可压 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＬａｎｄａｕ
ＬｉｆｓｈｉｔｚＢｌｏｃｈ方程的整体弱解的存在性。

下面给出本文的主要结果：

定理１（存在性）　假设初始数据满足以下
条件：

０＜ρ≤ρ０≤ρ＜∞ （８）

ｕ０∈Ｌ
２（Ω），$ｄ０∈Ｌ

２（Ω），ｄｉｖｕ０＝０ （９）
则对任意的Ｔ＞０，式（１）～（４）存在弱解（ρ，ｕ，ｄ）
且满足：

０＜ρ≤ρ≤ρ＜∞ （１０）

ｕ∈Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））∩Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））
（１１）

ｄ∈Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））∩Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ２（Ω））
（１２）

１　预备知识

在这里先给出一些符号表示。在本文中 Ｃ是
变常数；Ｗｋ，ｐ和 Ｈｓ是 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间，Ｌｐ（［０，Ｔ］；
Ｌｑ（Ω））是带有时间的Ｓｏｂｏｌｅｖ空间，其中的元素关
于时间变量ｐ次可积，关于空间变量ｑ次可积。

引理１（ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式）［２２］　假
设ΩＲｄ（ｄ≥１）是一个有界开集，且满足Ω∈
Ｃ０，１，ｍ∈Ｎ，１≤ｐ，ｑ，ｒ≤∞，那么存在常数 Ｃ＞０使
得ｕ∈Ｗｍ，ｐ（Ω）∩Ｌｑ（Ω）有

‖Ｄαｕ‖Ｌｒ（Ω）≤Ｃ‖ｕ‖
θ
Ｗｍ，ｐ（Ω）‖ｕ‖

１－θ
Ｌｑ（Ω），

其中，０≤｜α｜≤ｍ－１，θ＝｜α｜／ｍ且｜α｜－ｄ／ｒ＝θ
（ｍ－ｄ／ｐ）－（１－θ）ｄ／ｑ；若 ｍ＝｜α｜－ｄ／ｐＮ０，θ
∈［｜α｜／ｍ，１］上述不等式也成立。

引理２（Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理）［２３］　Ｓｏｂｏｌｅｖ空间
Ｗｋ，ｐ（Ｒｎ），若ｋ＞ｌ且１≤ｐ＜ｑ＜∞满足（ｋ－ｌ）ｐ＜ｎ
和１／ｑ＝１／ｐ－（ｋ－ｌ）／ｎ，则

Ｗｋ，ｐ（Ｒｎ）Ｗｌ，ｑ（Ｒｎ）
并且此嵌入连续。在 ｋ＝１且 ｌ＝０的特殊情况
下有

Ｗ１，ｐ（Ｒｎ）Ｌｐ（Ｒｎ），
其中，ｐ与ｐ是Ｓｏｂｏｌｅｖ共轭：１／ｐ ＝１／ｐ－１／ｎ．

特别地，由引理１与引理２有下列不等式在
ｎ＝２的情况下成立，且将在下节中用到：

若ｕ∈Ｌ２（Ω）且$

ｕ∈Ｌ２（Ω），则有

‖ｕ‖Ｌ４（Ω）≤Ｃ‖ｕ‖
１
２
Ｌ２（Ω）‖$

ｕ‖
１
２
Ｌ２（Ω）

（１３）
引理３（ＡｕｂｉｎＬｉｏｎｓ引理）［２４］　假设 Ｂａｎａｃｈ

空间Ｘ，Ｙ，Ｚ满足ＸＹＺ并且Ｘ→→Ｙ，则有
Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｘ）∩｛φ：ｔφ∈Ｌ

１（［０，Ｔ］；Ｚ）｝→→
Ｌｑ（［０，Ｔ］；Ｙ），１≤ｑ≤∞，

Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｘ）∩｛φ：ｔφ∈Ｌ
ｒ（［０，Ｔ］；Ｚ）｝→→

Ｃ（［０，Ｔ］；Ｙ），１≤ｒ≤∞。

２　存在性证明

在本节中通过构造逼近解，说明了其局部存

在性，又对逼近解做一致整体的线性估计，从而证

８４
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明弱解的整体存在性。

首先构造一个逼近解序列：

令

Ｈ＝｛ｇ∈Ｃ∞０（Ω），$·ｇ＝０在Ｌ
２中的闭包

Ｖ＝｛ｈ∈Ｌ２｝ （１４）
令｛ｊ｝∞ｊ＝１Ｈ是下列方程的特征函数：

－Δｗ＝" ｊｗ，
｛ψｊ｝∞ｊ＝１Ｖ是下列方程的特征函数：

－Δη＝δｊη，
其中，０＜

"１≤ "２≤…；０＜δ１≤δ２≤…；ｊ和 ψｊ是

Ｈ与Ｖ的正交基：∫
Ω
ｉ·ｊｄｘ＝０（ｉ≠ ｊ），∫

Ω
ψｉ·

ψｊｄｘ＝０（ｉ≠ｊ）。
对于ｍ，ｎ，式（１）～（４）有近似解ｕｍｎ和ｄｍｎ：

ｕｍｎ ＝∑
ｍ

ｊ＝ｉ
ｇｊｍ（ｔ）ｊ （１５）

ｄｍｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝ｉ
ｈｊｎ（ｔ）ψｊ （１６）

那么就有

ｔρｍｎ＋ｕｍｎ·$ρｍｎ＝０ （１７）

∫
Ω
ρｍｎｕ′ｍｎ·ｊｄｘ＋μ∫

Ω
$

ｕｍｎ·$ｊｄｘ＋

　∫
Ω
（ρｍｎｕｍｎ·$

）ｕｍｎ·ｊｄｘ＝

　
"∫Ω$ｄｍｎ⊙ $

ｄｍｎ：$ｊｄｘ （１８）

∫
Ω
ｄ′ｍｎ·ψｊｄｘ＋∫

Ω
ｕｍｎ·$

ｄｍｎ·ψｊｄｘ＋

　α１∫
Ω
（ｄｍｎ×Δｄｍｎ）·ψｊｄｘ＋α２∫

Ω
$

ｄｍｎ·

　
$ψｊｄｘ＋α３∫

Ω
ｄｍｎ·ψｊｄｘ＋

　α３∫
Ω
｜ｄｍｎ｜

２ｄｍｎ·ψｊｄｘ＝０ （１９）

ρｍｎ（ｘ，０）＝ρ０ｍｎ（ｘ），ｕｍｎ（ｘ，０）＝ｕ０ｍｎ（ｘ），
　ｄｍｎ（ｘ，０）＝ｄ０ｍｎ（ｘ） （２０）

其中，ｊ＝１，２，…ｍ。式（１７）～（２０）是关于ｇｊｍｎ和
ｈｊｍｎ的常微分系统，根据常微分方程组存在性理论
可以得到 Ｔ０ ＞０，使得常微分系统式（１７）～
（２０）有光滑解（ｇｊｍｎ，ｈｊｍｎ），并且可以将解延拓到
区间［０，Ｔ］。

下面对上述的逼近解进行先验估计。

引理４　假设定理１的条件成立，则式（１７）～
（２０）的解满足如下估计：

０＜ρ≤ρｍｎ≤ρ＜∞ （２１）

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ωρｍｎ｜ｕｍｎ｜２＋"｜$ｄｍｎ｜２ｄｘ＋

　μ∫
Ω
｜
$

ｕｍｎ｜
２ｄｘ＋α２∫

Ω
｜
$

ｄｍｎ｜
２ｄｘ＋

　
"α３∫

Ω
｜
$

ｄｍｎ｜
２ｄｘ＋

"α３∫
Ω
｜ｄｍｎ｜

２｜
$

ｄｍｎ｜
２ｄｘ＋

　 １２"α３∫
Ω
｜
$

｜ｄｍｎ｜
２｜２ｄｘ＝０ （２２）

证明　根据式（１７）由特征线法易证得式
（２１），现证式（２２）。

在式（１８）中选取ｕｍｎ为测试函数
１
２
ｄ
ｄｔ∫Ωρｍｎ｜ｕｍｎ｜２ｄｘ＋μ∫Ω｜$ｕｍｎ｜２ｄｘ＝

　
"∫

Ω
（
$

ｄｍｎ⊙ $

ｄｍｎ）：$ｕｍｎｄｘ （２３）

在此用到由式（１７）得到的一个事实
１
２
ｄ
ｄｔ∫Ωρｍｎ｜ｕｍｎ｜２ｄｘ＝∫Ωρｍｎｕ′ｍｎ·ｕｍｎ＋

　　（ρｍｎｕｍｎ·$

ｕｍｎ）·ｕｍｎｄｘ。
类似地，式（１９）中选取Δｄｍｎ为测试函数
１
２
ｄ
ｄｔ∫Ω｜$ｄｍｎ｜２ｄｘ－∫Ωｕｍｎ·$

ｄｍｎ·$

ｄｍｎｄｘ＋

　∫Ωα２｜$ｄｍｎ｜２＋α３｜$ｄｍｎ｜２＋
　α３｜ｄｍｎ｜

２｜
$

ｄｍｎ｜
２＋

　 １２α３｜$｜ｄｍｎ｜
２｜２ｄｘ＝０ （２４）

其中，∫Ω（ｄｍｎ×Δｄｍｎ）·Δｄｍｎｄｘ＝０。
同时又注意到，通过分部积分有

∫Ωｕ·$

ｄ·ｄｄｘ＝∑
２

ｉ，ｊ＝１
∑
３

ｋ＝１
∫
Ω
ｕｉｉｄｋｊｊｄｘ＝

　 －∑
２

ｉ，ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
∫Ωｊｕｉｉｄｋｊｄｋ＋ｕｉｊｉｄｋｊｄｋｄｘ＝

　 －∫
Ω
$

ｄ⊙ $

ｄ：
$

ｕｄｘ＋

　∑
２

ｉ，ｊ＝１
∑
３

ｋ＝１
∫Ωｉｕｉ１２（ｊｄｋ）２ｄｘ＝

　 －∫Ω$ｄ⊙ $

ｄ：
$

ｕｄｘ。

式（２３）～（２４）的
"

倍相加得

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ωρｍｎ｜ｕｍｎ｜２＋"｜$ｄ〗ｍｎ｜２ｄｘ＋

　μ∫Ω｜$ｕｍｎ｜２ｄｘ＋α２∫Ω｜Δｄｍｎ｜２ｄｘ＋
　

"α３∫Ω｜$ｄｍｎ｜２ｄｘ＋

９４
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"α３∫

Ω
｜ｄｍｎ｜

２｜
$

ｄｍｎ｜
２ｄｘ＋

　 １２"α３∫Ω｜$｜ｄｍｎ｜２｜２ｄｘ＝０ （２５）

根据引理 ４，用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式易得下列推
论。

推论１　下列不等式成立
‖ｕｍｎ‖Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋‖ｕｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））≤Ｃ

（２６）
‖ｄｍｎ‖Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））＋‖ｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ２（Ω））≤Ｃ

（２７）
引理５　下列估计成立

‖ｔｕｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ－１（Ω））≤Ｃ （２８）
证明　由式（１８）、式（１３）和分部积分可得

ρ∫
Ｔ

０∫Ωｕ′ｍｎ·ｊｄｘｄｔ≤
∫
Ｔ

０∫Ωρｍｎｕ′ｍｎ·ｊｄｘｄｔ≤
｜μ｜‖$

ｕｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））‖$ｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋
ｃ‖ｕｍｎ‖Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））‖ $

ｕｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））

‖ $ｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋ｃ‖ $

ｄｍｎ‖Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））

‖Δｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））‖ $ｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω）），

即‖ｔｕｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ－１（Ω））≤Ｃ得证。
引理６

‖ｔｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ－１（Ω））≤Ｃ （２９）
证明　由式（１９）知

∫
Ｔ

０∫Ωｄ′ｍｎ·ψｊｄｘｄｔ≤
∫
Ｔ

０∫Ω（ｕｍｎ·$

ｄｍｎ）·ψｊｄｘｄｔ＋

｜α１｜∫
Ｔ

０∫Ω（ｄｍｎ×Δｄｍｎ）·ψｊｄｘｄｔ＋
｜α２｜∫

Ｔ

０∫Ω$ｄｍｎ·$ψｊｄｘｄｔ＋

｜α３｜∫
Ｔ

０∫Ωｄｍｎ·ψｊｄｘｄｔ＋
｜α３｜∫

Ｔ

０∫Ω｜ｄｍｎ｜２ｄｍｎ·ψｊｄｘｄｔ。
通过分部积分可得

∫Ω（ｄ×Δｄ）·ψｊｄｘ＝－∫Ω（ｄ×$

ｄ）：
$ψｊｄｘ，

因此，

∫
Ｔ

０∫Ωｄ′ｍｎ·ψｊｄｘｄｔ≤
　‖ｕｍｎ‖Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））‖ｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ∞（Ω））

　‖ $ψｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋

　｜α１｜‖ｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ∞（Ω））‖ $

ｄｍｎ‖Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））

　‖ $ψｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋｜α２｜‖ $

ｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））

　‖ $ψｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋
　｜α３｜‖ｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））‖ψｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））＋
　｜α３｜‖ｄｍｎ‖

２
Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ４（Ω））‖ｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ∞（Ω））

　‖ψｊ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））。

由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入易得
‖ｔｄｍｎ‖Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ－１（Ω））≤Ｃ。

上述所有估计的界与ｍ和ｎ无关，根据Ｓｏｂｏ
ｌｅｖ嵌入定理和 ＡｕｂｉｎＬｉｏｎｓ引理知可选择 （ρｍｎ，
ｕｍｎ，ｄｍｎ）的子序列（仍记为（ρｍｎ，ｕｍｎ，ｄｍｎ）），使得
当ｍ→∞或ｎ→∞时
ｕｍｎｕ，弱收敛，在 Ｌ

２（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））中 （３０）
ｕｍｎｕ，弱收敛，在Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｌ

２（Ω））中 （３１）
ｕｍｎ→ｕ，强收敛，在Ｌ

２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））中 （３２）
ｕｍｎ→ｕ，几乎处处收敛，在 Ｌ

２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））中

（３３）
类似可得

ｄｍｎ→ｄ，弱收敛，在 Ｌ
２（［０，Ｔ］；Ｈ２（Ω））中 （３４）

ｄｍｎ→ｄ，弱收敛，在Ｌ∞（［０，Ｔ］；Ｈ
１（Ω））中 （３５）

ｄｍｎ→ｄ，强收敛，在Ｌ
２（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））中 （３６）

ｄｍｎ→ｄ，几乎处处收敛，在Ｌ
２（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））中

（３７）
由上述收敛，易得下列收敛

∫
Ｔ

０∫Ωρｍｎｕ′ｍｎ·ｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ωρｕｔ·ｊｄｘｄｔ （３８）

∫
Ｔ

０∫Ω$ｕｍｎ·$ｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ω$ｕ·ｊｄｘｄｔ （３９）

∫
Ｔ

０∫Ωｄ′ｍｎ·ψｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ωｄｔ·ψｊｄｘｄｔ （４０）

∫
Ｔ

０∫Ω$ｄｍｎ·$ψｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ω$ｄ·$ψｊｄｘｄｔ （４１）

∫
Ｔ

０∫Ωｄｍｎ·ψｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ωｄ·ψｊｄｘｄｔ （４２）

接下来考虑其余非线性项：

对于∫
Ｔ

０∫Ω（ρｍｎｕｍｎ·$

）ｕｍｎ·ｊｄｘｄｔ这一项，

因为在Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））中，ｕｍｎ→ｕ，强收敛且几
乎处处收敛，且在Ｌ２（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））中，ｕｍｎｕ，
据弱收敛引理有下列收敛

∫
Ｔ

０∫Ω（ρｍｎｕｍｎ·$

）ｕｍｎ·ｊｄｘｄｔ

　∫
Ｔ

０∫Ω（ρｕ·$

）ｕ·ｊｄｘｄｔ （４３）

０５
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类似地有

∫
Ｔ

０∫Ω$ｄｍｎ⊙ $

ｄｍｎ：$ｊｄｘｄｔ

　∫
Ｔ

０∫Ω$ｄ⊙ $

ｄ：
$ｊｄｘｄｔ （４４）

对于项∫
Ｔ

０∫Ωｕｍｎ·$

ｄｍｎ·ψｊｄｘｄｔ，

∫
Ｔ

０∫Ω（ｕｍｎ·$

ｄｍｎ－ｕ·$

ｄ）·ψｊｄｘｄｔ＝

　∫
Ｔ

０∫Ω（ｕｍｎ·$

ｄｍｎ－ｕｍｎ·$

ｄ＋ｕｍｎ·$

ｄ－

　ｕ·
$

ｄ）·ψｊｄｘｄｔ＝

　∫
Ｔ

０∫Ωｕｍｎ（$ｄｍｎ－$

ｄ）ψｊｄｘｄｔ＋

　∫
Ｔ

０∫Ω（ｕｍｎ－ｕ）$ｄ·ψｊｄｘｄｔ＝Ｉ１＋Ｉ２。
在ｍ→∞或ｎ→∞时，｜Ｉ１｜→０，｜Ｉ２｜→０，即

∫
Ｔ

０∫Ωｕｍｎ·$

ｄｍｎ·ψｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ωｕ·$

ｄ·ψｊｄｘｄｔ

（４５）
类似可得

∫
Ｔ

０∫Ω｜ｄｍｎ｜２ｄｍｎ·ψｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ω｜ｄ｜２ｄ·ψｊｄｘｄｔ
（４６）

∫
Ｔ

０∫Ω（ｄｍｎ×Δｄｍｎ）·ψｊｄｘｄｔ∫
Ｔ

０∫Ω（ｄ×Δｄ）·
　ψｊｄｘｄｔ （４７）
因为ｊ和ψｊ是单位正交基，所以对∈Ｈ，

ψ∈Ｖ，（·，Ｔ）＝ψ（·，Ｔ）＝０，下式成立

∫
Ｔ

０∫Ωρｔｕ·ｄｘｄｔ＋μ∫
Ｔ

０∫Ω$ｕ·$ｄｘｄｔ＋

　∫
Ｔ

０∫Ω（ρｕ·$

）ｕ·ｄｘｄｔ＝

　
"∫

Ｔ

０∫Ω$ｄ⊙ $

ｄ：
$ｄｘｄｔ （４８）

∫
Ｔ

０∫Ωｔｄ·ψｄｘｄｔ＋∫
Ｔ

０∫Ωｕ·$

ｄ·ψｄｘｄｔ＋

　α１∫
Ｔ

０∫Ω（ｄ×Δｄ）·ψｄｘｄｔ＋α２∫
Ｔ

０∫Ω$ｄ·
　

$ψｄｘｄｔ＋α３∫
Ｔ

０∫Ωｄ·ψｄｘｄｔ＋
　α３∫

Ｔ

０∫Ω｜ｄ｜２ｄ·ψｄｘｄｔ＝０ （４９）

至此，方程（１）～（４）的弱解的整体存在性证
明完毕。

３　总结与展望

本文首先通过经典的 ＦａｅｄｏＧａｌｅｒｋｉｎ方法构
造出了方程的近似解，接着对近似解进行先验估

计，得到与近似解相关的一致有界估计，最后由紧

性理论有相应的收敛性，从而证明整体弱解的存

在性。

本文只是该方程的解的适定性的初步研究，

仅证明了该方程在二维空间上弱解的存在性，对

于弱解的唯一性及正则性等适定性问题还没有做

出相应的研究，而且关于更高维空间里的相应问

题也是值得研究的。后续研究将继续致力于解决

上述问题。
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