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在 Ｓ２局部坐标下的二维不可压 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程
李小如，王　术，耿　范
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摘　要：考虑Ｓ２局部坐标系下的二维不可压ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的表达式及其在 Ｓ２＋局部坐标系下解满足的能

量等式。利用黎曼度量，结合流形上的几个微分算子，推导在Ｓ２局部坐标下的ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的具体表达
式，并结合二维不可压ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在Ｒ２中的能量守恒得到了在Ｓ２＋中的能量等式。
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０　引　言

ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组是流体力学方程组中的
典型代表，在物理工程学、等离子物理、半导体物

理、航空航天、空气动力学、血液动力学和科学计

算等诸多领域都有着广泛的应用。它可以对气

流、大气洋流、管道中的流体血液等各种各样的液

体流动进行建模。对简化或者具体表达形式的

ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组的研究，可以更好地应用于
天气预测、防止环境污染、提高各种交通工具的性

能和在医疗上辅助治疗心血管疾病等［１］。

在Ｒ３中有如下形式的ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组：
ｔｕ＋（ｕ·$

）ｕ＋
$

ｐ＝μΔｕ，

$

·ｕ＝０，
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ

{
）

（１）

式中，ｕ（ｘ，ｔ）表示未知的速度场，ｐ（ｘ，ｔ）表示未知
的压力，ｕ０（ｘ）表示给定的初始速度场，且在分布
的意义下满足

$

·ｕ０＝０，μ是粘性系数。
至今，其数学理论的研究备受关注，它是国

际数学界长期关注的焦点问题之一。迄今为止，

在三维情况下，虽然已经有很多重要的结果，但
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是方程组（１）的 ＬｅｒａｙＨｏｐｆ整体弱解的正则性仍
不清楚，目前仍然是流体力学理论中的公开问题，

美国Ｃｌａｙ数学研究所也在２０００年把三维不可压
缩ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程具有有限能量光滑初值整体
正则解的存在性或在有限时间内爆破列为 ７个
“千禧问题”之一。近些年来，有越来越多的研究

者研究曲线坐标系下的 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组的一
些性质及其弱解的估计或全局解等相关内容，也

取得了重大的进展［１－４］。

随着数学的发展，以及它的应用范围的扩大，

所考虑的坐标不再局限于直角坐标，所考虑的空

间也不再局限于欧式空间。在曲线坐标系中，常

用的有球坐标、极坐标和柱坐标等［３－５］。采用这

些坐标把许多方程的具体形式表示出来，从而有

助于求出方程（组）的解。虽然，ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程无一般的精确解法，但是，对于一些物理现象

简单的流体流动问题能够获得 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程
的精确解。在文献［４］中，利用球坐标表示出Ｎａ
ｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的具体形式，并对方程的一些物
理量进行理想化，从而求出方程的古典解。故写

出ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在某些空间中的具体表达式
可进一步开展深入的研究。而本文的目的在于将

欧氏空间的微分算子推广到流形当中，并推导在

二维流形Ｓ２局部坐标下ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组的具
体表达式及在Ｓ２＋上的能量等式。

１　二维流形Ｓ２上的ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程

数学的发展促使微积分从欧氏空间到微分流

形的拓展，而欧氏空间是最简单的光滑流形，它的

微分算子在局部坐标下的表达式可适用于一般的

黎曼流形。为了计算简便，考虑低维流形即二维

流形Ｓ２在局部坐标下的微分算子。
首先在Ｓ２上建立坐标系，即建立球面和平面

或平面一部分的一个对应。由于球面具有紧致

性，而平面是非紧致的，则这样整体的坐标系是

不存在的，故考虑局部坐标。然后利用局部坐标

分别表示出二维流形 Ｓ２上的梯度算子、散度算子
以及拉普拉斯算子，进而写出 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程
组的具体形式。

Ｒ３中的单位曲面 Ｓ２（１）＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ｒ３｜ｘ２

＋ｙ２＋ｚ２＝１｝是二维黎曼流形（Ｓ２，ｇ），则它的参
数方程表示为

ｘ＝ｓｉｎθｃｏｓφ，ｙ＝ｓｉｎθｓｉｎφ，ｚ＝ｃｏｓθ （２）
其中，０＜θ＜π，０＜φ＜２π，ｇ是黎曼度量。

命题１　假设 ｕ（θ，φ，ｔ）是二维 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ
方程未知的速度场，则在ｕ＝ｕθｅθ＋ｕφｅφ时，在Ｓ

２

局部坐标系下的 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程可以表示成如
下形式：

ｕθ
ｔ
－
ｕφＬ
ｓｉｎθ

＋Ｑ
θ
＝

　　 (μ Δｓｕθ－ ｕθｓｉｎ２θ－２ｃｏｓθｓｉｎ２θ
ｕφ
 )φ ，

ｕφ
ｔ
＋
ｕθＬ
ｓｉｎθ

＋ １ｓｉｎθ
Ｑ
φ
＝

　　 (μ Δｓｕφ－ ｕφｓｉｎ２θ＋２ｃｏｓθｓｉｎ２θ
ｕθ
 )φ ，


θ
（ｓｉｎθｕθ）＋

ｕφ
φ
＝０。

其中，

Δｓ＝
１
ｓｉｎθ


 (θ ｓｉｎθ )θ ＋ １

ｓｉｎ２θ
２

φ２
，

Ｌ＝
θ
（ｓｉｎθｕφ）－

ｕθ
φ
，Ｑ＝Ｐ＋１２（ｕ

２
θ＋ｕ

２
φ）。

证明　证明分３个步骤。
（１）计算黎曼度量
通过２种方法引入黎曼度量 ｇ，一种是球极

投影引入黎曼度量（或者是通过欧氏空间诱导在

球面上的度量），另一种是曲面在局部坐标系下

的第一基本形式，而这２种方法算出的黎曼度量
是一致的。

方法１：通过球极投影可以得到Ｓ２（１）的一个
局部坐标覆盖。设Ｎ＝（０，０，１），Ｓ＝（０，０，－１）分
别为Ｓ２（１）的北极和南极。下面只考虑其中一个，
另一个同理。令Ｕ：＝Ｓ２（１）＼｛０，０，－１｝，定义映
射φ：Ｕ→Ｒ２如下：

（ξ１，ξ２）＝φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ
１＋ｚ，

ｙ
１＋( )ｚ （３）

不难看出

ξ１＝ｓｉｎθｃｏｓφ１＋ｃｏｓθ
，ξ２＝ｓｉｎθｓｉｎφ１＋ｃｏｓθ

（４）

考虑变量θ，φ的一阶偏导数

θ
＝
ξ１
ξ１

θ
＋
ξ２
ξ２

θ
，


φ
＝
ξ１
ξ１

φ
＋
ξ２
ξ２

φ
（５）

其中，

４５
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ξ１

θ
＝ ｃｏｓφ１＋ｃｏｓθ

，
ξ２

θ
＝ ｓｉｎφ
１＋ｃｏｓθ

，

ξ１

φ
＝－ｓｉｎθｓｉｎφ１＋ｃｏｓθ

，
ξ２

φ
＝ｓｉｎθｃｏｓφ１＋ｃｏｓθ

（６）

若在局部坐标系（Ｕ，ξｉ）下，则 Ｓ２（１）的黎曼
度量ｇ的表达式为

ｇ＝∑
ｉ，ｊ
ｇｉｊｄξ

ｉｄξｊ （７）

其中，由黎曼度量的定义［６７］可得分量 ｇｉｊ＝

ｇ 
ξｉ
，

ξ( )ｊ∈Ｃ∞（Ｕ），且 ｇｉｊ＝ｇｊｉ。再结合式（２）、

式（４）可得

ｇｉｊ＝
４δｉｊ

１＋∑
ｊ
（ξｊ）( )２ ２ （８）

其中，δｉｊ是张量中的一个基本符号，δｉｊ＝
１　ｉ＝ｊ
０　ｉ≠{ ｊ

，（ｉ，ｊ＝１，２，…）。

先将ξ１，ξ２代入式（８），再结合式（６）可进一
步计算出

ｇ＝ｄθｄθ＋ｓｉｎ２θｄφｄφ （９）
则度量系数分别为

ｇ１１＝１，ｇ１２＝ｇ２１＝０，ｇ２２＝ｓｉｎ
２θ （１０）

故有ｇ的反变分量ｇｉｊ（即ｇｉｊ的逆）为

ｇ１１＝１，ｇ１２＝ｇ２１＝０，ｇ２２＝ １
ｓｉｎ２θ

（１１）

则度量系数的行列式为

Ｇ＝
１ ０
０ ｓｉｎ２θ

＝ｓｉｎ２θ，槡Ｇ＝ｓｉｎθ （１２）

另外，包含映射 ｉ：Ｓ２（１）→Ｒ３是嵌入映射，
自然也是浸入映射，则球面是浸入空间中的曲面，

Ｒ３中的标准度量ｈ在 Ｓ２（１）上的限制 ｇ＝ｉｈ是
Ｓ２（１）上的黎曼度量。

方法２：通过考虑 Ｒ３中的正则曲面，利用曲
面的第一基本形式。记

ｒ＝（ｓｉｎθｃｏｓφ，ｓｉｎθｓｉｎφ，ｃｏｓθ） （１３）
（θ，φ）是Ｓ２中的局部坐标，由方法１中的描述可
知，ｒ是浸入Ｒ３中的二维光滑子流形。

令

　Ｅ＝
!

ｒ
θ
，
ｒ
θ"
，Ｆ＝

!

ｒ
θ
，
ｒ
φ"
，Ｏ＝

!

ｒ
φ
，
ｒ
φ"
（１４）

其中，?·，·?表示的是内积（即 Ｓ２上的一个对
称、正定的二阶协变张量）。则 Ｒ３在该曲面上诱
导度量是

ｄｓ２＝?ｄｒ，ｄｒ?＝
!

ｒ
θ
，
ｒ
θ"
（ｄθ）２＋

　
!

ｒ
θ
，
ｒ
φ"
ｄθｄφ＋!ｒφ

，
ｒ
φ"
（ｄφ）２＝

　Ｅ（ｄθ）２＋Ｆｄθｄφ＋Ｏ（ｄφ）２ （１５）
由于

ｒ
θ
＝（ｃｏｓθｃｏｓφ，ｃｏｓθｓｉｎφ，－ｓｉｎθ） （１６）

ｒ
φ
＝（－ｓｉｎθｓｉｎφ，ｓｉｎθｃｏｓφ，０），

则将式（１６）代入式（１５），有
Ｅ＝１，Ｆ＝０，Ｏ＝ｓｉｎ２θ，
ｄｓ２＝（ｄθ）２＋ｓｉｎ２θ（ｄφ）２ （１７）

由ｉ≠ｊ时，ｇｉｊ＝０，故有度量系数分别为 ｇ１１＝１，
ｇ１２＝ｇ２１＝０，ｇ２２＝ｓｉｎ

２θ且

Ｇ＝
１ ０
０ ｓｉｎ２θ

＝ｓｉｎ２θ，槡Ｇ＝ｓｉｎθ （１８）

（２）计算单位正交切向量
下面是单位正交标架场的算法［７］，设（Ｕ，ξｉ）

是Ｍ的一个局部坐标系，黎曼度量ｇ在该坐标系
下的分量为

ｇｉｊ＝ｇ

ξｉ
，

ξ( )ｊ ＝! ξｉ，ξｊ" （１９）

其中，ξ１＝θ，ξ２＝φ。
要得到定义在 Ｕ上的单位正交标架场，只要

将自然标架场

θ
，

{ }φ作Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化就行。令

ｅθ＝


θ

θ

＝ １
ｇ槡 １１


θ

（２０）

假设切向量ａ１＝

φ
＋
"

ｅθ垂直于ｅθ，则有

?ａ１，ｅθ?＝０ （２１）
由此可知

"

＝－
!


φ
，ｅθ"＝－

ｇ１２
ｇ槡 １１

（２２）

即得

ａ１＝

φ
－
ｇ１２
ｇ１１

θ

（２３）

将ａ１单位化并记为ｅφ，则

ｅφ＝
ａ１
ａ１
＝

ｇ１１
ｇ１１ｇ２２－ｇ

２
１槡 ２


φ
－
ｇ１２
ｇ１１

( )θ＝

　 １
ｇ槡 ２２


φ

（２４）

５５
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因此，ｅθ，ｅφ是２个彼此正交的单位切向量，并且

ｓｐａｎ｛ｅθ，ｅφ｝＝ｓｐａｎ

θ
，

{ }φ。

（３）考虑流形上的３个微分算子［６－９］，进而得

到ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组的具体表达式

$

ｆＵ＝ｆｉｇ
ｉｊ
ｘｉ
，ｆｉ＝

ｆ
ｘｉ

（２５）

ｄｉｖＸ＝１

槡Ｇ

ｘｉ
（槡ＧＸ

ｉ），Ｇ＝ｄｅｔ（ｇｉｊ） （２６）

Δｆ｜Ｕ＝
１

槡Ｇ

ｘｉ槡

Ｇｇｉｊｆ
ｘ( )ｊ （２７）

令ｕ＝ｕθｅθ＋ｕφｅφ，则对应的梯度算子、拉普拉斯
算子及散度算子分别为

$

ｕ｜ｐ∈Ｕ＝
ｕ
ｘｉ
ｇｉｊｐ
ｘｊ
＝ｕ
θ
ｇ１１ｐ
θ
＋ｕ
θ
ｇ１２ｐ
φ
＋ｕ
φ
ｇ２１ｐ
θ
＋

ｕ
φ
ｇ２２ｐ
φ
＝ｕ
θ
ｐ
θ
＋ １
ｓｉｎ２θ

ｕ
φ
ｐ
φ

（２８）

Δｕ Ｕ＝
１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθｇ１１ｕ( )θ＋１ｓｉｎθθｓｉｎθｇ１２ｕ( )φ ＋

１
ｓｉｎθ


φ
ｓｉｎθｇ２１ｕ( )θ＋ １ｓｉｎθφｓｉｎθｇ２２ｕ( )φ ＝

１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθｕ( )θ＋ １ｓｉｎθφ １

ｓｉｎθ
ｕ
( )φ ＝

１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθｕ( )θ＋ １ｓｉｎ２θ

２ｕ
φ２

（２９）

ｄｉｖｕ＝１

槡Ｇ

θ
（槡Ｇｕθ）＋

１

槡Ｇ

φ
（槡Ｇｕφ）＝

１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθ

ｕθ
ｇ槡

( )
１１

＋
φ
ｓｉｎθ

ｕφ
ｇ槡

( )[ ]
２２

＝

１
ｓｉｎθ


θ
（ｓｉｎθｕθ）＋

ｕφ
[ ]φ （３０）

这里应用了逆变分量ｕθ，ｕφ与物理分量ｕθ，ｕφ之
间的关系。

结合式（２８）～（２９），可分别计算出ｕ·
$

ｕ，Δｕ。

ｕ·
$

ｕ＝（ｕθｅθ＋ｕφｅφ (） 
θ
ｅθ＋

１
ｓｉｎθ


φ
ｅ )φ （ｕθｅθ＋ｕφｅφ）＝

ｕθ

θ
＋ １ｓｉｎθ

ｕφ

( )φ（ｕθｅθ＋ｕφｅφ）＝

ｕθ
ｕθ
θ
＋
ｕφ
ｓｉｎθ

ｕθ
φ
－
ｃｏｓθｕ２φ
ｓｉｎ( )θ ｅθ＋

ｕθ
ｕφ
θ
＋
ｃｏｓθｕθｕφ
ｓｉｎθ

＋
ｕφ
ｓｉｎθ

ｕφ
( )φ ｅφ （３１）

这里可以对结果进行简化，记Ｌ＝
θ
（ｓｉｎθｕφ）

－
ｕθ
φ
，则

ｕ·
$

ｕ＝ １
２
（ｕ２θ＋ｕ

２
φ）

θ
－
ｕφＬ
ｓｉｎ( )θｅθ＋

１
２ｓｉｎθ

（ｕ２θ＋ｕ
２
φ）

φ
＋
ｕθＬ
ｓｉｎ( )θｅφ （３２）

Δｕ＝ １ｓｉｎθ

θ
ｓｉｎθｕ( )θ＋ １ｓｉｎ２θ

２ｕ
φ２
＝

１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθθ

（ｕθｅθ＋ｕφｅφ( )） ＋
１
ｓｉｎ２θ

２

φ２
（ｕθｅθ＋ｕφｅφ）＝

ｃｏｓθ
ｓｉｎθ

ｕθ
θ
＋
２ｕθ
θ( )２ ｅθ＋ ｃｏｓθｓｉｎθｕφθ＋

２ｕφ
θ( )２ ｅφ＋

１
ｓｉｎ２θ


φ
ｕθ
φ
ｅθ＋ｕθ

ｅθ
φ
＋
ｕφ
φ
ｅφ＋ｕφ

ｅφ
( )φ

(
＝

２ｕθ
θ２
＋ｃｏｓθｓｉｎθ

ｕθ
θ
＋ １
ｓｉｎ２θ

２ｕθ
φ２
－
ｕθ
ｓｉｎ２θ

－

２ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

ｕφ
 )φ ｅθ (＋ ２ｕφ

θ２
＋ｃｏｓθｓｉｎθ

ｕφ
θ
＋

１
ｓｉｎ２θ

２ｕφ
φ２
－
ｕφ
ｓｉｎ２θ

＋２ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

ｕθ
 )φ ｅφ （３３）

且压力的梯度与速度场对时间的偏导数分别

记为

$

Ｐ＝Ｐ
θ
ｅθ＋

１
ｓｉｎθ

Ｐ
φ
ｅφ，ｕｔ＝

ｕθ
ｔ
ｅθ＋
ｕφ
ｔ
ｅφ （３４）

由上述表达式（３２）～（３４），可以得到在二维
流形Ｓ２局部坐标系表示的ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程如下：

ｕθ
ｔ
－
ｕφＬ
ｓｉｎθ

＋Ｑ
θ
＝μΔｓｕθ－

ｕθ
ｓｉｎ２θ

－２ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

ｕφ
( )φ ，

ｕφ
ｔ
＋
ｕθＬ
ｓｉｎθ

＋ １ｓｉｎθ
Ｑ
φ
＝

　　μΔｓｕφ－
ｕφ
ｓｉｎ２θ

＋２ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

ｕθ
( )φ，


θ
（ｓｉｎθｕθ）＋

ｕφ
φ
＝０ （３５）

其中，

Δｓ＝
１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθ( )θ＋ １ｓｉｎ２θ

２

φ２
（３６）

Ｌ＝
θ
（ｓｉｎθｕφ）－

ｕθ
φ
，Ｑ＝Ｐ＋１２（ｕ

２
θ＋ｕ

２
φ） （３７）

命题证毕。

６５
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为进一步研究二维流形 Ｓ２局部坐标系表示
的ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程，需考虑边界条件。Ｒ３中半
径为ｒ＝１的标准单位球面Ｓ２（１）是截曲率为ｃ＝１
的二维空间形式。Ｓ２（１）是单连通且紧致的，因
而又是完备的。

因为球面是二维封闭的曲面，但二维的封闭

曲面是没有边界的，所以为了得到边界的条件，可

以考虑球面的上半球面来进行研究，因为上半球

面是一个有边界区域。

在Ｒ３中考虑Ｓ２（１）球面的上半球面：
Ｓ２＋＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ｒ

３｜ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１，ｚ≥０｝。
在ｚ＝０的平面上，半球面的边界Ｓ２＋是圆ｘ

２＋ｙ２＝１。
从而，对于上半球面的参数方程可写成

ｘ＝ｓｉｎθｃｏｓφ，
ｙ＝ｓｉｎθｓｉｎφ，
ｚ＝ｃｏｓθ

{
，

其中，θ∈（０，π２），φ∈（０，２π）。

系统（３５）的初始条件和边界条件可分别写成：
（ｕθ，ｕφ）（θ，φ，ｔ＝０）＝ｕ０，（θ，φ）∈Ｓ

２
＋；

（ｕθ，ｕφ） Ｓ２＋ ＝０，ｔ≥０。

并且ｕ０在Ｓ
２
＋上具有紧支集。

２　能量等式验证

前面提到Ｓ２＋Ｓ
２，Ｓ２是封闭的曲面，是没有

边界的。而Ｓ２＋是一个有边界的区域，故可考虑如
下的Ｓ２＋局部坐标系下的二维ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的
初边值问题的能量等式［１０］：

ｕθ
ｔ
＋ｕθ
ｕθ
θ
＋
ｕφ
ｓｉｎθ

ｕθ
φ
－
ｃｏｓθｕ２φ
ｓｉｎθ

＋Ｐ
θ
＝

　　μΔｓｕθ－
ｕθ
ｓｉｎ２θ

－２ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

ｕφ
( )φ ，

ｕφ
ｔ
＋ｕθ
ｕφ
θ
＋
ｃｏｓθｕθｕφ
ｓｉｎθ

＋
ｕφ
ｓｉｎθ

ｕφ
φ
＋ １ｓｉｎθ

Ｐ
φ
＝

　　μΔｓｕφ－
ｕφ
ｓｉｎ２θ

＋２ｃｏｓθ
ｓｉｎ２θ

ｕθ
( )φ，


θ
（ｓｉｎθｕθ）＋

ｕφ
φ
＝０，

（ｕθ，ｕφ）（θ，φ，ｔ＝０）＝ｕ０，（θ，φ）∈Ｓ
２
＋，

（ｕθ，ｕφ） Ｓ２＋ ＝０，ｔ≥























０

（３８）

其中，Ｓ２＋Ｓ
２是有光滑边界Ｓ２＋的紧区域，且这里

的算子

Δｓ＝
１
ｓｉｎθ


θ
ｓｉｎθ( )θ＋ １ｓｉｎ２θ

２

φ２
。

结合笛卡尔坐标下二维 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的
能量等式的计算步骤：

首先根据ｕｔ＋（ｕ·$

）ｕ＋
$

ｐ＝μΔｕ，将其与ｕ
作内积，并进行分部积分，可得

１
２
ｄ
ｄｔｕ

２＋μ$

ｕ２＝０。

则对于任意的０≤ｔ≤Ｔ，有下述的能量等式：

ｕ（ｔ）２＋２μ∫
ｔ

０
$

ｕ２ｄｘ＝ ｕ（０）２，ｘ∈Ｒ２。

进一步可写出Ｓ２＋上的二维ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的能
量等式。

定理１　上半球面Ｓ２＋是Ｓ
２中的有界区域，那

么对于任意的０≤ｔ≤Ｔ，Ｓ２＋局部坐标系下的二维
ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的解满足如下的能量等式：

∫Ｓ２＋ｓｉｎθ（ｕ２θ＋ｕ２φ）ｄ#＋２μ∫
ｔ

０∫Ｓ２＋ｓｉｎ [θ ｕθ
( )θ

２

＋

　　 ｕφ
( )θ ]２ ＋ １

ｓｉｎ [θ ｕθ
( )φ

２

＋ ｕφ
( )φ ]２ ＋

　　
ｕ２θ＋ｕ

２
φ

ｓｉｎθ
ｄ
#

ｄｔ＝Ｅ（０）。

其中，ｄ
#

＝ｄθｄφ，

Ｅ（０）＝∫Ｓ２＋ｓｉｎθ［ｕ
２
θ（０）＋ｕ

２
φ（０）］ｄ#。

证明　先考虑式（３８）中的第一个等式，让它
与ｓｉｎθｕθ作内积，并用格林公式进行分部积分，
则可得

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ｓ２＋ｓｉｎθｕ

２
θｄ#－∫Ｓ２＋ｃｏｓθｕ

２
φｕθｄ# ＝

　 －μ∫Ｓ２＋ｓｉｎθ
ｕθ
( )θ

２

＋ １
ｓｉｎθ

ｕθ
( )φ

２

＋
ｕ２θ
ｓｉｎθ

－

　２ｃｏｓθｓｉｎθ
ｕφ
ｕθ
φ
ｄ
#

（３９）

　　然后再考虑式（３８）中的第二个等式，让它与
ｓｉｎθｕφ作内积，并用格林公式进行分部积分，则
可得

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ｓ２＋ｓｉｎθｕ２φｄ#＋∫Ｓ２＋ｃｏｓθｕ２φｕθｄ# ＝

　　 －μ∫Ｓ２＋ｓｉｎθ
ｕφ
( )θ

２

＋ １
ｓｉｎθ

ｕφ
( )φ

２

＋

７５
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ｕ２φ
ｓｉｎθ

＋２ｃｏｓθｓｉｎθ
ｕθ
ｕφ
φ
ｄ
#

（４０）

又因为不可压缩条件：


θ
（ｓｉｎθｕθ）＋

ｕφ
φ
＝０ （４１）

将式（４１）与ｓｉｎθｕθ作内积，则有

∫ｓｉｎθｕθθ（ｓｉｎθｕθ）ｄ#＋∫ｓｉｎθｕθ
ｕφ
φ
ｄ
#

＝０，

再用格林公式进行分部积分，故可以得到

－∫ｓｉｎθｕθθ（ｓｉｎθｕθ）ｄ#－∫ｓｉｎθｕφ
ｕθ
φ
ｄ
#

＝０，

即有

－ｕθ

θ
（ｓｉｎθｕθ）＝ｕφ

ｕθ
φ

（４２）

将式（３９）～（４０）两个等式相加，并将式（４１）～（４２）
代入其中，可得

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ｓ２＋ｓｉｎθ（ｕ

２
θ＋ｕ

２
φ）ｄ#＋

　μ∫Ｓ２＋ｓｉｎ [θ ｕθ
( )θ

２

＋ ｕφ
( )θ ]２ ＋

　 １
ｓｉｎ [θ ｕθ

( )φ
２

＋ ｕφ
( )φ ]２ ＋

ｕ２θ＋ｕ
２
φ

ｓｉｎθ
ｄ
#

＝０，

即

∫Ｓ２＋ｓｉｎθ（ｕ
２
θ＋ｕ

２
φ）ｄ#＋２μ∫

ｔ

０∫Ｓ２＋ｓｉｎ [θ ｕθ
( )θ

２

＋

　 ｕφ
( )θ ]２ ＋ １

ｓｉｎ [θ ｕθ
( )φ

２

＋ ｕφ
( )φ ]２ ＋

　
ｕ２θ＋ｕ

２
φ

ｓｉｎθ
ｄ
#

ｄｔ＝Ｅ（０），

其中，

Ｅ（０）＝∫Ｓ２＋ｓｉｎθ［ｕ
２
θ（０）＋ｕ

２
φ（０）］ｄ#。

即完成能量等式的证明。

３　结束语

ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在流体力学中具有重要的
理论价值，本文主要是对几个微分算子从欧氏空

间到流形的推广，并给出了详细的计算过程，进

一步得到了ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在Ｓ２中局部坐标下
的具体表达形式，这有利于对流体的局部形式进

行了解，并可以进一步对 ＮａｉｖｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在流
形上局部坐标下解的适定性进行分析，这对于研

究方程的解具有重要的意义。因此，可以从这样

的坐标系出发，突破更多有关于解的问题。
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