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拓扑空间的敏感性
钟新林，杨　霄，汪火云

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章研究了一致空间、Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间和度量空间上的一些敏感性质。分别用 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间中的有限
开覆盖和一致空间中的“从”介绍了ｎ敏感、敏感串和局部 ｐｒｏｘｉｍａｌ串等概念，证明了这３个概念两种版本的
定义在紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间上分别是互相等价的。更进一步地，如果在一个紧致的度量空间上，那么这３个
概念两种版本的定义与它们的标准定义也分别是互相等价的。
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　　初始条件的敏感依赖性，简称敏感性，是混
沌动力系统中重要的研究对象，是对２０世纪７０
年代流行术语“蝴蝶效应”的本质描述。敏感性的

概念在１９７９年由美国数学家 Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅｒ［１］首
次提出，并在区间上给出了具有敏感性函数的一

些拓扑刻画。１９９３年，Ｇｌａｓｎｅｒ等［２］在经典动力系

统（Ｘ，Ｔ）中开展了敏感性的研究，其中，Ｘ是一个
紧致的度量空间，Ｔ：Ｘ→Ｘ是一个连续自映射。
在２０１３年，ＣｅｃｃｈｅｒｉｎｉＳｉｌｂｅｒｓｔｅｉｎ等［３］把敏感性的

概念推广到了一致空间。为了进一步研究动力系

统的敏感性，２００５年 Ｘｉｏｎｇ［４］在经典动力系统中
引入了ｎ敏感的概念。具体地说，一个动力系统

是ｎ敏感的，如果在每个非空开集中都存在 ｎ个
互异的点，使得它们的距离至少在某一次迭代时

大于一个给定的正常数，这个常数也被称为 ｎ敏
感常数。为了研究极小系统的 ｎ敏感性质，邵松
等［５］在２００８年提出ｎ局部ｐｒｏｘｉｍａｌ的概念，并证
明了极小系统是 ｎ敏感的当且仅当 ｎ局部 ｐｒｏｘｉ
ｍａｌ关系 Ｑｎ包含了一个坐标互异的元素。在
２００８年，Ｙｅ等［６］引入了敏感串的概念。在２０１１
年，Ｈｕａｎｇ等［７］在测度空间上引入了敏感串的概

念。近年来，已有一些作者［８－１０］在一般拓扑空间

上讨论敏感性，这些讨论取得了令人感兴趣的

结果。
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本文研究了 ｎ敏感、敏感串和局部 ｐｒｏｘｉｍａｌ
串在Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑空间、一致空间和度量空间上
的性质。证明了在一个紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑空间
上，Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间版本的ｎ敏感与一致空间版本
的ｎ敏感是互相等价的；更进一步地，如果在一
个紧致的度量空间上，那么它们与标准版本的 ｎ
敏感也是分别互相等价的，具体证明参见定理１。
此外，还证明了敏感串和局部 ｐｒｏｘｉｍａｌ串也有类
似的结果，分别参见定理２和定理３。

１　基本概念

１９３８年，Ｗｅｉｌ［１１］引入了一致结构和一致空间
的概念。Ｘ上的一致结构

!

是 Ｘ×Ｘ的非空开子
集族，并且满足下列条件：

（１）
!

的每一个成员Ｅ包含了对角线Δ，其中，
Δ＝｛（ｘ，ｘ）∈Ｘ×Ｘ：ｘ∈Ｘ｝；

（２）如果Ｅ∈!

，则Ｅ－１∈!

，其中，

Ｅ－１＝｛（ｙ，ｘ）∈Ｘ×Ｘ：（ｘ，ｙ）∈Ｅ｝；
（３）对任意的Ｅ∈!

，存在某个Ｆ∈!

使得Ｆ
!

Ｆ
Ｅ，其中，Ｆ!

Ｆ＝｛（ｘ，ｙ）：存在 ｚ∈Ｘ满足（ｘ，ｚ）
∈Ｆ和（ｚ，ｙ）∈Ｆ｝；

（４）对任意的Ｅ，Ｆ∈!

，有Ｅ∩Ｆ∈!

；

（５）如果Ｅ∈!

且ＥＦＸ×Ｘ，则Ｆ∈!

。

对于一个非空集合 Ｘ，如果它具有一个一致
结构

!

，则称偶对（Ｘ，
!

）为一个一致空间，一致

结构
!

中的成员Ｅ称为从（Ｅｎｔｏｕｒａｇｅ）。如果从Ｅ
满足Ｅ＝Ｅ－１，则称其为对称从。对于任意的从 Ｅ
∈!

，可以找到一个对称从Ｄ∈!

，使得Ｄ
!

ＤＥ。
事实上，由一致结构定义中的第（３）条可知，存在
某个Ｆ∈!

使得Ｆ
!

ＦＥ。又Ｆ－１∈!

，令Ｄ＝Ｆ∩
Ｆ－１，则Ｄ为对称从，且Ｄ

!

ＤＥ。
定义一致拓扑

"

＝｛ＴＸ：对每一个 ｘ∈Ｔ，
存在Ｅ∈!

，使得Ｅ［ｘ］Ｔ｝，其中，Ｅ［ｘ］＝｛ｙ∈
Ｘ：（ｘ，ｙ）∈Ｅ｝为Ｅ在ｘ的一个截面。一个拓扑空
间是可一致结构化的，如果存在着一个 Ｘ上的一
致结构，使得这个一致结构诱导出的一致拓扑就

是给定拓扑空间的原始拓扑。此外，文献［１２］指
出，任一紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间都是可一致结构化
的，并且满足条件的一致结构是唯一的。

在本文中，记一个拓扑动力系统为一个偶对

（Ｘ，Ｔ），其中，Ｘ是一个紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间，Ｔ：

Ｘ→Ｘ是一个连续自映射。用Ｘｎ表示Ｘ的ｎ次乘
积。用

! ＋，"

分别表示非负整数集和正整数集。

设 ＡＸ，用｜Ａ｜表示Ａ的基数，用ｉｎｔ（Ａ）表示集
合Ａ的内部。由文献［１２］的推论 ８．１．３直接可
得，｜ｉｎｔ（Ｅ［ｘ］）｜≥１。用 Ｂ（ｘ，ε）表示以 ｘ为球
心，以ε为半径的球形邻域。

２　结果的证明

引理１来自文献［１０］的引理２．６。
引理１［１０］　令 Ｘ是一个紧致的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空

间，并令
!

是唯一能够诱导 Ｘ的原始拓扑的一致
结构。如果

#

是Ｘ的一个开覆盖，那么
∪Ａ∈#

Ａ×Ａ∈!

。

引理２来自文献［１２］的定理８．３．Ｇ。
引理２［１２］　令 Ｘ是一个紧致的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空

间，并令
!

是唯一能够诱导 Ｘ的原始拓扑的一致
结构。那么对Ｘ的每个开覆盖

#

，存在一个对称

从Ｄ∈!

，使得｛Ｄ［ｘ］：ｘ∈Ｘ｝加细#

。

定义１　设（Ｘ，Ｔ）是一个拓扑动力系统，ｎ∈
! ＋。

（１）设（Ｘ，ｄ）是一个度量空间。称（Ｘ，Ｔ）是
ｎ敏感的，如果存在ε＞０，使得对 Ｘ的任意一个
非空开集Ｕ，存在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈!

和 ｋ∈"

，对任

意的ｉ≠ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，有
ｄ（Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）＞ε。
（２）设（Ｘ，

!

）是一个一致空间。称（Ｘ，Ｔ）是
一致 ｎ敏感的，如果存在一个从Ｅ∈!

，对Ｘ的任
意一个非空开集Ｕ，存在ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｕ和ｋ∈"

，

对任意的ｉ≠ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，有
（Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）Ｅ。
（３）设Ｘ是一个Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间。称（Ｘ，Ｔ）是

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ敏感的，如果存在一个有限开覆盖
#

，

对Ｘ的任意一个非空开集Ｕ，存在ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈
Ｕ和ｋ∈"

，对任意的ｉ≠ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝和对任意
的Ａ∈#

，有

｜｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝∩Ａ｜≤１。

定理１　令（Ｘ，Ｔ）是一个拓扑动力系统，Ｘ是
一个紧致的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间，那么以下条件等价：

（１）（Ｘ，Ｔ）是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ敏感的；
（２）（Ｘ，Ｔ）是一致ｎ敏感的。
如果Ｘ是一个度量空间，那么（１）与（２）等价于
（３）（Ｘ，Ｔ）是ｎ敏感的。

３５
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证明　（１）（２）假设（Ｘ，Ｔ）是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ
敏感的，记

#

为满足 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ敏感定义的一个
有限开覆盖。因为 Ｘ是一个紧致的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空
间，则存在唯一能够诱导 Ｘ的原始拓扑的一致结
构，记为

!

。再由引理２可知，存在一个对称从Ｄ
∈!

，使得｛Ｄ［ｚ］：ｚ∈Ｘ｝加细#

。因为（Ｘ，Ｔ）是
Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ敏感的，则对Ｘ任意的一个非空开集
Ｕ，存在ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｕ和ｋ∈"

，使得对任意的ｉ
≠ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝和对任意的Ａ∈#

，有

｜｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝∩Ａ｜≤１。

这蕴含着

（Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ）Ｄ。

否则当（Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ）∈Ｄ时，存在Ｂ∈#

，

Ｔｋｘｊ∈Ｄ［Ｔ
ｋｘｉ］Ｂ，

从而有｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝Ｂ，矛盾。因此，由一致 ｎ敏

感的定义可知（２）成立。
（２）（１）令!

是唯一能够诱导 Ｘ的原始拓
扑的一致结构。令Ｄ∈!

为对称从，因而存在对称

从Ｄ１∈!

满足 Ｄ１ !Ｄ１Ｄ。显然，｛Ｄ１［ｚ］：ｚ∈Ｘ｝
覆盖Ｘ，且｛ｉｎｔ（Ｄ１［ｚ］）：ｚ∈Ｘ｝也覆盖Ｘ。由于Ｘ
是紧致的，因此，存在ｚ１，ｚ２，…，ｚｍ∈Ｘ，使得

$

＝｛ｉｎｔ（Ｄ１［ｚｉ］）：ｉ＝１，２，…，ｍ｝
是一个有限子覆盖。令Ｕ是Ｘ的任意一个非空开
集，因为（Ｘ，Ｔ）是一致 ｎ敏感的，则存在 ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ∈Ｕ和存在ｋ∈"

使得对任意的ｉ≠ｊ∈｛１，２，
…，ｎ｝，有（Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）Ｄ，继而对任意Ｂ∈$

，有

｜｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝∩Ｂ｜≤１。否则，存在 ｉ≠ｊ∈｛１，２，

…，ｎ｝使得
｛Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ｝ｉｎｔ（Ｄ１［ｚｌ］），
其中，ｌ∈｛１，２，…，ｍ｝。再由截面的定义有

（ｚｌ，Ｔ
ｋｘｉ）∈Ｄ１，（ｚｌ，Ｔ

ｋｘｊ）∈Ｄ１，
则（Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）∈Ｄ，矛盾。因此，（Ｘ，Ｔ）是 Ｈａｕｓ
ｄｏｒｆｆｎ敏感的。

在接下来的证明中假设Ｘ是一个度量空间。
（３）（１）已知（Ｘ，Ｔ）是 ｎ敏感的，ε是它

的一个敏感常数，
#

＝｛Ｂ（ｚ，ε２）：ｚ∈Ｘ｝是Ｘ的一

个开覆盖。由于Ｘ是紧致的，则存在 ｚ１，ｚ２，…，ｚｍ
∈Ｘ使得

$

＝｛Ｂ（ｚｌ，
ε
２）：ｌ＝１，２，…，ｍ｝

是Ｘ的一个有限子覆盖。令Ｕ是Ｘ的一个任意的

非空开集，因为（Ｘ，Ｔ）是 ｎ敏感的，则存在 ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ∈Ｕ和ｋ∈"

，使得对任意的ｉ≠ｊ∈｛１，２，
…，ｎ｝，ｄ（Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）＞ε。这蕴含着对任意的ｉ≠ｊ
∈｛１，２，…，ｎ｝和对任意Ｂ∈$

，有

｜｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝∩Ｂ｜≤１。

否则，存在ｉ≠ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，使得

｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝Ｂ（ｚｌ，

ε
２），

其中，ｌ∈｛１，２，…，ｍ｝。因而有
ｄ（Ｔｋｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）≤ｄ（Ｔ
ｋｘｉ，ｚｌ）＋ｄ（ｚｌ，Ｔ

ｋｘｊ）＜ε，
矛盾于（Ｘ，Ｔ）是ｎ敏感的。因此（１）成立。

（１）（３）假设（Ｘ，Ｔ）是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ敏感
的，令

#

是 Ｘ的一个有限开覆盖，ε是#

的一个

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ数。令Ｕ是Ｘ上的任意一个非空开集，
由于（Ｘ，Ｔ）是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｎ敏感的，则存在ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ∈Ｕ和ｋ∈"

，使得对任意的ｉ≠ｊ∈｛１，２，…，
ｎ｝和任意的Ａ∈#

，有

｜｛Ｔｋｘｉ，Ｔ
ｋｘｊ｝∩Ａ｜≤１。

因为ε是有限开覆盖#

的一个 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ数，这蕴
含ｄ（Ｔｋｉｘｉ，Ｔ

ｋｘｊ）＞ε。所以（３）成立。
定义２　设（Ｘ，Ｔ）是一个拓扑动力系统，ｎ∈

! ＋。记（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个由两两不同的点组
成的串。

（１）一个串（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ敏感
的，如果对Ｘ的任意一个有限开覆盖

#

，对Ｘ的
任意一个非空开集Ｕ，存在ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ∈Ｕ，ｋ∈"

，

使得对任意的 ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，存在 Ａｉ∈#

满足

｛ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ｝Ａｉ。
（２）一个串（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一致敏感的，如

果对任意一个对称从 Ｄ，对 Ｘ的任意一个非空开
集Ｕ，存在 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ∈Ｕ和 ｋ∈"

，对任意的

ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，有（ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ）∈Ｄ。

（３）一个串（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是敏感的，如果对
任意的ε＞０，对Ｘ的任意一个非空开集 Ｕ，存在
ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ∈Ｕ和ｋ∈"

，使得对任意的ｉ∈｛１，２，
…，ｎ｝，有

ｄ（ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ）＜ε。

定理２　设（Ｘ，Ｔ）是一个拓扑动力系统，记
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个由两两不同的点组成的串，
那么以下结果等价：

（１）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ敏感串；
（２）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个一致敏感串。

４５
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如果Ｘ是一个紧致的度量空间，那么（１）与
（２）等价于

（３）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个敏感串。
证明　（１）（２）令（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ敏感串，设
!

是唯一能够诱导Ｘ的原始
拓扑的一致结构。令 Ｄ∈!

是一个对称从，再令

对称从Ｄ１∈!

且满足Ｄ１!Ｄ１Ｄ。显然，
｛ｉｎｔ（Ｄ１［ｚ］）：ｚ∈Ｘ｝

是Ｘ的一个开覆盖。因为 Ｘ是紧致的，所以，存
在一个有限开覆盖，不妨设为

#

＝｛ｉｎｔ（Ｄ１［ｚｊ］）：ｊ＝１，２，…，ｍ｝。
由于（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ敏感串，因
而对Ｘ的任意一个非空开集Ｕ，存在ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ
∈Ｕ和ｋ∈"

，使得对任意的一个ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，
存在Ａｉ∈#

，有｛ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ｝Ａｉ。再由开覆盖的定义

和截面的定义得到（ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ）∈Ｄ，所以（２）成立。

（２）（１）令（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个一致敏感
串，设

!

是唯一能够诱导 Ｘ的原始拓扑的一致结
构。设

#

是Ｘ的一个有限开覆盖。由引理１可知
∪Ａ∈#

Ａ×Ａ∈!

。

由于（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个一致敏感串，因而对Ｘ
的任意一个非空开集Ｕ，存在 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ∈Ｕ和
ｋ∈"

，使得对任意ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，有
（ｘｉ，Ｔ

ｋｙｉ）∈∪Ａ∈#

Ａ×Ａ，
因而存在Ａｉ∈#

，使得（ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ）∈Ａｉ×Ａｉ，也即

｛ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ｝Ａｉ。所以（１）成立。
在接下来的证明中，假设 Ｘ是一个紧致的度

量空间。

（３）（１）设#

是 Ｘ的一个有限开覆盖，令 ε
＞０是

#

的一个Ｌｅｂｅｓｇｕｅ数。设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是
一个敏感串，则对 Ｘ的任意一个非空开集 Ｕ，存
在ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ∈Ｕ和 ｋ∈"

，使得对任意的 ｉ∈
｛１，２，…，ｎ｝，有ｄ（ｘｉ，Ｔ

ｋｙｉ）＜ε。故存在 Ａｉ∈#

，

使得｛ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ｝Ａｉ，所以（１）成立。

（１）（３）对任意ε＞０，令

#

＝｛Ｂ（ｚ，ε２）：ｚ∈Ｘ｝

是Ｘ的一个开覆盖，再由 Ｘ的紧致性，存在 Ｘ的
一个有限子覆盖，不妨设为

$

＝｛Ｂ（ｚｊ，
ε
２）：ｊ＝１，２，…，ｍ｝。

设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ敏感串。则对

Ｘ的任意一个非空开集 Ｕ，存在 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ∈Ｕ
和ｋ∈"

，使得对任意 ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，存在一个
Ｂｉ∈$

，有

｛ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ｝Ｂｉ。

因而ｄ（ｘｉ，Ｔ
ｋｙｉ）＜ε，所以（３）成立。

定义３　设（Ｘ，Ｔ）是一个拓扑动力系统，（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｘ

ｎ，ｎ≥２。
（１）一个串（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部

ｐｒｏｘｉｍａｌ的，如果对Ｘ的每一个有限开覆盖
#

，对

每一个ｘｉ的开邻域 Ｕｉ，存在 ｙｉ∈Ｕｉ，ｋ∈"

，使得

对任意ｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，有｛Ｔｋｙｉ，Ｔ
ｋｙｊ｝Ａｉｊ，而

Ａｉｊ∈#

。

（２）一个串（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一致局部 ｐｒｏｘｉ
ｍａｌ的，如果对任意的一个对称从Ｄ，对每一个ｘｉ
的开邻域Ｕｉ，存在ｙｉ∈Ｕｉ和ｋ∈"

，使得对任意ｉ，ｊ
∈｛１，２，…，ｎ｝，有（Ｔｋｙｉ，Ｔ

ｋｙｊ）∈Ｄ。
（３）一个串（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是局部 ｐｒｏｘｉｍａｌ

的，如果对任意 ε＞０，对每一个 ｘｉ的开邻域 Ｕｉ，
存在ｙｉ∈Ｕｉ和ｋ∈"

，使得对任意 ｉ，ｊ∈｛１，２，…，
ｎ｝，有ｄ（Ｔｋｙｉ，Ｔ

ｋｙｊ）＜ε。
定理３　设（Ｘ，Ｔ）是一个拓扑动力系统，（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｘ
ｎ，ｎ≥２。如果 Ｘ是一个紧致空间，

则以下条件等价：

（１）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部 ｐｒｏｘｉｍａｌ
串；

（２）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一致局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串。
如果Ｘ是紧致的度量空间，那么（１）与（２）等

价于

（３）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串。
证明　（１）（２）令（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串，设
!

是唯一能够诱导

Ｘ的原始拓扑的一致结构。设 Ｄ∈!

是一个对称

从，让Ｄ１∈!

也是一个对称从，满足 Ｄ１ !Ｄ１Ｄ。
注意到｛ｉｎｔ（Ｄ１［ｚ］）：ｚ∈Ｘ｝是Ｘ的一个开覆盖。因
为Ｘ是紧致的，故存在ｚ１，ｚ２，…，ｚｍ∈Ｘ，使得

#

＝｛ｉｎｔ（Ｄ１［ｚｊ］）：ｊ＝１，２，…，ｍ｝
是Ｘ的一个有限子覆盖。由于（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是
一个Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部ｐｒｏｘｉｍａｌ的串，故对每一个 ｘｉ
的邻域Ｕｉ，存在ｙｉ∈Ｕｉ，和ｋ∈"

，使得对任意ｉ，ｊ
∈｛１，２，…，ｎ｝，有｛Ｔｋｙｉ，Ｔ

ｋｙｊ｝Ａｉｊ，而 Ａｉｊ∈#

。

这蕴含着对任意的ｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，存在与之相
关的ｌ∈｛１，２，…，ｍ｝，满足

５５
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｛Ｔｋｙｉ，Ｔ
ｋｙｊ｝Ｄ１［ｚｌ］，

也即

Ｔｋｙｉ∈Ｄ１［ｚｌ］，Ｔ
ｋｙｊ∈Ｄ１［ｚｌ］。

所以

（Ｔｋｙｉ，Ｔ
ｋｙｊ）∈Ｄ。

因此（２）成立。
（２）（１）令（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一致局部

ｐｒｏｘｉｍａｌ串，设
!

是唯一能够诱导 Ｘ的原始拓扑
的一致结构，设

#

是 Ｘ的一个有限开覆盖。令 Ｄ
＝∪Ａ∈#

Ａ×Ａ，则 Ｄ∈!

。由于（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是
一致局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串，则对每一个ｘｉ的开邻域Ｕｉ，
存在ｙｉ∈Ｕｉ和ｋ∈"

，使得对任意 ｉ，ｊ∈｛１，２，…，
ｎ｝，有

（Ｔｋｙｉ，Ｔ
ｋｙｊ）∈Ｄ。

故｛Ｔｋｙｉ，Ｔ
ｋｙｊ｝Ａｉｊ，其中，Ａｉｊ∈#

。所以（１）成
立。

接下来的证明，假设Ｘ是一个紧致的度量空
间。

（３）（１）设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是局部 ｐｒｏｘｉｍａｌ
串，设

#

是Ｘ的一个有限开覆盖，设 ε＞０是#

的

一个Ｌｅｂｅｓｇｕｅ数。对每一个ｘｉ的开邻域Ｕｉ，存在
ｙｉ∈Ｕｉ和ｋ∈"

，使得对任意ｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，有
ｄ（Ｔｋｙｉ，Ｔ

ｋｙｊ）＜ε。因此有｛Ｔ
ｋｙｉ，Ｔ

ｋｙｊ｝Ａｉｊ∈#

。

所以（１）成立。
（１）（３）设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是一个 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ

局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串。令ε＞０，显然有｛Ｂ（ｚ，ε２）：ｚ∈

Ｘ｝是 Ｘ的一个开覆盖。因为 Ｘ是紧致的，因而
存在ｚ１，ｚ２，…，ｚｍ∈Ｘ，使得

#

＝｛Ｂ（ｚｊ，
ε
２）：ｊ＝１，２，…，ｍ｝

是一个Ｘ的有限子覆盖。因为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是
Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串，故对每一个 ｘｉ的开邻
域Ｕｉ，存在ｙｉ∈Ｕｉ和ｋ∈"

，使得对任意ｉ，ｊ∈｛１，
２，…，ｎ｝，有｛Ｔｋｙｉ，Ｔ

ｋｙｊ｝Ａｉｊ∈#

。这蕴含着

ｄ（Ｔｋｙｉ，Ｔ
ｋｙｊ）＜ε，所以（３）成立。

３　结　语

后续的研究可以进一步描述 ｎ敏感、敏感串
和局部ｐｒｏｘｉｍａｌ串之间的关系；也可以在半群作
用的动力系统或迭代函数系统中探索它们的相关

动力性质，从而得到比在经典的拓扑动力系统中

更一般的结果。例如文献［８］的定理１２及命题
３１和命题３２分别给出了半群作用的动力系统
是敏感的充分条件。
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