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对称群 Ｓ４的表示环

周木森，戴莉兰
（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：文章利用有限群特征标理论计算了对称群 Ｓ４的二维和三维不可约表示幂公式，刻画了 Ｓ４上表示环
ｒ（Ｓ４），并找到Ｓ４在有理数域Ｑ上表示代数ｒＱ（Ｓ４）的５个一维表示和５个中心本原幂等元。
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　　在复数域上，对称群 Ｓｎ的所有不可约复表示
可以通过ｎ划分自然得到。自然地，对于 Ｓｎ的任
意两个不可约复表示 Ｕ和 Ｗ，考虑不可约复表示
ＵＷ的一般组合规律，即ＵＷ可以用不可约复
表示的直和来线性表示，这个问题的关键是要找

到这些不可约表示的系数组合规律，这些系数称

为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ系数。Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ系数最早由 Ｒｅｄ
ｆｉｅｌｄ［１］研究对称函数的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ内积时提出，随
后Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ［２］将Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ内积应用到对称群表
示上。Ｇｅｓｓｅｌ［３］和Ｌａｓｃｏｕｘ［４］在某些特定的情况下
得到了 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ系数的组合解释。Ｍａｎｉｖｅｌ［５］曾
考虑过这个公开问题，并给出了部分解答。截至

目前，这个公开问题仍然未得到有效解决。实际

上直接寻找一般对称群 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ系数的组合规
律无疑是十分困难的，针对这个问题，考虑通过低

阶对称群寻找 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ系数的组合规律。对于

ｎ＝４的情形，通过有限群特征标理论，借助相应矩
阵特征值和特征向量，递归地给出了 Ｓ４的二维和
三维不可约表示幂公式。

关于群表示环的研究问题，其概念最早是由

数学家Ｇｒｅｅｎ［６］在２０世纪６０年代研究有限群的
模表示时提出的。随后，人们将两个不可分解对

象的张量积进行直和分解时，在幺半（ｍｏｎｏｉｄａｌ）范
畴上赋予了环的结构，形成表示环的概念。到了

２０世纪８０年代，Ｂｅｎｓｏｎ等［７－８］进一步研究了相关

问题，并取得了一系列的成果。近年来，Ｈｏｐｆ代数
表示理 论 逐 渐 成 为 研 究 热 点［９－１３］。Ｗｉｔｈｅｒ
ｓｐｏｏｎ［１４］研究了有限维群代数 Ｄｒｉｎｆｅｌｄ偶的表示
环；Ｗａｋｕｉ［１５］给出了所有八维非半单 Ｈｏｐｆ代数的
表示环，并计算出了生成元与生成关系；Ｃｈｅｎ
等［１６］研究了一般Ｔａｆｔ代数的表示环；Ｌｉ等［１７］研究

了广义 Ｔａｆｔ代数的表示环；Ｓｕｎ等［１８］研究了 Ｔａｆｔ
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代数Ｄｒｉｎｆｅｌｄ偶的表示环。
在算出对称群Ｓ４上表示环 ｒ（Ｓ４）后，自然地，

会考虑ｒ（Ｓ４）环的一些性质，例如根基、扭元，做成
复代数时的维数、线性基等等。另外，对于一般的

群Ｇ在复数域上表示代数 ｒＣ（Ｇ）都是半单的
［１９］。

此外，根据Ｗａｎｇ等［２０］的结果可知，有限群Ｇ的表
示环ｒ（Ｇ）与有限群 Ｇ在复数域 Ｃ上表示代数
ｒＣ（Ｇ）具有相同的半单性。在此基础上，因为对称
群Ｓｎ的特征标都是整数，笔者更感兴趣的是找到
Ｓ４在有理数域Ｑ上表示代数ｒＱ（Ｓ４）的所有不可约
表示，并计算其所有中心本原幂等元。

本文主要由以下３个部分组成：
第一节介绍本文所需要用到的一些基本定义。

第二节由一组引理出发，计算 Ｓ４的所有特征
标以及不可约表示的张量积分解，借助张量积分

解递推关系得到相应矩阵，算出该矩阵的特征值

与特征向量，从而给出 Ｓ４的二维和三维不可约表
示幂公式。

第三节讨论Ｓ４上表示环ｒ（Ｓ４），并找到Ｓ４在有
理数域Ｑ上表示代数ｒＱ（Ｓ４）的５个一维表示。在
此基础上，计算了ｒＱ（Ｓ４）的５个中心本原幂等元。

１　基本定义

为了更好地阐述本文主要定理，需要引用如

下定义。设 Ｆ是一个域，Ｚ，Ｑ和 Ｃ分别表示整数
环、有理数域和复数域。

定义１［２１］　定义Ｇ的Ｆ表示为群同态
ρ：Ｇ→ＧＬ（Ｖ），

这里ＧＬ（Ｖ）是有限维 Ｆ空间 Ｖ≠０上可逆线性变
换群。

定义２［２１］　群Ｇ的表示环ｒ（Ｇ）是具有Ｚ－基
｛［Ｖｉ］｜１≤ｉ≤ｓ｝，加法和乘法由下式所确定的环，
对Ｇ的任意两个复表示Ｍ，Ｎ，
［Ｍ］＋［Ｎ］＝［Ｍ

"

Ｎ］，［Ｍ］［Ｎ］＝［ＭＮ］。
这里｛［Ｖｉ］｜１≤ｉ≤ｓ｝是 Ｇ互不等价的不可约复表
示，［Ｍ］表示Ｇ的任意有限维复表示 Ｍ对应的同
构类。

定义３［２１］　设（ρ，Ｖ）∈ＲＦ（Ｇ）
＋，在 Ｇ上定义

Ｆ值函数：
ρ：ｇ#ｔｒ．ρ（ｇ），

这里ｔｒ．ρ（ｇ）是Ｖ上线性变换的迹，称ρ为Ｇ表示
ρ的特征标；如果ρ是不可约表示，则称ρ为不可

约特征标；如Ｆ＝Ｃ，则称ρ为复特征标。
定义 ４［２１］　设 φ和 ψ是有限群 Ｇ上两个

Ｃ－值函数。定义（φ，ψ）如下：

（φ，ψ）＝ １
Ｇ∑ｇ∈Ｇφ（ｇ）ψ（ｇ）

－１，

若１，２是Ｇ的两个复特征标，则称

（１，２）＝
１
｜Ｇ｜∑ｇ∈Ｇ１（ｇ）２（ｇ）

为１，２的内积。

２　主要定理

借助以下一组引理，可以得到Ｓ４的二维和三维

不可约表示幂公式，因为对称群的特征标都是整

数，如不特别申明，以下讨论均在有理数域上进行。

引理１［２１］　设群 Ｇ与代数闭域 Ｆ满足条件
ｃｈａｒＦ

%

｜Ｇ｜。令ｓ为Ｇ的共轭类个数，则
（ａ）ＩｒｒＦＧ ＝ｓ；
（ｂ）ＩｒｒＦＧ＝｛ρ１，…，ρｓ｝，ｎｉ＝ｄｅｇρｉ，

Ｇ ＝∑
ｓ

ｉ＝１
ｎ２ｉ。

对于对称群Ｓ４，希望找到其所有不可约表示，
引理１可以帮助判断是否找到了Ｓ４的所有不可约
表示。

引理２［２１］　若Ｆ＝Ｃ，ＩｒｒＦＧ＝｛１，…，ｓ｝，则
１
Ｇ∑ｇ∈Ｇｉ（ｇ）ｊ（ｇ）＝δｉｊ，δｉｊ＝

１， ｉ＝ｊ
０， ｉ≠{ ｊ

。

引理３［２１］　设１，２是有限群Ｇ两个复表示
（ρ１，Ｖ１）和（ρ２，Ｖ２）的特征标，则

ρ１ρ２＝ρ１·ρ２。
引理２和引理３提供了计算对称群Ｓ４的不可

约表示特征标以及不可约表示张量积特征标的方法。

引理４［２１］　群Ｇ的两个复表示等价当且仅当
它们有相同的特征标。

通过引理４，可以快速判断对称群 Ｓ４的两个
不可约表示张量积是否等价。

引理５［２１］　设（ρ，Ｖ）是有限群 Ｇ的一个复表
示，且Ｖ＝ｎ１Ｖ１" ｎ２Ｖ２"…"

ｎｓＶｓ是表示（ρ，Ｖ）
的不可约表示直和分解，则

ｎｉ＝（ｉ，），
其中，是（ρ，Ｖ）的特征标，ｉ是（ρｉ，Ｖｉ）的特征标。

当需要对对称群 Ｓ４的两个不可约表示张量
积进行分解时，通过引理５可以用待定系数法确

８５
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定其不可约表示分量的重数。

Ｓ４有两个一维不可约表示，分别是单位表示
（ρ１，Ｖ１）和符号表示（ρ２，Ｖ２），此外 Ｓ４还有一个二
维不可约自然表示（ρ３，Ｖ３），一个三维不可约自然
表示（ρ４，Ｖ４）。根据引理１，Ｓ４还剩下一个三维不
可约表示（ρ５，Ｖ５）。那么根据定义１及引理２，可
得到Ｓ４的特征标表，见表１。

表１　Ｓ４的特征标表
Ｔａｂｌｅ１　Ｓ４ｆｅａｔｕｒｅｓｃａｌｅ

不可约表示 （１） （１２） （１２３） （１２３４） （１２）（３４）
１ １ １ １ １ １
２ １ －１ １ －１ １
３ ２ ０ －１ ０ ２
４ ３ １ ０ －１ －１
５ ３ －１ ０ １ －１

再根据引理３可得表２：

表２　Ｓ４的不可约表示张量积的特征标表
Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆＳ４ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｆｅａ

ｔｕｒｅｓｃａｌｅｏｆｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔｓ

张量积 （１） （１２） （１２３） （１２３４） （１２）（３４）
Ｖ３Ｖ３ ４ ０ １ ０ ４
Ｖ３Ｖ４ ６ ０ ０ ０ －２
Ｖ３Ｖ５ ６ ０ ０ ０ －２
Ｖ４Ｖ４ ９ １ ０ １ １
Ｖ４Ｖ５ ９ －１ ０ －１ １
Ｖ５Ｖ５ ９ １ ０ １ １

根据表１及表２的结果，得到以下主要定理。
定理１　（ｉ）Ｓ４的二维不可约表示 Ｖ３的幂公

式如下：

Ｖｎ３ ＝
（－１）ｎ＋２ｎ－１

３ Ｖ１"
（－１）ｎ＋２ｎ－１

３ Ｖ２"

　　（－１）
ｎ＋１＋２ｎ
３ Ｖ３。

（ｉｉ）Ｓ４的三维不可约表示Ｖ４，Ｖ５的幂公式如下：

Ｖｎ４ ＝Ｖ
ｎ

５ ＝
（－１）ｎ·３＋２＋３ｎ－１

８ Ｖ１"

　　（－１）
ｎ＋１－２＋３ｎ－１
８ Ｖ２"

　　（－１）
ｎ＋１＋（－１）ｎ·３＋２·３ｎ－１

８ Ｖ３"

　　（－１）
ｎ－１·３＋２＋３ｎ
８ Ｖ４"

　　（－１）
ｎ－２＋３ｎ
８ Ｖ５。

证明　定理１中的（ｉ）与（ｉｉ）的证明类似，以
下只证明（ｉｉ）。

根据引理４，可得到如下结果：
Ｖ１Ｖ２Ｖ２Ｖ１Ｖ２，
Ｖ１Ｖ３Ｖ３Ｖ１Ｖ３，
Ｖ１Ｖ４Ｖ４Ｖ１Ｖ４，
Ｖ１Ｖ５Ｖ５Ｖ１Ｖ５










，

Ｖ１Ｖ１Ｖ１，
Ｖ２Ｖ３Ｖ３Ｖ２Ｖ３，
Ｖ２Ｖ４Ｖ４Ｖ２Ｖ５，
Ｖ２Ｖ５Ｖ４Ｖ２Ｖ４










。

计算Ｖ３Ｖ３，根据引理５，不妨假设 Ｖ３Ｖ３
ｎ１３３Ｖ１"ｎ

２
３３Ｖ２"ｎ

３
３３Ｖ３"ｎ

４
３３Ｖ４"ｎ

５
３３Ｖ５，

可求得：

ｎ１３３＝
１
２４（１×１×４＋６×１×０＋８×１×１＋６×１×

０＋３×１×４），

ｎ２３３＝
１
２４（１×１×４＋６×（－１）×０＋８×１×１＋６×

（－１）×０＋３×４×１），

ｎ３３３＝
１
２４（１×２×４＋６×０×０＋８×（－１）×１＋

６×０×０＋３×２×４），

ｎ４３３＝
１
２４（１×３×４＋６×１×０＋８×０×１＋６×０×

０＋３×２×４），

ｎ５３３＝
１
２４（１×３×４＋６×（－１）×０＋８×０×１＋

６×１×０＋３×（－１）×４



























），

即得 Ｖ３Ｖ３Ｖ１"Ｖ２"Ｖ３。
同理，可以得到：

Ｖ４Ｖ４Ｖ１"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５，
Ｖ３Ｖ４Ｖ３Ｖ５Ｖ４"Ｖ５，
Ｖ４Ｖ５Ｖ２"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５，
Ｖ５Ｖ５Ｖ１"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５










。

接着算Ｓ４的三维不可约表示幂公式，设 Ｖ
ｎ

４

ａｎＶ１"ｂｎＶ２"ｃｎＶ３"ｄｎＶ４"ｅｎＶ５，
可求得如下结果：

Ｖ１４ Ｖ４，

Ｖ２４ Ｖ１"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５，

Ｖ３４ Ｖ１"Ｖ２"２Ｖ３"４Ｖ４"３Ｖ５，

Ｖ４４ ４Ｖ１"３Ｖ２"７Ｖ３"１０Ｖ４"１０Ｖ５，

Ｖ５４ １０Ｖ１"１０Ｖ２"２０Ｖ３"３１Ｖ４"３０Ｖ５













，

９５
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观察上面等式，由假设归纳不难发现，

ａｎ＝ｄｎ－１，
ｂｎ＝ｅｎ－１，
ｃｎ＝ｄｎ－１＋ｅｎ－１，
ｄｎ＝ａｎ－１＋ｃｎ－１＋ｄｎ－１＋ｅｎ－１，
ｅｎ＝ｂｎ－１＋ｃｎ－１＋ｄｎ－１＋ｅｎ－１













。

（１）

式（１）等价于

Ｔｎ＝ＡＴｎ－１＝

ａｎ
ｂｎ
ｃｎ
ｄｎ
ｅ















ｎ

＝

０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ １ １















０ １ １ １ １

ａｎ－１
ｂｎ－１
ｃｎ－１
ｄｎ－１
ｅｎ















－１

。

通过迭代，可以得到 Ｔｎ＝Ａ
ｎ－１Ｔ１，这样求 ａｎ，

ｂｎ，ｃｎ，ｄｎ，ｅｎ通项公式就转化成求 Ａ的 ｎ－１次幂
问题。

注意到Ａ的特征矩阵为
"

０ ０ －１ ０
０

"

０ ０ －１
０ ０

"

－１ －１
－１ ０ －１

"

－１ －１
０ －１ －１ －１

"















－１

，

从而可得到Ａ的所有特征值，分别为
" １＝０，" ２＝

－１，
" ３＝１，" ４＝３。
（ａ）当

" １＝０时，对 应 的 特 征 向 量 为
（１ １ －１ ０ ０）Ｔ；

（ｂ）当
" ２＝ －１时，对应的特征向量为

（０ －１ －１ ０ １）Ｔ，（－１ １ －１ ０ ０）Ｔ；
（ｃ）当

" ３＝１时，对 应 的 特 征 向 量 为
（１ －１ ０ １ －１）Ｔ；

（ｄ）当
" ４＝３时，对应的 特 征 向 量 为

１
３

１
３

２
３( )１ １

Ｔ

。

从以上讨论可知，存在可逆矩阵 Ｐ，使得 Ｐ－１

ＡＰ＝Λ为对角矩阵，其中，

Ｐ＝

１ ０ －１ １ １
３

１ －１ ０ －１ １
３

－１ －１ －１ ０ ２
３

０ ０ １ １ １





















０ １ ０ －１ １

，

Λ＝

０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ ３

。

通过计算，可以得到，

Ｐ－１＝

１
３

１
３ －１３ ０ ０

１
８ －３８ －１４ －１８

３
８

－３８
１
８ －１４

３
８ －１８

１
４ －１４ ０ １

４ －１４
１
８

１
８

１
４

３
８





























３
８

，

因此，可以得到 Ａｎ－１＝ＰΛｎ－１Ｐ－１，不妨设 Ａｎ－１＝
（ａｉｊ）ｎ×ｎ；注意到 Ｔ１＝（０ ０ ０ １ ０）Ｔ，只需要
算ａ１４，ａ２４，ａ３４，ａ４４，ａ５４的值即可，通过计算可得：

ａ１４＝
（－１）ｎ·３＋２＋３ｎ－１

８ ，

ａ２４＝
（－１）ｎ＋１－２＋３ｎ－１

８ ，

ａ３４＝
（－１）ｎ＋１＋（－１）ｎ·３＋２·３ｎ－１

８

ａ４４＝
（－１）ｎ－１·３＋２＋３ｎ

８ ，

ａ５４＝
（－１）ｎ－２＋３ｎ

８

















 。

，

从而可得：

Ｔｎ＝Ａ
ｎ－１Ｔ１＝

（－１）ｎ·３＋２＋３ｎ－１
８

（－１）ｎ＋１－２＋３ｎ－１
８

（－１）ｎ＋１＋（－１）ｎ·３＋２·３ｎ－１
８

（－１）ｎ－１·３＋２＋３ｎ
８

（－１）ｎ－２＋３ｎ



























８

，

又因为

Ｖ４Ｖ４Ｖ５Ｖ５，
所以，

Ｖｎ４ ＝Ｖ
ｎ

５ ＝
（－１）ｎ·３＋２＋３ｎ－１

８ Ｖ１"

０６
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　　（－１）
ｎ＋１－２＋３ｎ－１
８ Ｖ２"

　　（－１）
ｎ＋１＋（－１）ｎ·３＋２·３ｎ－１

８ Ｖ３"

　　（－１）
ｎ－１·３＋２＋３ｎ
８ Ｖ４"

　　（－１）
ｎ－２＋３ｎ
８ Ｖ５。

３　表示环及其性质

在算出了对称群 Ｓ４的所有特征标以及不可

约表示张量积分解后，讨论 Ｓ４上表示环 ｒ（Ｓ４）及
其性质。

定理２　对称群Ｓ４的表示环ｒ（Ｓ４）同构于

ｒ（Ｓ４）Ｚ［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］

　　（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６，ｙ７，ｙ８，ｙ９，ｙ１０），
其中，

ｙ１＝ｘ
２
１－１，ｙ２＝ｘ

２
２－ｘ２－ｘ１－１，ｙ３＝ｘ

２
４－ｘ４－

ｘ３－ｘ２－１，

ｙ４＝ｘ
２
３－ｘ４－ｘ３－ｘ２－１，ｙ５＝ｘ１ｘ２－ｘ２，ｙ６＝

ｘ１ｘ３－ｘ４，
ｙ７＝ｘ１ｘ４－ｘ３，ｙ８＝ｘ２ｘ３－ｘ３－ｘ４，ｙ９＝ｘ２ｘ４－ｘ３

－ｘ４，
ｙ１０＝ｘ３ｘ４－ｘ１－ｘ２－ｘ３－ｘ４。
证明　根据引理１的证明，有以下结论：

Ｖ２Ｖ２Ｖ１，

Ｖ３Ｖ３Ｖ１"Ｖ２"Ｖ３，

Ｖ４Ｖ４Ｖ１"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５，

Ｖ５Ｖ５Ｖ１"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５，

Ｖ２Ｖ３Ｖ３，

Ｖ２Ｖ４Ｖ５，

Ｖ２Ｖ５Ｖ４，

Ｖ３Ｖ４Ｖ４"Ｖ５，

Ｖ３Ｖ５Ｖ４"Ｖ５，

Ｖ４Ｖ５Ｖ２"Ｖ３"Ｖ４"Ｖ５























。

记Ｖ２＝ｘ１，Ｖ３＝ｘ２，Ｖ４＝ｘ３，Ｖ５＝ｘ４，则

ｒ（Ｓ４）Ｚ［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］

　　（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６，ｙ７，ｙ８，ｙ９，ｙ１０），
其中，

ｙ１＝ｘ
２
１－１，ｙ２＝ｘ

２
２－ｘ２－ｘ１－１，ｙ３＝ｘ

２
４－ｘ４－

ｘ３－ｘ２－１，
ｙ４＝ｘ

２
３－ｘ４－ｘ３－ｘ２－１，ｙ５＝ｘ１ｘ２－ｘ２，ｙ６＝

ｘ１ｘ３－ｘ４，
ｙ７＝ｘ１ｘ４－ｘ３，ｙ８＝ｘ２ｘ３－ｘ３－ｘ４，ｙ９＝ｘ２ｘ４－ｘ３

－ｘ４，
ｙ１０＝ｘ３ｘ４－ｘ１－ｘ２－ｘ３－ｘ４。
对于有限群Ｇ，ｒ（Ｇ）与 ｒＦ（Ｇ）是否半单，除了

通过计算 Ｊａｃｏｂｓｏｎ根基来判定外，还可以由 Ｃａ
ｓｉｍｉｒ数来判定。Ｗａｎｇ等［２０］给出了ｒ（Ｇ）与ｒＦ（Ｇ）
半单的充分必要条件，即 ｒ（Ｇ）与 ｒＦ（Ｇ）半单当且
仅当它们的 Ｃａｓｉｍｉｒ数非零。而 ｒ（Ｇ）与 ｒＣ（Ｇ）具
有相同的Ｃａｓｉｍｉｒ数，因而可以知道ｒ（Ｇ）与ｒＣ（Ｇ）
具有相同的半单性。此外，对于一般的群 Ｇ在复
数域上表示代数 ｒＣ（Ｇ）都是半单的

［１９］，由此也进

一步说明在常表示下的表示环都是半单的。事实

上，对于ｒＱ（Ｓ４）而言，根据文献［２０］中的结果，笔
者也计算了 ｒＱ（Ｓ４）的 Ｃａｓｉｍｉｒ数，其 Ｃａｓｉｍｉｒ数为
２８８。由于ｒＱ（Ｓ４）的元素都是在乘法作用下是可
交换的，因而其所有不可约表示都是一维的，

ｒＱ（Ｓ４）是五维代数，笔者则希望找到ｒＱ（Ｓ４）５个一
维不可约表示，并计算其５个中心本原幂等元。

定理３　ｒＱ（Ｓ４）的正则表示可分解为５个一
维表示的直和，这５个一维表示分别由以下向量
张成：

① １＋ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４，

② １－ｘ１－ｘ３＋ｘ４，

③ １＋ｘ１－ｘ２，

④ －１＋ｘ１－ｘ３＋ｘ４，

⑤ －１－ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４。
从而表示代数 ｒＱ（Ｓ４）有 ５个中心本原幂等

元，分别是

ｅ１＝
１
２４（１＋ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４），

ｅ２＝
１
４（１－ｘ１－ｘ３＋ｘ４），

ｅ３＝
１
３（１＋ｘ１－ｘ２），

ｅ４＝－
１
４（－１＋ｘ１－ｘ３＋ｘ４），

ｅ５＝－
１
８（－１－ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４）。

１６
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证明　注意到ｒＱ（Ｓ４）中所有元素在乘法作用
下是可交换的，则 ｒＱ（Ｓ４）的所有不可约表示都是
一维的，考虑正则表示：

１·（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ａ１，
ｘ１·（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ａ２，
ｘ２·（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ａ３，
ｘ３·（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ａ４，
ｘ４·（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（１，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ａ５，

其中，

Ａ１＝

１ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ １

，Ａ２＝

０ １ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １















０ ０ ０ １ ０

，

Ａ３＝

０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
１ １ １ ０ ０
０ ０ ０ １ １















０ ０ ０ １ １

，Ａ４＝

０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ １ １
１ ０ １ １ １















０ １ １ １ １

，

Ａ５＝

０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ １
０ １ １ １ １















１ ０ １ １ １

。

通过计算可知，Ａｉ均可对角化，则存在 Ｐｉ，使得

Ｐ－１ｉ ＡｉＰｉ＝Λｉ，其中，

Ｐ２＝

－１ ０ ０ ０ １
１ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ ０
０ －１ ０ １ ０















０ １ ０ １ ０

，

Ｐ３＝

１ １ ０ ０ １
１ －１ ０ ０ １
－１ ０ ０ ０ ２
０ ０ －１ １ ０















０ ０ １ １ ０

，

Ｐ４＝

１ －１ －１ －１ １
－３ ０ －１ １ １
－２ －１ １ ０ ２
－１ １ ０ －１ ３















３ ０ ０ １ ３

，

Ｐ５＝

３ ０ １ １ １
－１ １ １ －１ １
２ １ －１ ０ ２
１ －１ ０ －１ ３















－３ ０ ０ １ ３

，

Λ２＝

－１ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ １

，

Λ３＝

－１ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ２ ０















０ ０ ０ ０ ２

，

Λ４＝

－１ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ ３

，

Λ５＝

－１ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ ３

。

观察上面Ｐｉ与 Λｉ可知，存在５个公共的特征向
量，分别是

















１
１
２
３
３

，

１
－１
０
－１















１

，

１
１
－１
















０
０

，

－１
１
０
－１















１

，

－１
－１
－２
















１
１

。

根据上述５个公共特征向量可知，
（１＋ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４）

２＝
" １（１＋ｘ１＋２ｘ２＋

３ｘ３＋３ｘ４），

（１－ｘ１－ｘ３＋ｘ４）
２＝

" ２（１－ｘ１－ｘ３＋ｘ４），
（１＋ｘ１－ｘ２）

２＝
" ３（１＋ｘ１－ｘ２），

（－１＋ｘ１－ｘ３＋ｘ４）
２＝

" ４（－１＋ｘ１－ｘ３＋ｘ４），
（－１－ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４）

２＝
" ５（－１－ｘ１－２ｘ２

＋ｘ３＋ｘ４），
待定系数解得：

" １＝２４，" ２＝４，" ３＝３，" ４＝－４，

２６
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" ５＝－８。
ｒＱ（Ｓ４）的５个本原幂等元分别为

ｅ１＝
１
２４（１＋ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４），

ｅ２＝
１
４（１－ｘ１－ｘ３＋ｘ４），

ｅ３＝
１
３（１＋ｘ１－ｘ２），

ｅ４＝－
１
４（－１＋ｘ１－ｘ３＋ｘ４），

ｅ５＝－
１
８（－１－ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４）。
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