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摘　要：混料指数衰减模型在药物动力学和化学动力学中发挥着重要作用。不同于以往根据 Ｔａｙｌｏｒ展开转化
为线性模型进行研究的方法，文章基于Ｒ最优设计的理论，运用非线性优化方法、盛金公式以及内点法等，推导
出两衰减参数相等时该模型下的Ｒ最优设计，同时给出了两衰减参数不等时 Ｒ最优设计的算法，并通过等价
性定理验证了导出的设计是Ｒ最优的。
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０　引　言

混料试验设计［１］是一种研究多个成分混合物

配比的试验设计方法，它可以用来生产良性数据，

被广泛应用于医药、化工、金融等领域。为评估各

种试验设计的好坏，研究者提出了一些最优设计

的概念。其中，Ｄｅｔｔｅ［２］提出的 Ｒ最优设计不仅具
有良好的统计解释，还具备一个非常实用的不变

性特征，这一特征使得在各种线性变换的设计空

间中轻松地计算出最优设计成为可能。Ｒ最优设
计的概念涉及信息矩阵逆的求解。对于非线性模

型［３－８］来说，一方面，其信息矩阵依赖于模型的未

知参数，要获得该模型下的最优设计是不易的；另

一方面，通过 Ｔａｙｌｏｒ展开变成常见的线性模型来
得到信息矩阵的逆［９］，但在实际问题中难免会产

生误差。因此，深入研究具体的非线性模型的最

优设计是必要的。
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指数衰减模型是较为常见的一类非线性模

型，在药物动力学和化学动力学中发挥着重要的

作用［１０］。如公式（１），该模型可以用来描述和预
测物质的消失速率和作用时间，以及计算半衰期

和反应速率常数等关键参数。

ηｉ＝αｅ
－
!

ｘｉ，ｉ＝１，…，ｎ， （１）
其中，ηｉ表示在点ｘｉ处的响应均值。目前，已有学
者研究了该模型的局部 Ｄ、ｃ、Ｅ最优设计［８－１１］

等，但其局部 Ｒ最优设计的讨论还较为空白。对
于混料试验设计中指数模型的研究，张崇岐等［３］

将单纯形各类中心点作为设计点，求解出一类含

常数项２分量一阶混料指数模型的 Ｄ最优设计；
陈博照等［４］将该研究推广到 Ａ最优设计；李俊鹏
等［７］在此基础上研究了ｑ分量二阶指数混料模型
的Ａ最优设计的一般形式。本文考虑的混料指数
衰减模型是模型（１）在混料系统的延伸，可表示为

ηｉ＝∑
ｑ

ｊ＝１
αｊｅ

－
!ｊｘｉｊ，ｉ＝１，…，ｎ。 （２）

当前研究的混料指数模型大多是基于
!１＝

!２＝…＝!ｑ＝１的情况，然而，在实际应用中，该情
况很少见。基于此，本文主要讨论的是指数衰减

参数
!ｊ＝ｃ＞０，ｊ＝１，２，…，ｑ以及指数衰减参数

!ｊ＝ｃｊ＞０，ｊ＝１，２，…，ｑ不全相等的局部 Ｒ最优
设计。具体安排如下：第１节介绍混料试验设计
以及指数衰减模型的相关理论；第２节讨论混料
指数模型在两种情形下获取局部 Ｒ最优设计的
方法；第３节总结并给出未来可以进一步研究的
方向。

１　预备知识

在ｑ分量混料试验设计中，一个具有 ｎ个支
撑点的设计可表示为

ξｎ＝
Ｘ１ Ｘ２ … Ｘｎ
ｗ１ ｗ２ … ｗ( )

ｎ
∈Ξ，

其中，Ξ表示所有设计组成的集合，权重满足

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉ＝１，０≤ｗｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｎ， （３）

第ｉ个设计点Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｑ）
Ｔ满足

∑
ｑ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝１，０≤ｘｉｊ≤１，ｉ＝１，２，…，ｎ。 （４）

不失一般性，本文考虑２分量一阶混料指数
衰减模型：

ηｉ＝α１ｅ
－
!１ｘｉ１＋α２ｅ

－
!２ｘｉ２，ｉ＝１，２，…ｎ， （５）

其中，
!１＝ｃ１及 !２＝ｃ２均是大于０的衰减参数，

α１、α２是未知参数，

ｆ（Ｘ）＝
ηｉ

（α１，α２）
Ｔ＝（ｅ

－ｃ１ｘ１，ｅ－ｃ２ｘ２）Ｔ （６）

是模型（５）对应的函数向量。对于混料最优设计
问题，一般采用饱和设计，即设计点个数等于未知

参数个数的设计［７］。由于该模型有两个未知参

数，故其饱和设计为２点设计，即

ξ２＝

ｘ１１
ｘ( )
１２

ｘ２１
ｘ( )
２２

ｗ１ ｗ









２

。

由Ｆｅｄｏｒｏｖ［１２］给出的 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的定义
可知，模型（５）在设计ξｎ下的信息矩阵为

Ｍ（ξｎ）＝∫
"

ｆ（Ｘ）ｆＴ（Ｘ）ξｎ（ｄＸ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｆ（Ｘｉ）ｆ

Ｔ（Ｘｉ）。 （７）

Ｄｅｔｔｅ［２］定义的Ｒ最优设计 ξｎ 是使信息矩阵的逆
的对角线元素乘积达到最小的设计，即

ξｎ ＝ａｒｇｍｉｎ
ξｎ∈Ξ
ΦＲ（ξｎ），

其中，

ΦＲ（ξｎ）＝∏
ｉ
（Ｍ－１（ξｎ））ｉｉ。 （８）

在Ｄｅｔｔｅ研究的基础上，Ｈｅ等［１３］给出非线性回归

模型Ｒ最优设计的等价性定理，即对于非线性回
归模型，设计ξｎ 为Ｒ最优设计，当且仅当

∑
ｐ

ｉ＝１

ｅＴｉＭ
－１（ξｎ）ｆ（Ｘ）ｆ

Ｔ（Ｘ）Ｍ－１（ξｎ）ｅｉ
ｅＴｉＭ

－１（ξｎ）ｅｉ
≤ｐ，

其中，ｐ为信息矩阵Ｍ（ξｎ）的维数。于是，对于任
意ξ∈Ξ，令判定函数

（Ｘ，ξ）＝∑
ｉ

（Ｍ－１（ξ）ｆ（Ｘ）ｆＴ（Ｘ）Ｍ－１（ξ））ｉｉ
（Ｍ－１（ξ））ｉｉ

，

（９）
若（Ｘ，ξｎ）≤ｐ，则设计ξｎ 为Ｒ最优设计。

２　局部Ｒ最优设计

由式（７）知，模型（５）的信息矩阵依赖于衰减
参数ｃ１和 ｃ２，为此本节主要讨论参数在 ｃ１＝ｃ２＝
ｃ＞０和ｃ１≠ｃ２，ｃ１＞０，ｃ２＞０的情况下，模型（５）的
Ｒ最优设计问题。

９４
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２．１　两衰减参数ｃ１＝ｃ２＝ｃ
由式（７）可计算得到此时的信息矩阵为

Ｍ（ξ２）＝
∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ１ ｅ－ｃ

ｅ－ｃ ∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ











２
。

根据矩阵的逆矩阵计算方法，首先，可以得到

该信息矩阵的行列式为

ｄｅｔＭ（ξ２）＝∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ１·∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ２－ｅ－２ｃ ＝

　（ｗ２１＋ｗ
２
２－１）ｅ

－２ｃ＋ｗ１ｗ２（ｅ
－２ｃ（ｘ１２＋ｘ２１）＋ｅ－２ｃ（ｘ１１＋ｘ２２））＝

　ｗ１ｗ２（ｅ
－２ｃ（ｘ１２＋ｘ２１）＋ｅ－２ｃ（ｘ１１＋ｘ２２）－２ｅ－２ｃ）＝

　ｗ１ｗ２（ｅ
－ｃ（ｘ１２＋ｘ２１）－ｅ－ｃ（ｘ１１＋ｘ２２））２ ＝ｗ１ｗ２ａ， （１０）

其中，

ａ＝（ｅ－ｃ（ｘ１２＋ｘ２１）－ｅ－ｃ（ｘ１１＋ｘ２２））２。 （１１）
又该信息矩阵的伴随矩阵为

Ｍ（ξ２）＝
∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ２ －ｅ－ｃ

－ｅ－ｃ ∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ











１
。

（１２）
由式（８）可得Ｒ最优的准则函数

ΦＲ（ξ２）＝∏
２

ｉ＝１
（（ｄｅｔＭ（ξ２））

－１Ｍ（ξ２））ｉｉ＝

　（ｄｅｔＭ（ξ２））
－２·∑

２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ１·∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃｘｉ２ ＝

　
（ｗ２１＋ｗ

２
２）ｅ

－２ｃ＋ｗ１ｗ２（ｅ
－２ｃ（ｘ１２＋ｘ２１）＋ｅ－２ｃ（ｘ１１＋ｘ２２））

（ｄｅｔＭ（ξ２））
２ ＝

　
ｗ１ｗ２ａ＋ｅ

－２ｃ

ｗ２１ｗ
２
２ａ
２ 。

由式（３）可知，ｗ２＝１－ｗ１，要使 ΦＲ（ξ）达到最小，
等价于使

ｇ（ｗ１）＝
ｗ１（１－ｗ１）ａ＋ｅ

－２ｃ

ｗ２１（１－ｗ１）
２ａ２

达到最小。于是令

ｇ′（ｗ１）＝
－２ａｗ３１＋３ａｗ

２
１＋（４ｅ

－２ｃ－ａ）ｗ１－２ｅ
－２ｃ

ｗ３１（１－ｗ１）
３ａ２

＝０，

即令

－２ａｗ３１＋３ａｗ
２
１＋（４ｅ

－２ｃ－ａ）ｗ１－２ｅ
－２ｃ＝０。（１３）

这是一个关于 ｗ１的一元三次方程，盛金公
式［１４］是实系数一元三次方程的一种辅助算法，适

用范围广且准确高效。由盛金公式的结论可知，

对于方程

ａ１ｘ
３＋ａ２ｘ

２＋ａ３ｘ＋ａ４＝０， （１４）
称重根判别式为

Ａ＝ａ２２－３ａ１ａ３，
Ｂ＝ａ２ａ３－９ａ１ａ４，

Ｃ＝ａ２３－３ａ２ａ４
{

，

总判别式为

Δ＝Ｂ２－４ＡＣ。
若Δ＜０且Ａ＞０，则方程（１４）有３个不相等的实
数根，分别为

ｘ１＝
－ａ２－２槡Ａｃｏｓ

θ
３

３ａ１
，

ｘ２＝
－ａ２＋槡Ａｃｏｓ

θ
３ 槡＋３ｓｉｎ

θ( )３
３ａ１

，

ｘ３＝
－ａ２＋槡Ａｃｏｓ

θ
３ 槡－３ｓｉｎ

θ( )３
３ａ１















 ，

其中，

Ｔ＝
２Ａａ２－３ａ１Ｂ
２Ａ３／２

＝０，

θ＝ａｒｃｃｏｓＴ。
接下来用盛金公式计算 ｗ１。首先计算方程

（１３）的重根判别式：
Ａ＝（３ａ）２－３·（－２ａ）·（４ｅ－２ｃ－ａ）＝
３ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ）＞０，

Ｂ＝３ａ·（４ｅ－２ｃ－ａ）－９·（－２ａ）·（－２ｅ－２ｃ）＝
－Ａ，

Ｃ＝（４ｅ－２ｃ－ａ）２－３·３ａ·（－２ｅ－２ｃ）＝
ａ２＋１０ａｅ－２ｃ＋１６ｅ－４ｃ















，

于是总判别式：

Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＝－３ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ）３≤０。
当且仅当ａ＝０，即 ｘ１１＝ｘ２１时，Δ＝０。此时为单点
设计，与一开始所考虑的２点设计相冲突，暂不考
虑。所以，Δ＜０，进而由盛金公式，有

Ｔ＝２·Ａ·３ａ－３·（－２ａ）·Ｂ
２ａ３／２

＝０，

θ＝ａｒｃｃｏｓＴ＝π２，

ｗ（１）１ ＝
－３ａ－２ ３ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ槡 ）ｃｏｓθ

３·（－２ａ） ＝

ａ＋ ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ槡 ）

２ａ ＞１，

０５
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　ｗ（２）１ ＝
－３ａ＋ ３ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ槡 ）ｃｏｓθ３ 槡＋３ｓｉｎ

θ( )３
３·（－２ａ） ＝

ａ－ ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ槡 ）

２ａ ＜０，

ｗ（３）１ ＝
－３ａ＋ ３ａ（ａ＋８ｅ－２ｃ槡 ）ｃｏｓθ３ 槡－３ｓｉｎ

θ( )３
３·（－２ａ） ＝

１
２。

由式（３），可把 ｗ（１）１ 以及 ｗ（２）１ 舍去。又由于当

ｇ′（ｗ１）＝０时，有

ｇ″（１２）＝

（－６Ａｗ２１＋６Ａｗ１＋４ｅ
－２ｃ－Ａ）·ｗ３１（１－ｗ１）

３Ａ２

ｗ６（１－ｗ１）
６Ａ４ ｗ１＝

１
２

＝

２５６ｅ－２ｃ＋３２Ａ
Ａ２

＞０。

所以，ｗ１＝
１
２是 ｇ（ｗ１）的极小值点。因此，ｗ１＝

ｗ２＝
１
２是模型（５）的Ｒ最优设计权重，此时要求

ｍｉｎ
ξ２∈Ξ
ΦＲ（ξ２）＝

４ａ＋１６ｅ－２ｃ

ａ２

等价于求优化问题：

ｍｉｎ
ｘ１１，ｘ２１∈［０，１］

ｈ（ｘ１１，ｘ２１）＝

４（ｅ－ｃ（１－ｘ１１＋ｘ２１）－ｅ－ｃ（ｘ１１＋１－ｘ２１））２＋１６ｅ－２ｃ

（ｅ－ｃ（１－ｘ１１＋ｘ２１）－ｅ－ｃ（ｘ１１＋１－ｘ２１））４
。

ＭＡＴＬＡＢ中的 ｆｍｉｎｃｏｎ函数可以处理多种类
型的优化问题，具有良好的收敛性。通过这个函

数默认的内点法，取１０组不同的 ｃ值，随机产生

１００组不同的初始值进行计算，取其中 ｈ（ｘ１１，ｘ２１）
最小对应的各个指标的值，结果如表１所示，所有
得出的最优解都收敛。

表１　ｈ（ｘ１１，ｘ２１）函数的不同初始值计算结果
Ｔａｂｌｅ１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｏｆｆｕｎｃ

ｔｉｏｎｈ（ｘ１１，ｘ２１）

ｃ ｈ（ｘ１１，ｘ２１）
平均迭代

次数

最终值

（ｘ１１，ｘ２１）
（Ｘ，ξ２）

０．１ １２２５５ ８．１０ （１，０） ２
０．５ ４６．８８ ９．２０ （１，０） ２
０．８ １４．２４ ９．０７ （１，０） ２
１．０ ９．２２ ９．６０ （１，０） ２
１．３ ６．２９ ９．３７ （１，０） ２
１．５ ５．４１ ８．６６ （１，０） ２
２．０ ４．４７ ９．０５ （１，０） ２
５．０ ４．００ ９．６８ （１，０） ２
１０．０ ４．００ １５．３５ （１，０） ２
１００．０ ４．００ １６．９０ （１，０） ２

　　从表１中可以看出，由这１０组不同的 ｃ值计
算得到的ｈ（ｘ１１，ｘ２１）最小值随着 ｃ值的增加逐渐
减小，但设计的支撑点始终保持不变，当 ｃ值大于
５时，ｈ（ｘ１１，ｘ２１）值基本为４。平均迭代次数在１０
次左右，最后导出的设计点均为（０，１）和（１，０），即
模型的Ｒ最优设计为

ξ２ ＝ ( )１０ ( )０１
０．５ ０．









５
。

不失一般性，当 ｃ＝１时的 ｈ（ｘ１１，ｘ２１）函数三
维图如图１所示。从图１中也可看出，目标函数
ｈ（ｘ１１，ｘ２１）在（０，１）和（１，０）两点处取得最小值。

图１　ｈ（ｘ１１，ｘ２１）函数的总体与最小值附近的图像
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｉｍａｇｅｏｆｔｈｅｗｈｏｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｈ（ｘ１１，ｘ２１）ａｎｄｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｈ（ｘ１１，ｘ２１）ｎｅａｒｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｖａｌｕｅ

　　下面利用等价性定理来证明设计 ξ２ 是模型
（５）在ｃ１＝ｃ２＝ｃ时的 Ｒ最优设计。从式（６）～式

（１２）可知，模型（５）在设计 ξ２ 下的信息矩阵的伴
随矩阵为

１５
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Ｍ（ξ２）＝

１
２ｅ

－２ｃ＋１２ －ｅ－ｃ

－ｅ－ｃ １
２ｅ

－２ｃ＋










１
２

，

其行列式

ｄｅｔＭ（ξ２）＝
１
４（１－ｅ

－２ｃ）２，

从而判定函数

　　　（Ｘ，ξ２）＝
１

ｄｅｔＭ（ξ２）
∑
２

ｉ＝１

（Ｍ（ξ２）ｆ（Ｘ）ｆ
Ｔ（Ｘ）Ｍ（ξ２））ｉｉ

（Ｍ（ξ２））ｉｉ
＝

２（ｅ－２ｃｘ１＋ｅ－２ｃｘ１－４ｃ＋６ｅ２ｃｘ１－４ｃ＋６ｅ－２ｃｘ１－２ｃ－８ｅ－２ｃ－８ｅ－４ｃ＋ｅ２ｃｘ１－２ｃ＋ｅ２ｃｘ１－６ｃ）
（１－ｅ－２ｃ）２（１＋ｅ－２ｃ）

。

令


ｘ１
（Ｘ，ξ２）＝

　４ｃｅ
－２ｃｘ１（ｅ４ｃｘ１－ｅ２ｃ）（ｅ－２ｃ＋６ｅ－４ｃ＋ｅ－６ｃ）

（１－ｅ－２ｃ）２（１＋ｅ－２ｃ）
＝０。

由闭区间连续函数的性质得到，当 ｘ１＝０５时，

（Ｘ，ξ２）取得极小值；当ｘ１＝１或ｘ１＝０时，（Ｘ，

ξ２）＝２取得最大值。由等价性定理可以证得，设
计ξ２ 是模型（５）的 Ｒ最优设计。图２是取 ｃ＝１
时通过ＭＡＴＬＡＢ画出的判定函数的图像，可以看
到（Ｘ，ξ２）≤ｐ＝２，当且仅当 Ｘ＝（０，１）和 Ｘ＝
（１，０）时等号成立。

图２　（Ｘ，ξ２）的曲线图
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｇｒａｐｈｆｏｒ（Ｘ，ξ２）

２．２　两衰减参数ｃ１≠ｃ２
类似ｃ１＝ｃ２＝ｃ的情况，可以推导出 ｃ１≠ｃ２时

的情况：

Ｍ（ξ２）＝
∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃ１ｘｉ１ ∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－ｃ１ｘｉ１－ｃ２ｘｉ２

∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－ｃ１ｘｉ１－ｃ２ｘｉ２ ∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃ２ｘｉ











２

，

ｄｅｔＭ（ξ２）＝ｗ１ｗ２（ｅ
－ｃ１ｘ１１－ｃ２ｘ２２－ｅ－ｃ１ｘ２１－ｃ２ｘ１２））２＝

ｗ１ｗ２ｂ，

Ｍ（ξ２）＝
∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃ２ｘｉ２ －∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－ｃ１ｘｉ１－ｃ２ｘｉ２

－∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－ｃ１ｘｉ１－ｃ２ｘｉ２ ∑
２

ｉ＝１
ｗｉｅ

－２ｃ１ｘｉ











１

，

ΦＲ（ξ２）＝
ｗ１ｗ２（ｂ＋２ｄｌ）＋ｗ

２
１ｄ
２＋ｗ２２ｌ

２

ｗ２１ｗ
２
２ｂ
２ ，（１５）

其中，

ｂ＝（ｅ－ｃ１ｘ１１－ｃ２ｘ２２－ｅ－ｃ１ｘ２１－ｃ２ｘ１２）２， （１６）
ｄ＝ｅ－ｃ１ｘ１１－ｃ２ｘ１２， （１７）
ｌ＝ｅ－ｃ１ｘ２１－ｃ２ｘ２２。 （１８）

与ｃ１＝ｃ２＝ｃ类似，通过盛金公式可以得到模
型（５）的Ｒ最优设计权重 ｗ１和 ｗ２，再使用 ＭＡＴ
ＬＡＢ中ｆｍｉｎｃｏｎ函数默认的内点法可以导出相应
的设计点，表２列出了该算法导出部分设计的计
算结果，算法描述如下：

输入：已知参数ｃ１、ｃ２。

过程：

１：在试验域上随机生成ｘ１１及ｘ２１；

２：根据式（４）、（１６）～（１８）计算ｂ、ｄ、ｌ；
３：计算ａ０＝ｄ

２＋ｌ２－ｂ－２ｄｌ，ｂ０＝ｂ＋２ｄｌ－２ｌ
２；

４：计算Ａ＝－２ａ０，Ｂ＝－３ｂ０，Ｃ＝ｂ０－４ｄ
２，Ｄ＝２ｄ２；

５：采用盛金公式求解一元三次方程
Ａｗ３１＋Ｂｗ

２
１＋Ｃｗ１＋Ｄ＝０，

　得到ｗ１的３个解，并将０到１之间的解作为ｗ１的值。

　若０到１之间无解，则返回过程１；
６：根据式（３）～（４）及（１５）计算ΦＲ（ξ２）；

７：采用内点法计算使得ΦＲ（ξ２）最小的ｘ１１、ｘ２１；

８：将过程１～７重复１００次，令
（ｘ１１，ｘ２１，ｗ１）＝ａｒｇ ｍｉｎ

ｘ１１，ｘ２１，ｗ１∈［０，１］
ΦＲ（ξ２）。

输出：ｘ１１、ｘ２１及ｗ１。

２５
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表２　ｈ（ｘ１１，ｘ２１）函数的不同参数值计算结果
Ｔａｂｌｅ２　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓｏｆ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｈ（ｘ１１，ｘ２１）

（ｃ１，ｃ２）ｈ（ｘ１１，ｘ２１）
平均迭

代次数

最终值

（ｘ１１，ｘ２１，ｗ１，ｗ２）
（Ｘ，ξ２）

（０．１，０．１）１２２５６ ４．６６ （０，１，０．５０，０．５０） ２
（０．１，０．３）９４９．５０ ４．８３ （０，１，０．５３，０．４７） ２
（０．１，１） ３９．１２ ４．９５ （０，１，０．６０，０．４０） ２
（０．１，５） ６．４９ ５．７０ （０，１，０．６５，０．３５） ２
（０．１，１０） ６．３４ ５．６６ （０，１，０．６６，０．３４） ２
（０．３，０．３）２３１．５４ ４．８９ （０，１，０．５０，０．５０） ２
（０．３，１） ２４．３１ ４．９４ （０，１，０．５８，０．４２） ２
（０．３，５） ５．７９ ５．４１ （０，１，０．６２，０．３８） ２
（０．３，１０） ５．６７ ５．５５ （０，１，０．６２，０．３８） ２
（１，１） ９．２２ ５．０７ （０，１，０．５０，０．５０） ２
（１，５） ４．５３ ５．３０ （０，１，０．５５，０．４５） ２
（１，１０） ４．４９ ５．７１ （０，１，０．５５，０．４５） ２
（５，５） ４．０１ ５．４０ （０，１，０．５２，０．４８） ２
（５，１０） ４．００ ５．８２ （０，１，０．４９，０．５１） ２
（１０，１０） ４．００ ７．４５ （０，１，０．４９，０．５１） ２

　　从表２中可以看出，ｃ１＝ｃ２时的结果与表１中
的结果差别不大，可认为该算法导出的结果较为

可靠。随着ｃ１及 ｃ２值的增加，函数值 ｈ（ｘ１１，ｘ２１）
逐渐减小，ｃ１、ｃ２均大于５之后函数值变化幅度不
大，在４附近。该方法的迭代次数在１０左右，最
后导出的设计点均为（０，１）和（１，０），ｃ１和 ｃ２相差
越小，权重越接近（０５，０５），判定函数（Ｘ，ξ２）

的值均约为２，满足等价性定理，可认为这些设计
是Ｒ最优设计。

３　结　论

本文基于２分量一阶混料指数衰减模型，通
过Ｒ最优设计的定义，运用导数求极值、盛金公式
以及内点法等，推导出参数

!１＝!２＝ｃ时的局部Ｒ
最优设计，以及参数

!１＝ｃ１≠!２＝ｃ２时的局部 Ｒ
最优设计的计算方法，并通过等价性定理证明了

导出的设计是Ｒ最优设计。
目前的工作可以在３个方向上加以扩展：①

在第２节只推导了两衰减参数已知的情形，实际
中可能存在需要处理衰减参数未知的问题。为解

决这个问题，可以考虑先从参数已知时的情形入

手，即适当地列出参数的可能取值，通过本文的结

论求出各参数取值下的设计，比较得到衰减参数

未知时的Ｒ最优设计。②文中模型条件设定比较
特殊，在实际应用中可能受到诸多限制，未来的研

究中可以考虑将模型条件设定为更一般的情况。

③本文只讨论了混料指数衰减模型为２分量一阶
的情况，对于分量数更多、阶数更大的模型，如何导

出其Ｒ最优设计或是如何导出其他最优设计，这些
都是值得进一步研究的课题。
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