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环反同态同构定理
张雷铃，孟凡宁 ，周启深

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：反同态映射是使运算反序的映射，与同态映射扮演着相同的角色，在代数体系的结构和性质研究中极
其重要。文章根据环同态映射的同构定理将反同态映射平行到环理论的结构中，给出了环反同态同构定理，以

便能够挖掘出更多关于环的结构和性质的一些结论。
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　　群论中，有了商群的定义才有了群论中的 ３
个同构定理，而商群又建立在正规子群的基础上，

因此，正规子群与群论中的３个同构定理密切相
关。而环论中，理想的概念正是对应于群论中的

正规子群，环论中３个同构定理正是源于群论中
的３个同构定理。环同构定理在环论中的研究非
常重要，它有助于理解不同环之间的关系，简化了

环的研究和分类，也为解决一些具体问题提供了

方便。通过环同构定理，可以将一个复杂的环转

化为一个已知性质的简单环，从而更好地理解和

研究环的性质和结构。环同构定理是一种强大的

数学工具，它在多个学科和领域中都有重要的应

用，帮助人们理解和解决各种复杂的问题。文献

［１］基于信号的时域空间和频域空间是环同构，同
构映射是傅里叶变换，根据希尔伯特空间性质和

环同构，得出了傅里叶变换的一些性质；文献［２］
研究对合三元半群的幂半环的性质与结构，给出

了两个对合三元半群的幂半环同构的一个充分条

件；文献［３］给出 ＪＳＬ代数上环同构的刻画；文献
［４］通过环同构用矩阵 θ（ａ）表示 Ｃ１，２中的元素
ａ，并引入Ｃ１，２中元素 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆的概念。

环同态映射满足条件ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ），它在
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环同构定理中扮演着重要角色。反同态映射是使

运算反序的映射，它也是代数学的重要概念，它为

代数体系的研究提供了另一种途径。反同态映射

是研究代数体系结构的重要方法。当两个代数体

系之间具有反同态关系时，就可以利用已知代数

体系的结构和性质来了解未知代数体系的结构和

性质，这为研究抽象的代数体系带来了极大的方

便。那么对于反同态映射，环是否具有同样平行

的同构定理？

文献［５－９］研究群论中反同态和反同构的一
些性质，给出了与群同态定理、同构定理相平行的

群反同态、反同构定理。而环同构定理又源于群

同构定理，自然地要考虑与环同态定理、同构定理

相平行的环反同态定理、环反同构定理。鉴于此，

文献［１０－１１］研究环的反同态所具有的传递性
质；文献［１２］提出了反商环的概念，并利用反商环
给出了环反同态基本定理以及与环同态结构平行

的一些性质；文献［１３－１５］进一步运用反同态给
出了两个环的代数结构和性质之间的异同；文献

［１６］研究了素数环的偏导对非零理想的同态或反
同态的作用，并在半素数的情况下举例说明；文献

［１７］分别证明了逆导数在素环Ｒ的非零右理想Ｕ
上是同态或反同态的情况；文献［１８］将反同态与
同态推广到李理想，并通过研究在更一般情况下

的素环，推广了Ｒｅｈｍａｎ的一个定理；文献［１９］讨
论了半素环的非零左理想中同态与反同态的广义

导数；文献［２０］研究了在素环中同态或反同态的
导数。由于环同态与环反同态、商环与反商环在

环中扮演的角色相似，本文将环同态的相关同构

定理平行到环反同态上，得到了环反同态第一、第

二、第三同构定理，并且得出环反同态第三同构

定理的一般形式，使得在反同态的条件下也可得

出环之间的同构关系或反同构关系，完善了代数

体系的结构和性质。定理 ６将同态映射变换为
反同态映射，可以得到反商环 Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）与反商
环（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ之间的同构关系；定理１０若将同
态映射变换为反同态映射，则可以得出反商环

Ａ／反 Ｊ与商环Ａ／Ｉ的商环（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）之间的反同
构关系。

１　预备知识

定义１［１１］　一个环Ｒ到环珔Ｒ的映射称为环

Ｒ到环 珔Ｒ的反同态映射，如果对任意ｘ，ｙ∈Ｒ有
（１）（ｘ＋ｙ）＝（ｘ）＋（ｙ）；
（２）（ｘｙ）＝（ｙ）（ｘ）。
进一步地，当为反同态满射时，称环Ｒ与 珔Ｒ

反同态满射；当为反同态双射时，称环Ｒ与珔Ｒ反

同构，记为Ｒ
反

珔Ｒ。
定义２［２１］　设 Ｒ是一个环，Ｉ是 Ｒ的一个理

想，Ｒ关于Ｉ的商集Ｒ／Ｉ＝｛珋ｘ｜珋ｘ＝ｘ＋Ｉ，ｘ∈Ｒ｝对加
法运算 珋ｘ＋珋ｙ＝ｘ＋ｙ（ｉ．ｅ．（ｘ＋Ｉ）＋（ｙ＋Ｉ）＝（ｘ＋
ｙ）＋Ｉ）和乘法运算 珋ｘ珋ｙ＝ｘｙ（ｉ．ｅ．（ｘ＋Ｉ）（ｙ＋Ｉ）＝
ｘｙ＋Ｉ）构成的环，称为Ｒ关于Ｉ的商环。

定义３［１２］　一个环Ｒ关于其理想Ｎ的陪集对
于以下运算构成的环叫做 Ｒ关于 Ｎ的反商环，记
作Ｒ／反 Ｎ。

（１）对任意ａ，ｂ∈Ｒ，（ａ＋Ｎ）＋（ｂ＋Ｎ）＝（ａ＋
ｂ）＋Ｎ；

（２）对任意 ａ，ｂ∈Ｒ，（ａ＋Ｎ）（ｂ＋Ｎ）＝ｂａ＋Ｎ。
引理１［２２］　设Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］为环 Ａ到环 Ｂ的

所有同态映射的集合，Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］为环 Ａ到环 Ｂ
的所有反同态映射的集合，则有

（１）若∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］，ψ∈Ｈｏｍ［Ｂ，Ｃ］，则
ψ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｃ］；

（２）若∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］，ψ∈Ｈｏｍ
［Ｂ，Ｃ］，则

ψ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｃ］；
（３）若 ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］，ψ∈Ｈｏｍ［Ｂ，Ｃ］，

则ψ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｃ］；
（４）若 ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］，ψ∈Ｈｏｍ［Ｂ，Ｃ］，

则ψ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｃ］。
引理２［２１］　假定Ｒ和 珔Ｒ是两个环，是 Ｒ到

珔Ｒ的满同态映射，那么同态核 Ｉ＝ｋｅｒ＝｛ａ∈Ｒ｜
（ａ）＝０｝是Ｒ的理想，并且 Ｒ／Ｉ珔Ｒ。

引理３［１３］　假定Ｒ和 珔Ｒ是两个环，是 Ｒ到
珔Ｒ的反同态满射，那么反同态核 Ｉ＝ｋｅｒ＝｛ａ∈Ｒ｜

（ａ）＝０｝是Ｒ的理想，并且 Ｒ／Ｉ
反

珔Ｒ。
引理４［１２］　假定Ｒ和 珔Ｒ是两个环，是 Ｒ到

珔Ｒ的反同态满射，那么反同态核Ｉ＝ｋｅｒ＝｛ａ∈Ｒ｜
（ａ）＝０｝是Ｒ的理想，并且 Ｒ／反 Ｉ珔Ｒ。

２　环反同态同构定理

２．１　环反同态第一同构定理
环同态第一同构定理是在同态映射 ：Ａ→Ｂ

９５
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与同态映射
!

：Ａ→Ａ／Ｉ的基础上给出的同构定理，
若将同态映射

!

：Ａ→Ａ／Ｉ变换为反同态映射!：Ａ→
Ａ／反 Ｉ，则可以得出反同构定理；若将同态映射：Ａ
→Ｂ变换为反同态映射，则可以得出同构定理或
反同构定理。

定理１［２３］（环同态第一同构定理）　若 ：Ａ→
Ｂ是环同态，Ｉ＝ｋｅｒ，则 Ａ／Ｉ（Ａ）。

　　环同态第一同构定理中 ：Ａ→Ｂ，!：Ａ→Ａ／Ｉ
均为同态映射，若、!其中之一为反同态或 、!
同时为反同态，则可以得出环反同态第一同构定

理，其中，若为反同态，!为同态时，由文献［１３］
得出；若、!同时为反同态时，由文献［１２］得出。

定理２（文献［１３］的定理１０）　设Ａ和Ｂ是两
个环，∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］为满射，反同态核 ｋｅｒ＝：
Ｉ，则存在反同构 ψ：Ａ／Ｉ→Ｂ，使得 ψ! ＝，其中，
!

：Ａ→Ａ／Ｉ为自然满同态映射。

　　定理３（文献［１２］的定理３）　设 Ａ和 Ｂ是两
个环，∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］为满射，反同态核 ｋｅｒ＝：
Ｉ，则存在同构 ψ：Ａ／反 Ｉ→Ｂ，使得ψ! ＝，其中，!：
Ａ→Ａ／反 Ｉ为自然反同态映射。

　　若为满同态，!为反同态时，得出以下结论。
定理４　设 Ａ和 Ｂ是两个环，∈Ｈｏｍ［Ａ，

Ｂ］为满射，Ｃ为Ａ的一个理想且 Ｃｋｅｒ，则存在
唯一一个 ψ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｃ，Ｂ］，使得 ＝ψ!。

另外，当且仅当Ｃ＝ｋｅｒ时，Ａ／反 Ｃ
反

Ｂ，即ψ是反
同构映射，其中，

!

：Ａ→Ａ／反 Ｃ为自然反同态。

　　证明　定义映射ψ：Ａ／反 Ｃ→Ｂ，ａ＋Ｃ!（ａ），
ａ∈Ａ，则ψ是良性的。实际上，对任意ｘ，ｙ∈Ａ，

ｘ＋Ｃ，ｙ＋Ｃ∈Ａ／反 Ｃ，有
ｘ＋Ｃ＝ｙ＋Ｃｘ－ｙ∈Ｃ（ｘ－ｙ）＝０

（ｘ）＝（ｙ）ψ（ｘ＋Ｃ）＝ψ（ｙ＋Ｃ）。
因此，ψ是良性的。

下证 ψ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｃ，Ｂ］。对任意 ｘ＋Ｃ，
ｙ＋Ｃ∈Ａ／反 Ｃ，有

ψ（（ｘ＋Ｃ）＋（ｙ＋Ｃ））＝ψ（ｘ＋ｙ＋Ｃ）＝（ｘ＋ｙ）＝
　（ｘ）＋（ｙ）＝ψ（ｘ＋Ｃ）＋ψ（ｙ＋Ｃ）；
ψ（（ｘ＋Ｃ）（ｙ＋Ｃ））＝ψ（ｙｘ＋Ｃ）＝（ｙｘ）＝
　（ｙ）（ｘ）＝ψ（ｙ＋Ｃ）ψ（ｘ＋Ｃ）。

因此，存在ψ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｃ，Ｂ］，使得对任意 ｘ∈
Ａ，（ψ!）（ｘ）＝ψ（ｘ＋Ｃ）＝（ｘ），其中，!：Ａ→Ａ／反
Ｃ，ｘ

!

ｘ＋Ｃ，ｘ∈Ａ。从而有＝ψ!。
再证ψ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｃ，Ｂ］的唯一性。假设存

在另外一个ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｃ，Ｂ］，使得 ＝ｆ!且
ｆ≠ψ，则存在ｘ＋Ｃ∈Ａ／反 Ｃ使得ｆ（ｘ＋Ｃ）≠ψ（ｘ＋
Ｃ），即ｆ（ｘ＋Ｃ）≠（ｘ），与＝ｆ!矛盾，故而ψ是
唯一的。

最后证明当且仅当Ｃ＝ｋｅｒ时，Ａ／反 Ｃ
反

Ｂ。
先证明充分性。当Ｃ＝ｋｅｒ时，（ｘ）＝（０）

ｘ∈Ｃ。又因为
ｋｅｒψ＝｛ｘ＋Ｃ｜ψ（ｘ＋Ｃ）＝（ｘ）＝（０）＝

ψ（０＋Ｃ）｝，
从而ｋｅｒψ＝｛０＋Ｃ｝，即ψ是单射。显然ψ是一个

满射。故ψ是双射且为反同态，因此Ａ／反 Ｃ
反

Ｂ。

再证明必要性。若 Ａ／反 Ｃ
反

Ｂ，则对任意 ｙ∈
ｋｅｒ，（ｙ）＝ψ（ｙ＋Ｃ）＝（０）＝ψ（０＋Ｃ），从而
有ｙ＋Ｃ＝０＋Ｃ，即 ｙ∈Ｃ。又由于 Ｃｋｅｒ，可得
Ｃ＝ｋｅｒ。
２．２　环反同态第二同构定理

环同态第二同构定理是在同态映射的基础上

给出的商环Ｉ／（Ｉ∩Ｊ）与商环（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ之间的同构
关系，若将同态映射变换为反同态映射，则可以得

到反商环Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）与反商环（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ之间的
同构关系、商环Ｉ／（Ｉ∩Ｊ）与反商环（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ，以
及反商环Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）与商环（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ之间的反同
构关系。

定理５［２３］（环同态第二同构定理）　若 Ｉ、Ｊ为
环Ａ的理想，则 Ｉ／（Ｉ∩Ｊ）（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ。
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　　环同态第二同构定理中ｆ：Ｉ＋Ｊ→Ｉ／（Ｉ∩Ｊ），!：
Ｉ＋Ｊ→（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ均为同态映射，若 ｆ、!其中之一
为反同态或 ｆ、

!

同时为反同态，则可以得出环反

同态第二同构定理。

若ｆ、
!

同时为反同态，则有如下结果。

定理６　设Ｉ和 Ｊ为环 Ａ的理想，则存在 ｆ∈
Ｈｏｍ［Ｉ＋Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］和唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ
［（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］使得（Ｉ＋Ｊ）／反 ＪＩ／反
（Ｉ∩Ｊ）且满足ｆ＝ｇ!，其中，!：Ｉ＋Ｊ→（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ
为自然反同态。

　　证明　易知，Ｉ＋Ｊ及Ｉ∩Ｊ为Ａ的理想，而且Ｊ
是Ｉ＋Ｊ的理想，Ｉ∩Ｊ为Ｉ的理想。由于Ｉ＋Ｊ＝｛ａ＋
ｂ｜ａ∈Ｉ，ｂ∈Ｊ｝，即对任意ｘ∈Ｉ＋Ｊ，存在ａ∈Ｉ，ｂ∈Ｊ，
使得ｘ＝ａ＋ｂ，因而可定义映射 ｆ：Ｉ＋Ｊ→Ｉ／反（Ｉ∩
Ｊ），ｘ

!

ａ＋Ｉ∩Ｊ，则 ｆ为良性。实际上，若 ｘ＝ａ＋
ｂ＝ａ１＋ｂ１，其中，ａ，ａ１∈Ｉ，ｂ，ｂ１∈Ｊ，则ａ－ａ１＝ｂ１－
ｂ∈Ｉ∩Ｊ。从而有 ａ＋Ｉ∩Ｊ＝ａ１＋Ｉ∩Ｊ，这样 ｆ是良
性的。

另外，对任意的ｘ，ｙ∈Ｉ＋Ｊ，存在ａ１，ａ２∈Ｉ，ｂ１，
ｂ２∈Ｊ，使得ｘ＝ａ１＋ｂ１，ｙ＝ａ２＋ｂ２，且

ｆ（ｘ＋ｙ）＝（ａ１＋ａ２）＋Ｉ∩Ｊ＝［ａ１＋Ｉ∩Ｊ］＋
［ａ２＋Ｉ∩Ｊ］＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ），

ｆ（ｘｙ）＝ａ１ａ２＋Ｉ∩Ｊ＝［ａ２＋Ｉ∩Ｊ］［ａ１＋Ｉ∩Ｊ］＝
ｆ（ｙ）ｆ（ｘ）。

因此，ｆ∈Ｈｏｍ［Ｉ＋Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］。
下证Ｊ＝ｋｅｒｆ。一方面，对任意ｘ∈ＪＩ＋Ｊ，有

ｆ（ｘ）＝ｆ（０＋ｘ）＝０＋Ｉ∩Ｊ，因此 ｘ∈ｋｅｒｆ；另一方
面，对任意ｘ∈ｋｅｒｆ，存在 ａ∈Ｉ，ｂ∈Ｊ，使得 ｘ＝ａ＋
ｂ，且ｆ（ｘ）＝ａ＋Ｉ∩Ｊ＝０＋Ｉ∩Ｊ，即 ａ∈Ｉ∩Ｊ，从而
ｘ＝ａ＋ｂ∈Ｊ，这样 Ｊ＝ｋｅｒｆ。另外，对任意 ａ＋Ｉ∩
Ｊ∈Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ），任取 ｂ∈Ｊ，令 ｘ＝ａ＋ｂ，则 ｘ∈Ｉ＋Ｊ
且满足ｆ（ｘ）＝ａ＋（Ｉ∩Ｊ），即 ｆ为满射。根据引理
４可知，存在ｇ∈Ｈｏｍ［（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］
使得（Ｉ＋Ｊ）／反 ＪＩ／反（Ｉ∩Ｊ）。

定义映射ｇ：（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ→Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ），ｘ＋Ｊ!
ｆ（ｘ），ｘ∈Ｉ＋Ｊ，对任意ｘ＋Ｊ，ｙ＋Ｊ∈（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ，有

ｘ＋Ｊ＝ｙ＋Ｊｘ－ｙ∈Ｊｆ（ｘ－ｙ）＝ｆ（ｘ）－
ｆ（ｙ）＝０ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）ｇ（ｘ＋Ｊ）＝
ｇ（ｙ＋Ｊ），

因此ｇ是良性的。易知 ｇ为同构映射。又因为对
任意ｘ∈Ｉ＋Ｊ，存在 ａ∈Ｉ，ｂ∈Ｊ，使得 ｘ＝ａ＋ｂ，且
ｇ!（ｘ）＝ｇ（ｘ＋Ｊ）＝ｆ（ｘ），因此ｇ! ＝ｆ。

最后证明 ｇ的唯一性。假设存在 ｈ∈Ｈｏｍ
［（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］使得ｆ＝ｈ!且ｈ≠ｇ，则存
在ｘ＋Ｊ∈（Ｉ＋Ｊ）／反Ｊ，使得ｈ（ｘ＋Ｊ）＝（ｈ!）（ｘ）≠
ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ＋Ｊ），这与 ｆ＝ｈ!矛盾，故而满足上述
性质的ｇ是唯一的。

若ｆ、
!

其中之一为反同态，由定理４和定理６
的证明，易得出如下结果。

定理７　设 Ｉ和 Ｊ为环 Ａ的理想，则存在
ｆ∈Ｈｏｍ［Ｉ＋Ｊ，Ｉ／（Ｉ∩Ｊ）］和唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ



［（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ，Ｉ／（Ｉ∩Ｊ）］使得（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ
反

Ｉ／（Ｉ∩
Ｊ）且满足ｆ＝ｇ!，其中，!：Ｉ＋Ｊ→（Ｉ＋Ｊ）／反 Ｊ为自
然反同态。

　　定理８　设 Ｉ和 Ｊ为环 Ａ的理想，那么存在
ｆ∈Ｈｏｍ［Ｉ＋Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］和唯一一个ｇ∈Ｈｏｍ

［（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ，Ｉ／反（Ｉ∩Ｊ）］使得（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ
反

Ｉ／反（Ｉ∩
Ｊ）且满足ｆ＝ｇ!，其中，!：Ｉ＋Ｊ→（Ｉ＋Ｊ）／Ｊ为自然
同态。

２．３　环反同态第三同构定理
环同态第三同构定理均是在同态映射的基础

上给出的商环 Ａ／Ｊ与商环 Ａ／Ｉ的商环（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／
Ｉ）之间的同构关系，若将同态映射变换为反同态
映射，则可以得出反商环Ａ／反 Ｊ与商环Ａ／Ｉ的商环
（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）之间的反同构关系、商环Ａ／Ｊ与商环
Ａ／Ｉ的反商环（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ）之间的反同构关系、
反商环Ａ／反 Ｊ与商环Ａ／Ｉ的反商环（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ）
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之间的同构关系、反商环Ａ／反 Ｊ与反商环Ａ／反 Ｉ的
商环（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ）之间的同构关系、反商环
Ａ／反 Ｊ与反商环 Ａ／反 Ｉ的反商环（Ａ／反 Ｉ）／反（Ｊ／反
Ｉ）之间的反同构关系、商环Ａ／Ｊ与反商环Ａ／反 Ｉ的
商环（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ）之间的反同构关系以及商
环Ａ／Ｊ与反商环 Ａ／反 Ｉ的反商环（Ａ／反 Ｉ）／反（Ｊ／反
Ｉ）之间的同构关系。

定理９［２３］（环同态第三同构定理）　若 Ｉ、Ｊ为
环Ａ的理想，且ＩＪ，则（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）Ａ／Ｊ。

　　环同态第三同构定理中 ｈ：Ａ→Ａ／Ｉ，ｆ：Ａ／Ｉ→Ａ／
Ｊ，
!

：Ａ／Ｉ→（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）均为同态映射，若 ｈ为同
态映射，ｆ、

!

其中之一为反同态或ｆ、
!

同时为反同

态，则可以得出环反同态第三同构定理；若 ｈ为反
同态映射，ｆ、

!

同时为同态映射，或者 ｆ、
!

其中之

一为反同态或 ｆ、
!

同时为反同态，则同样可以得

出环反同态第三同构定理。

若ｈ为同态映射，ｆ为反同态映射，
!

为同态映

射，则根据引理３可得以下结果。
定理１０　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，则

存在ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ａ／反 Ｊ］和唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ

［（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ），Ａ／反 Ｊ］，使得（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）
反

Ａ／反 Ｊ
且满足ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／Ｉ→（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）为自然
同态映射。

　　证明　易证 Ｊ／Ｉ是 Ａ／Ｉ的一个理想。构造映
射ｆ：Ａ／Ｉ→Ａ／反 Ｊ，ａ＋Ｉ!ａ＋Ｊ，ａ∈Ａ，显然ｆ是良性
的且为满射。另外，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ａ／反 Ｊ］。

易证Ｊ／Ｉ＝ｋｅｒｆ。根据引理３可知，存在一个
ｇ∈Ｈｏｍ［（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ），Ａ／反 Ｊ］使得

（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）
反

Ａ／反 Ｊ。
构造映射ｇ：（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ）→Ａ／反 Ｊ，（ａ＋Ｉ）＋

Ｊ／Ｉ
!

ｆ（ａ＋Ｉ），则 ｇ是良性的且为单射。又因为
对任意ａ＋Ｉ∈Ａ／Ｉ，有ｇ!（ａ＋Ｉ）＝ｇ（（ａ＋Ｉ）＋Ｊ／
Ｉ）＝ｆ（ａ＋Ｉ），因而ｆ＝ｇ!。

最后证明 ｇ的唯一性。假设存在 ｈ∈Ｈｏｍ

［（Ａ／Ｉ）／（Ｊ／Ｉ），Ａ／反 Ｊ］，且ｈ! ＝ｆ，ｈ≠ｇ，则ｈ（ａ＋
Ｉ＋（Ｊ／Ｉ））≠ｆ（ａ＋Ｉ），这与ｈ! ＝ｆ矛盾，故满足上
述性质的ｇ是唯一的。

若ｈ为同态映射，ｆ为同态映射，
!

为反同态映

射，则由定理４和定理１０的证明，可得如下结论。
定理１１　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，则

存在ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ａ／Ｊ］和唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ


［（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ），Ａ／Ｊ］使得（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ）
反

Ａ／Ｊ
且满足ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／Ｉ→（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ）为自
然反同态映射。

　　若ｈ为同态映射，ｆ为反同态映射，
!

也为反同

态映射，则根据引理４和定理１０的证明，可得如
下结果。

定理１２　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，那
么存在 ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ａ／反 Ｊ］和唯一一个 ｇ∈
Ｈｏｍ［（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ），Ａ／反 Ｊ］使得（Ａ／Ｉ）／反（Ｊ／Ｉ）
Ａ／反 Ｊ且满足 ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／Ｉ→（Ａ／Ｉ）／反
（Ｊ／Ｉ）为自然反同态映射。

　　若ｈ为反同态映射，ｆ为同态映射，
!

为同态映

射，则根据引理２可得如下结果。
定理１３　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，则

存在 ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ａ／反 Ｊ］和唯一一个 ｇ∈
Ｈｏｍ［（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ），Ａ／反 Ｊ］使得（Ａ／反 Ｉ）／
（Ｊ／反 Ｉ）Ａ／反 Ｊ且满足 ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／反 Ｉ→
（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ）为自然同态映射。

　　证明　根据理想的定义和定义３，易证 Ｊ／反 Ｉ
是Ａ／反 Ｉ的一个理想。构造映射ｆ：Ａ／反 Ｉ→Ａ／反 Ｊ，
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ａ＋Ｉ
!

ａ＋Ｊ，ａ∈Ａ。显然 ｆ是良性的且为满射，并
且ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ａ／反 Ｊ］。

易证 ｋｅｒｆ＝Ｊ／反 Ｉ。根据引理 ２可知，存在
ｇ∈Ｈｏｍ［（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ），Ａ／反 Ｉ］使得（Ａ／反 Ｉ）／
（Ｊ／反 Ｉ）Ａ／反 Ｉ。

构造映射ｇ：（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ）→Ａ／反 Ｊ，（ａ＋
Ｉ）＋Ｊ／反 Ｉ!ｆ（ａ＋Ｉ），则ｇ是良性的且为单射。易
证ｆ＝ｇ!。

最后证明 ｇ的唯一性。假设存在 ｈ∈Ｈｏｍ
［（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ），Ａ／反 Ｊ］，且满足ｈ! ＝ｆ，ｈ≠ｇ，
那么存在（ａ＋Ｉ）＋Ｊ／反 Ｉ∈（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ）使得
ｈ（（ａ＋Ｉ）＋Ｊ／反 Ｉ）≠ｇ（（ａ＋Ｉ）＋Ｊ／反 Ｉ），

即ｈ（（ａ＋Ｉ）＋Ｊ／反 Ｉ）≠ｆ（ａ＋Ｉ），这与 ｈ! ＝ｆ矛
盾，故满足上述性质的ｇ是唯一的。

若ｈ为反同态映射，ｆ为同态映射，
!

为反同态

映射，则根据定理４和定理１３的证明，得出如下
结果。

定理１４　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，则
存在 ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ａ／反 Ｊ］和唯一一个 ｇ∈
Ｈｏｍ［（Ａ／反Ｉ）／反（Ｊ／反Ｉ），Ａ／反Ｊ］使得（Ａ／反Ｉ）／反

（Ｊ／反 Ｉ）
反

Ａ／反 Ｊ且满足 ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／反 Ｉ→
（Ａ／反 Ｉ）／反（Ｊ／反 Ｉ）为自然反同态映射。

　　若 ｈ为反同态映射，ｆ为反同态映射，
!

为同

态映射，则根据引理３和定理１３的证明，有如下
结果。

定理１５　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，则
存在ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ａ／Ｊ］和唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ

［（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ），Ａ／Ｊ］使得（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ）
反

Ａ／Ｊ且满足 ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／反 Ｉ→（Ａ／反 Ｉ）／
（Ｊ／反 Ｉ）为自然反同态。

　　若ｈ为反同态映射，ｆ为反同态映射，
!

也为反

同态映射，则根据引理４和定理１３的证明，有如
下结果。

定理１６　设Ｉ和Ｊ是环Ａ的理想，且ＩＪ，则
存在ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ａ／Ｊ］和唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ
［（Ａ／反 Ｉ）／（Ｊ／反 Ｉ），Ａ／Ｊ］使得（Ａ／反 Ｉ）／反（Ｊ／反 Ｉ）
Ａ／Ｊ且满足ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ／反 Ｉ→（Ａ／反 Ｉ）／反
（Ｊ／反 Ｉ）为自然反同态映射。

２．４　环反同态第三同构定理的一般形式
环同态第三同构定理是在同态映射ｈ：Ａ→Ａ／Ｉ

的基础上给出的同构定理，若将同态映射 ｈ：Ａ→
Ａ／Ｉ改成一般同态或反同态映射 ｆ：Ａ→Ｂ，可以得
出同构定理或反同构定理。

定理 １７［２１］　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ
［Ａ，Ｂ］为满射，珋Ｉ是Ｂ的理想，Ｉ是珋Ｉ的原像，则Ａ／Ｉ
Ｂ／珋Ｉ。

　　定理１７中ｆ：Ａ→Ｂ，!：Ａ→Ａ／Ｉ，"：Ｂ→Ｂ／珋Ｉ均为
同态映射，若ｆ为同态映射，

!

、
"

其中之一为反同

态映射或
!

、
"

同时为反同态映射时，则有 Ａ／Ｉ与
Ｂ／珋Ｉ同构或反同构；若ｆ为反同态映射，

!

、
"

同时为

同态映射，或
!

、
"

其中之一为反同态映射或
!

、
"

同时为反同态映射时，则有 Ａ／Ｉ与 Ｂ／珋Ｉ同构或反
同构。

若ｆ为反同态映射，
!

、
"

同时为同态映射时，

根据引理１可得如下结论。
定理１８　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，

Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么

存在唯一一个ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ｂ／珋Ｉ］使得Ａ／Ｉ
反

Ｂ／珋Ｉ
且满足

" ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／Ｉ，"：Ｂ→Ｂ／珋Ｉ为
自然同态映射。

　　证明　由于 ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ］为满射，"∈
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Ｈｏｍ［Ｂ，Ｂ／珋Ｉ］为满射，根据引理 １知，" ｆ∈
Ｈｏｍ［Ａ，Ｂ／珋Ｉ］为满射。又因为

ａ∈ｋｅｒ（" ｆ）（" ｆ）（ａ）＝"（ｆ（ａ））＝ｆ（ａ）
＋珋Ｉ＝０＋珋Ｉｆ（ａ）∈珋Ｉａ∈Ｉ，
因此，Ｉ＝ｋｅｒ（

" ｆ）．根据引理 ３可知，存在 ｇ∈

Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ｂ／珋Ｉ］，使得Ａ／Ｉ
反

Ｂ／珋Ｉ。定义映射
ｇ：Ａ／Ｉ→Ｂ／珋Ｉ，ａ＋Ｉ!ｆ（ａ）＋珋Ｉ，ａ∈Ａ，则对任意

ａ＋Ｉ，ｂ＋Ｉ∈Ａ／Ｉ，有
ａ＋Ｉ＝ｂ＋Ｉａ－ｂ∈Ｉ（" ｆ）（ａ－ｂ）＝０＋

珋Ｉ"（ｆ（ａ－ｂ））＝"（ｆ（ａ）－ｆ（ｂ））＝（ｆ（ａ）－ｆ（ｂ））
＋珋Ｉ
（ｆ（ａ）＋珋Ｉ）－（ｆ（ｂ）＋珋Ｉ）＝０＋珋Ｉ
ｆ（ａ）＋珋Ｉ＝ｆ（ｂ）＋珋Ｉｇ（ａ＋Ｉ）＝ｇ（ｂ＋Ｉ），

因此，ｇ是良性的且为单射。又因为对任意 ａ∈Ａ，
有

" ｆ（ａ）＝"（ｆ（ａ））＝ｆ（ａ）＋珋Ｉ＝ｇ（ａ＋Ｉ）＝
ｇ!（ａ）。

因此，
" ｆ＝ｇ!。
最后证明 ｇ的唯一性。假设存在 ｈ∈Ｈｏｍ

［Ａ／Ｉ，Ｂ／珋Ｉ］，使得
" ｆ＝ｈ!且 ｈ≠ｇ，则存在 ａ＋

Ｉ∈Ａ／Ｉ使得 ｈ（ａ＋Ｉ）≠ｇ（ａ＋Ｉ），即 ｈ（ａ＋Ｉ）≠
ｆ（ａ）＋珋Ｉ，这与

" ｆ＝ｈ!矛盾，故而ｇ是唯一的。
若 ｆ为反同态映射，

!

为同态映射，
"

为反同

态映射，根据引理２和定理１８的证明，可得如下
结果。

定理１９　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，
Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么
存在唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ｂ／反 珋Ｉ］使得 Ａ／Ｉ
Ｂ／反 珋Ｉ且满足 " ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／Ｉ为自然
同态映射，

"

：Ｂ→Ｂ／反 珋Ｉ为自然反同态映射。

　　若 ｆ为反同态映射，
!

为反同态映射，
"

为同

态映射，根据引理４和定理１８的证明，可得如下
结果。

定理２０　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，
Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么
存在唯一一个ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ｂ／珋Ｉ］使得Ａ／反 Ｉ
Ｂ／珋Ｉ且满足

" ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／反 Ｉ为自然
反同态映射，

"

：Ｂ→Ｂ／珋Ｉ为自然同态映射。

　　若ｆ为反同态映射，
!

为反同态映射，
"

为反同

态映射，根据定理４和定理１８的证明，可得如下
结果。

定理２１　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，
Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么
存在唯一一个ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ｂ／反 珋Ｉ］使得Ａ／反 Ｉ


反

Ｂ／反 珋Ｉ且满足 " ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／反 Ｉ，"：
Ｂ→Ｂ／反 珋Ｉ为自然反同态映射。

　　若ｆ为同态映射，
!

为同态映射，
"

为反同态映

射，根据引理３和定理１８的证明，可得如下结果。
定理２２　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，

Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么

存在唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／Ｉ，Ｂ／反 珋Ｉ］使得 Ａ／Ｉ
反

Ｂ／反 珋Ｉ且满足 " ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／Ｉ为自然
同态映射，

"

：Ｂ→Ｂ／反 珋Ｉ为自然反同态映射。

　　若ｆ为同态映射，
!

为反同态映射，
"

为同态映

射，根据定理４和定理１８的证明，可得如下结果。
定理２３　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，

Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么
存在唯一一个 ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ｂ／珋Ｉ］使得 Ａ／反 Ｉ


反

Ｂ／珋Ｉ且满足
" ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／反 Ｉ为自

然反同态映射，
"

：Ｂ→Ｂ／珋Ｉ为自然同态映射。

　　若 ｆ为同态映射，
!

为反同态映射，
"

为反同
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态映射，根据引理４和定理１８的证明，可得如下
结果。

定理２４　设 Ａ和 Ｂ是两个环，ｆ∈Ｈｏｍ［Ａ，
Ｂ］为满射，珋Ｉ是 Ｂ的一个理想，Ｉ是 珋Ｉ的原像，那么
存在唯一一个ｇ∈Ｈｏｍ［Ａ／反 Ｉ，Ｂ／反 珋Ｉ］使得Ａ／反 Ｉ
Ｂ／反 珋Ｉ且满足" ｆ＝ｇ!，其中，!：Ａ→Ａ／反 Ｉ为自

然反同态，
"

：Ｂ→Ｂ／反 珋Ｉ为自然反同态映射。
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