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埃及伊蚊和白纹伊蚊竞争模型的全局动力学
陈小鹏，郭志明

（广州大学 数学与信息科学学院，广东 广州　５１０００６）

摘　要：登革热是由伊蚊传播登革病毒所引起的急性传染病，主要传播媒介是白纹伊蚊和埃及伊蚊。目前，控
制登革热传播的一种可行的方法是释放携带Ｗｏｌｂａｃｈｉａ氏菌的蚊子与野生蚊子产生 ＣＩ效应，进而起到阻断疾
病传播的目的。不同蚊虫之间的竞争机制会影响到释放携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的效果。为了探究埃及伊蚊和白
纹伊蚊的种间竞争及交配对蚊子种群动态及其生态的影响，文章基于对白纹伊蚊与埃及伊蚊偏态的种间交配

实验和最新研究结果，建立了一个两种群竞争模型来模拟埃及伊纹和白纹伊蚊的种群动力学行为，在不同条件

下，证明了平凡平衡点、边界平衡点和正平衡点的全局渐近稳定性。文章的理论研究结果与文献中实验结果一

致，即白纹伊蚊的高种间交配率和再交配率导致其在和埃及伊蚊的竞争繁衍中取得优势。了解这一机制将为

预防控制媒介蚊虫以及后续制定感染 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的释放策略来控制登革热的传播提供科学指引。
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　　登革热是一种由携带登革热病毒的雌蚊叮咬
传播引起的急性全身性蚊媒传染性疾病，主要通

过埃及伊蚊和白纹伊蚊传播，在美洲、非洲和东南

亚等热带、亚热带地区流行，以非洲、美洲、西太平

洋地区最为严重。全世界每年有多达３亿人感染
登革热，约有９６００万人患病，超过１２５个国家受
到登革热流行的影响，对这些国家造成了严重的

经济和社会负担［１－２］。由于缺乏临床治疗方法和

有效的疫苗，目前的登革热控制措施主要是控制

埃及伊蚊或白纹伊蚊的种群规模，它们常年在热

带和亚热带地区传播登革热、寨卡和黄热病等多

种蚊媒疾病。进入２１世纪后，媒介生物可持续控
制的创新理念和模式为我国重大蚊媒害虫防治提

出了新要求［３］。经研究表明，通过释放携带 Ｗｏｌ
ｂａｃｈｉａ的蚊子对野外蚊群进行种群压制和种群替
换在预防和控制蚊媒疾病方面发挥了重要作

用［４－７］，由此，许多学者通过建立数学模型来研究

感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的蚊子在野生蚊子中的传播动力
学行为，例如Ｚｈｅｎｇ等［４］建立了一种时滞微分方

程来描述利用释放携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的雄蚊来控制
野生蚊子数量的模型，Ｈｕａｎｇ等［８］用反应扩散方

程模型来描述感染和未感染蚊子混合种群的 Ｗｏｌ
ｂａｃｈｉａ空间传播动力学，Ｌｉｕ等［９］建立了一类具有

自由边界的 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ感染模型，Ｌｉ等［１０］建立的

离散竞争模型，武丹等［１１］建立的常微分方程模型。

制定有效的灭蚊策略与合理的生物模型需要

更好地了解蚊子种类的分布及其生态行为和特

征。野生蚊子以埃及伊蚊和白纹伊蚊为主，它们

具有相似的生物特征和重叠的栖息地。有趣的是

它们并没有在重叠的生存区域和平相处，而是开

展了种群之间的战争［１２－１３］。１８８０年，埃及伊蚊在
美国佛罗里达州被发现，但白纹伊蚊 １９８０年入侵
该州后，逐渐取代了埃及伊蚊［１４］。１８９０年以来，
澳大利亚托雷斯海峡附近的岛屿经历了多次埃及

伊蚊引起的登革热疫情，直到 ２００５年首次发现白
纹伊蚊，并在几年内快速蔓延，到 ２０１６年该地区
的埃及伊蚊几乎被白纹伊蚊取代［１５］。１９８０年，埃

及伊蚊曾是海南岛和雷州半岛的优势物种，且

１９８０年和 ２００７年暴发了登革热。但最近的几项
研究表明，埃及伊蚊在该地区已经几乎消失，取而

代之的是白纹伊蚊的迅速繁衍。以广东省为例，

目前，埃及伊蚊仅分布在湛江市乌石和企水镇，且

在不久的将来白纹伊蚊将完全取代埃及伊蚊［１６］。

即使埃及伊蚊的分布在广东省逐渐缩小，但仍是

不可忽视的重要媒介，研究白纹伊蚊和埃及伊蚊

的种间竞争关系，对后续控制登革热将有重要的

意义。虽然白纹伊蚊入侵的过程还不是很清楚，

但国内外的许多学者对白纹伊蚊和埃及伊蚊的竞

争动力学行为进行了广泛的研究。

２０１３年，Ｂｒａｄｙ等［１７］通过非参数ＧＡＭ模型来
构建在实验室和野外不同温度下的埃及伊蚊和白

纹伊蚊成虫存活模型。其研究结果表明，在实验

室或野外，成虫白纹伊蚊的存活率高于埃及伊蚊。

然而，埃及伊蚊可能适应更广范围的温度条件。

通过将两种蚊子的存活率按年龄和温度进行详细

的划分，进一步揭示了与温度和年龄相关的死亡

率在实验室条件和波动温度下的重要性，且开发

的模型可以用来调查季节变化的登革热传播。

２０１８年，Ｔｉａｎ等［１８］基于白纹伊蚊的入侵，以及白

纹伊蚊与埃及伊蚊的竞争，在考虑风的影响下建

立了一类具有自由边界的反应扩散对流竞争模

型。其研究结果表明，在弱 －强竞争的情况下，局
部范围内埃及伊蚊在与白纹伊蚊的竞争中最终会

胜利，白纹伊蚊会被限制在有限区域内并逐渐消

失。在弱－弱竞争的情况下，当两个对流系数小
于某一阈值时，入侵的白纹伊蚊将扩散到整个空

间或消失；当初始栖息地的大小大于某一阈值时，

入侵的白纹伊蚊将扩散到整个空间；当初始栖息

地的大小小于某一阈值时，入侵的白纹伊蚊将会

消失，当地的埃及伊蚊将继续存活。２０２０年，
Ｐｏｎｇｓｕｍｐｕｎ［１９］研究了埃及伊蚊和白纹伊蚊的登革
热传播与各区域温度关系的模型，将人类分为易

感人群、暴露人群、染病人群和康复人群，蚊子种

群也分为易感、暴露和感染３类。其研究结果表

２２
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明，各变量随着温度的变化而变化。当温度较高

时，暴露、感染和康复的人，及暴露、感染的蚊子比

例会上升，但易感人群和蚊子的比例会下降，并随

着时间的推移，暴露的埃及伊蚊和具有传染性的

白纹伊蚊呈上升趋势，而暴露的白纹伊蚊和具有

传染性的埃及伊蚊呈下降趋势，直到收敛到平衡

点。从结果可以发现，气温对登革热的传播有影

响，与Ｂｒａｄｙ等［１７］的研究结果一致。２０２０年，Ｌｉｕ
等［２０］基于白纹伊蚊的入侵和白纹伊蚊与埃及伊蚊

的竞争，考虑了一种关于离散拉普拉斯扩散的两

种群竞争模型，他们利用离散拉普拉斯扩散算子

研究了短时间和长时间两种伊蚊的竞争行为。其

研究结果表明，当入侵的白纹伊蚊强于本地的埃

及伊蚊时，即强 －弱竞争下最终白纹伊蚊会取代
埃及伊蚊，反之亦然。在弱 －弱竞争的情况下，长
时间内最终白纹伊蚊和埃及伊蚊会共存，但在短

时间内，每个方向的传播速度不同，白纹伊蚊不仅

会与埃及伊蚊共存，且它还会拓展到新的区域，其

结果与Ｔｉａｎ等［１８］的研究结果基本一致。２０２２年，
Ｙａｎｇ等［２１］为了探索种间竞争和交配对蚊子种群

动态及其生态的影响，建立了白纹伊蚊和日本伊

蚊相互作用的蚊虫阶段结构模型。首先讨论了两

种群没有相互作用的动力学，接着研究了有种间

竞争但没相互交配的动力学，最后研究了有种间

竞争且相互交配的动力学。研究发现，基于现实

的意义，对于互相竞争但种间不交配的蚊子存在

竞争排斥原则，即不能共存；对于互相竞争且交配

的蚊子，两个边界平衡点可以局部渐近稳定或不

稳定。当两个边界平衡点都是局部渐近稳定时，

存在唯一的鞍点，物种的存活或灭亡取决于初始

量；当两个边界平衡点都不稳定，存在唯一的局部

渐近稳定的正平衡点。

２０２２年，陈晓光团队［１３］通过采集广州、海口、

云南等地的白纹伊蚊和埃及伊蚊，并分别在多种

情况下进行了长期的实验观察，首次揭示了中国

地域共同栖息的白纹伊蚊和埃及伊蚊之间存在着

偏态的种间交配，即白纹伊蚊雄蚊与埃及伊蚊雌

蚊之间的杂交率远远高于埃及伊蚊雄蚊与白纹伊

蚊雌蚊的杂交，从而抑制了埃及伊蚊雌性的生殖

繁衍。这是因为不同种的蚊虫，一般不能杂交，即

便杂交了，也会导致子代不育，就像母马和公驴杂

交产生的骡子不育一样。此外，将杂交过的白纹

伊蚊雌蚊或埃及伊蚊雌蚊与同种的雄蚊再次同

笼，发现雌蚊可以通过与同种雄蚊的二次交配来

纠正杂交带来的不育，且白纹伊蚊雌蚊的再次交

配率要远远大于埃及伊蚊雌蚊，二者一正一反达

到了“生殖干扰”，给白纹伊蚊带来了极大的竞争

优势。造成这一现象的主要原因是雄性白纹伊蚊

拥有较雄性埃及伊蚊更长的抱器所致，进而保证

了更高的交尾成功率和受精率。这一行为和机制

将为预防和控制登革热及其他蚊媒传染病提供科

学指引。但目前仅是在实验上给出了白纹伊蚊取

代埃及伊蚊的结果，还没有针对该研究结果做出

相应的数学模型来解释其动力学行为。

基于陈晓光团队的研究结果，本文考虑的是

入侵的白纹伊蚊与当地埃及伊蚊的种群竞争动力

学，主要目的是探讨偏态的种间交配和再次交配

率对白纹伊蚊和埃及伊蚊的生存竞争造成的影

响。由于白纹伊蚊和埃及伊蚊的种间杂交所产生

的后代是不育的，对伊蚊的偏态生殖竞争没有影

响，因此，本文考虑了具有生殖能力的成年伊蚊的

动力学，并结合两种伊蚊的生态特性和竞争机制，

将文章进行如下安排：第１节建立了一个常微分
方程模型来研究白纹伊蚊和埃及伊蚊的全局竞争

动力学，并考虑了性别均等的情况；第２节证明了
模型的不变性、非负性及有界性；为了进一步研究

模型解的动力学行为，第３节讨论了在不同参数
范围下系统平衡点的存在性与稳定性，并给出了

每个平衡点的全局吸引条件；第４节用数值模拟
来验证所得到的结论，并从生物角度解释各参数

取值的意义；最后第５节给出模型的主要结论，验
证了陈晓光团队的研究结果，即当白纹伊蚊的种间

交配率和再交配率超过某个阈值时，白纹伊蚊会在

与埃及伊蚊的竞争中取得胜利。该研究结果为后

续运用感染Ｗｏｌｂａｃｈｉａ蚊子的释放策略来控制登革
热的传播提供了科学指引。

１　模型的建立

在本文中，将建立一个埃及伊蚊和白纹伊蚊

相互竞争的常微分方程模型。用Ｒ（ｔ）代表埃及伊
蚊，Ｕ（ｔ）代表白纹伊蚊，考虑到野生蚊子在现实中
具有世代重叠的自然现象，模型需要包含以下 ４
个重要参数：①蚊子的出生率，这里的出生率表示
存活率和自然出生率的乘积，令埃及伊蚊的出生

３２
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率为ｂ１，白纹伊蚊的出生率为ｂ２；②蚊子的种内交
配概率，由于考虑的对象是有生殖能力的蚊子，其

只能由白纹伊蚊或埃及伊蚊种内交配产生，以此

来表示蚊子偏态的种间交配，令 ｐ１代表埃及伊蚊
种内交配的概率，ｐ２代表白纹伊蚊种内交配的概
率；③蚊子的再交配率，即埃及伊蚊雌蚊或白纹伊
蚊雌蚊种间交配以后可以通过与同种雄蚊二次交

配，来弥补因种间杂交带来的不育，用ｒ１代表埃及
伊蚊的再交配率，ｒ２代表白纹伊蚊的再交配率；④
蚊子的自然死亡率和密度依赖死亡率，由于埃及

伊蚊和白纹伊蚊属于同种伊蚊，假设埃及伊蚊和

白纹伊蚊的自然死亡率和密度依赖死亡率分别相

等，那么用θ代表埃及伊蚊和白纹伊蚊的自然死
亡率，ｄ代表埃及伊蚊和白纹伊蚊密度依赖死亡
率。此外，令 ＲＦ（ｔ）、ＲＭ（ｔ）、ＵＦ（ｔ）和 ＵＭ（ｔ）分别
表示ｔ时刻具有生殖能力的埃及伊蚊雌蚊、埃及伊
蚊雄蚊、白纹伊蚊雌蚊和白纹伊蚊雄蚊的数量。

假设两种蚊群在自然环境下存在随机交配的

行为，结合埃及伊蚊的种内交配概率，则埃及伊蚊

雌蚊与埃及伊蚊雄蚊的交配概率为 ｐ１
ＲＭ

ＲＭ＋ＵＭ
，

白纹伊蚊雌蚊与白纹伊蚊雄蚊的交配概率为

ｐ２
ＵＭ

ＵＭ＋ＲＭ
。由于埃及伊蚊雌蚊有 ｐ１的概率与埃

及伊蚊雄蚊交配，且不考虑二次交配的情形，雌蚊

一般一生只交配一次，即埃及伊蚊雌蚊有（１－ｐ１）
的概率与白纹伊蚊雄性交配，那么埃及伊蚊雌蚊

再交配的概率为ｒ１（１－ｐ１），则白纹伊蚊雌蚊再交
配的概率为 ｒ２（１－ｐ２）。假设雌性和雄性的出生
比例是１∶１，那么埃及伊蚊雌性的增长率为
ｂ１
２

ｐ１ＲＭ（ｔ）
ＲＭ（ｔ）＋ＵＭ（ｔ）

ＲＦ（ｔ）＋
ｂ１
２ｒ１（１－ｐ１）ＲＦ（ｔ）。

（１）
为了调查所有蚊子对埃及伊蚊的密度依赖效

应，这里将埃及伊蚊和白纹伊蚊在ｔ时刻的总体数
量记为

Ｔ（ｔ）＝ＲＦ（ｔ）＋ＲＭ（ｔ）＋ＵＦ（ｔ）＋ＵＭ（ｔ）。（２）
因此，可以得到埃及伊蚊雌蚊的微分方程为

ｄＲＦ（ｔ）
ｄｔ ＝－θＲＦ（ｔ）－ｄＴ（ｔ）ＲＦ（ｔ）＋

ｂ１
２

ｐ１ＲＭ（ｔ）
ＲＭ（ｔ）＋ＵＭ（ｔ）

ＲＦ（ｔ）＋

ｂ１
２ｒ１（１－ｐ１）ＲＦ（ｔ）， （３）

其中，θＲＦ（ｔ）代表伊蚊的自然死亡，ｄＴ（ｔ）ＲＦ（ｔ）表
示与密度相关的衰减。通过类似的推导，得到 ＲＭ
（ｔ）、ＵＦ（ｔ）和ＵＭ（ｔ）满足的微分方程如下：
ｄＲＭ（ｔ）
ｄｔ ＝－θＲＭ（ｔ）－ｄＴ（ｔ）ＲＭ（ｔ）＋

　
ｂ１
２

ｐ１ＲＭ（ｔ）
ＲＭ（ｔ）＋ＵＭ（ｔ）

ＲＦ（ｔ）＋
ｂ１
２ｒ１（１－ｐ１）ＲＦ（ｔ），

ｄＵＦ（ｔ）
ｄｔ ＝－θＵＦ（ｔ）－ｄＴ（ｔ）ＵＦ（ｔ）＋

　
ｂ２
２

ｐ２ＵＭ（ｔ）
ＵＭ（ｔ）＋ＲＭ（ｔ）

ＵＦ（ｔ）＋
ｂ２
２ｒ２（１－ｐ２）ＵＦ（ｔ），

ｄＵＭ（ｔ）
ｄｔ ＝－θＵＭ（ｔ）－ｄＴ（ｔ）ＵＭ（ｔ）＋

　
ｂ２
２

ｐ２ＵＭ（ｔ）
ＵＭ（ｔ）＋ＲＭ（ｔ）

ＵＦ（ｔ）＋
ｂ２
２ｒ２（１－ｐ２）ＵＦ（ｔ





















 ）。

（４）

由于假设雌雄均等，有 ＲＦ＝ＲＭ，ＵＦ＝ＵＭ，令
ｘ（ｔ）＝ＲＦ（ｔ）＋ＲＭ（ｔ），ｙ（ｔ）＝ＵＦ（ｔ）＋ＵＭ（ｔ），则
四维系统化简为如下的平面系统：

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝－θｘ－ｄｘ（ｘ＋ｙ）＋

１
２ｂ１

ｐ１ｘ
２

ｘ＋ｙ＋

１
２ｂ１ｒ１ｘ（１－ｐ１），

ｄｙ（ｔ）
ｄｔ ＝－θｙ－ｄｙ（ｘ＋ｙ）＋

１
２ｂ２

ｐ２ｙ
２

ｘ＋ｙ＋

１
２ｂ２ｒ２ｙ（１－ｐ２















 ）。

（５）

设ｕ＝２ｄｂ１ｐ１
ｘ，ｖ＝２ｄｂ１ｐ１

ｙ，ｓ＝
ｂ１ｐ１
２ｔ，则模型（５）转

化为

ｄｕ（ｓ）
ｄｓ ＝－（

２θ
ｂ１ｐ１
＋ｕ＋ｖ）ｕ＋ｕ

２

ｕ＋ｖ＋ｒ１ｕ（
１
ｐ１
－１），

ｄｖ（ｓ）
ｄｓ ＝－（

２θ
ｂ１ｐ１
＋ｕ＋ｖ）ｖ＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｖ２
ｕ＋ｖ＋

ｂ２
ｂ１
ｒ２ｖ（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１











 ）。

（６）

为了不混淆表达式，仍用ｘ、ｙ、ｔ来表示ｕ、ｖ、ｓ，
则方程（６）可以转化为
ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝－（

２θ
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｘ＋ｘ

２

ｘ＋ｙ＋ｒ１ｘ（
１
ｐ１
－１），

ｄｙ（ｔ）
ｄｔ ＝－（

２θ
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｙ＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ２
ｘ＋ｙ＋

ｂ２
ｂ１ｐ１
ｒ２ｙ（１－ｐ２











 ）。

（７）

４２
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２　模型的非负性与有界性

由于平面系统在原点（０，０）处不存在定义，但
计算发现当（ｘ，ｙ）→（０，０）时，有 ｆ（ｘ，ｙ）→０和
ｇ（ｘ，ｙ）→０。因此，在系统的原点（０，０）处补充定义

ｆ（０，０）＝ｇ（０，０）＝０， （８）
则系统在 Ｒ２＋ ＝｛（ｘ，ｙ）：ｘ≥０，ｙ≥０｝是有定义的。
设γ＝（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））为系统对应于初始值（ｘ０，ｙ０）∈
Ｒ２＋的解，对初始值在ｘ轴上的点，有ｙ′＝ｇ（ｘ，０）＝
０，即ｙ≡０是模型（７）的一个解，则 ｘ轴是一个不
变集。此时，微分方程变为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（１＋ｒ１（

１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

－ｘ）。 （９）

当１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

＜０时，即当
ｂ１
２［ｐ１＋ｒ１（１－

ｐ１）］＜θ时，边界平衡点不存在；当１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－

２θ
ｂ１ｐ１
＞０时，即当

ｂ１
２［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］＞θ时，边界正平

衡点存在；且当０＜ｘ０＜１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

时，有

ｘ′＞０，当１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

＜ｘ０时，有ｘ′＜０，在这

种情况下，系统的解都会吸引到点（１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－

２θ
ｂ１ｐ１
，０），此时，ｘ轴是系统的一个正不变集。类似

的，若初始值为ｙ轴上，ｙ轴也是一个不变集，且有
ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋ｒ２
ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１
）－２θｂ１ｐ１

－ｙ）。（１０）

当
１
ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋ｂ２ｒ２（１－ｐ２）－２θ］＜０时，即当

ｂ２
２［ｐ２＋ｒ２（１－ｐ２）］＜θ时，边界平衡点不存在；当

１
ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋ｂ２ｒ２（１－ｐ２）－２θ］＞０时，即当

ｂ２
２［ｐ２＋

ｒ２（１－ｐ２）］＞θ时，边界平衡点存在；且当０＜ｙ０＜
１
ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋ｂ２ｒ２（１－ｐ２）－２θ］时，ｙ′＞０；当

１
ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋

ｂ２ｒ２（１－ｐ２）－２θ］＜ｙ０时，有ｙ′＜０，在这种情况下，系

统的解都会吸引到点（０，１ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋ｂ２ｒ２（１－ｐ２）－

２θ］）。因此，ｘ轴、ｙ轴和Ｒ２＋都是系统的不变集。
根据现实的生物意义，本文仅讨论在第一象

限Ｒ２＋模型的性质，下面给出引理说明模型（７）满
足非负性和有界性。

引理１　任何满足非负初始值ｘ（０）≥０、ｙ（０）≥０
的解是非负的，并最终有界。

证明　假设系统具有非负初始值，有
ｘ（０）＝ｘ０≥０，ｙ（０）＝ｙ０≥０。
在初始条件下，考虑这个初值问题的解（ｘ（ｔ），

ｙ（ｔ））∈Ｒ２＋，先证明 ｘ是非负的，将 ｘ＝０代入模
型（７）第一个方程的右端可以得到ｆ（０，ｙ）＝０，根
据文献［２２］中命题Ｂ．６可以得出ｘ是非负的，类似
得出ｙ也是非负的。因此，模型（７）在满足ｘ（０）≥０
及ｙ（０）≥０的解都是非负的。接下来，讨论解的
有界性，这里采用比较论证。根据模型（７），解满
足以下不等式：

ｄｘ
ｄｔ＜（１＋

ｒ１
ｐ１
）ｘ（１－ ｘ

１＋
ｒ１
ｐ１

），

ｄｙ
ｄｔ＜

ｂ２
ｂ１ｐ１
（ｐ２＋ｒ２）ｙ（１－

ｙ
ｂ２
ｂ１ｐ１
（ｐ２＋ｒ２）

），

由此可以得到

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｓｕｐｘ（ｔ）≤１＋

ｒ１
ｐ１
，

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｓｕｐｙ（ｔ）≤

ｂ２
ｂ１ｐ１
（ｐ２＋ｒ２）。

因此，ｘ（ｔ）和ｙ（ｔ）都是有界函数。综上所述，方程
的解是非负有界的，即引理得证，则系统（７）是满
足生物意义的。

３　平衡点及其稳定性

为了了解埃及伊蚊和白纹伊蚊种群动力学行

为，下面研究模型（７）平衡点的存在性和稳定性，
先给出边界平衡点的存在性。

根据方程（７）可以求出系统可能存在两个边
界平衡点和一个正平衡点，先讨论两个边界平衡

点的存在性，分别为 Ｅ１（１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

，０）

和Ｅ２（０，
１
ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋ｂ２ｒ２（１－ｐ２）－２θ］）。当边界平

衡点Ｅ１和Ｅ２都存在时，需要满足下列条件：①当
ｂ１
２［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］＞θ时，Ｅ１存在；②当

ｂ２
２［ｐ２＋

ｒ２（１－ｐ２）］＞θ时，Ｅ２存在。为了简便起见，令

５２
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１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

＝ｘ（１），１ｂ１ｐ１
［ｂ２ｐ２＋ｂ２ｒ２（１－

ｐ２）－２θ］＝ｙ
（１）。

　　假设边界平衡点都存在，下面讨论 Ｅ１（ｘ
（１），

０）和Ｅ２（０，ｙ
（１））的局部渐近稳定性，计算得到系

统的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ（ｘ，ｙ）＝
－２θｂ１ｐ１

－２ｘ－ｙ＋ｘ
２＋２ｘｙ
（ｘ＋ｙ）２

＋ｒ（１ｐ１
－１） －ｘ－ ｘ２

（ｘ＋ｙ）２

－ｙ－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ２

（ｘ＋ｙ）２
－２θｂ１ｐ１

－２ｙ－ｘ＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ２＋２ｘｙ
（ｘ＋ｙ）２

＋ｒ２
ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１












）

。

（１１）
　　定理１　当边界平衡点Ｅ１和Ｅ２都存在时，以
下结论成立：

（Ⅰ）当 ｙ（１）－ｘ（１）＞
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
时，Ｅ１是鞍点；当

ｙ（１）－ｘ（１）＜
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
时，Ｅ１是局部渐近稳定的；

（Ⅱ）当ｘ（１）－ｙ（１）＞１时，Ｅ２是鞍点；当ｘ
（１）－

ｙ（１）＜１时，Ｅ２是局部渐近稳定的。

证明　在Ｅ１（ｘ
（１），０）处有

Ｊ（Ｅ１）＝
－ｘ（１） －ｘ（１）－１

０ ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ









１

，（１２）

此时，Ｊ（Ｅ１）有两个特征值分别为 －ｘ
（１）＜０和

ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
。当 ｙ（１）－ｘ（１）＞

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
时，Ｅ１是鞍

点；当ｙ（１）－ｘ（１）＜
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
时，Ｅ１是局部渐近稳定的结

点。类似的，在Ｅ２＝（０，ｙ
（１））处，有

Ｊ（Ｅ２）＝
ｘ（１）－ｙ（１）－１ ０

－ｙ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

－ｙ（１









）
， （１３）

此时，Ｊ（Ｅ２）有两个特征值分别为ｘ
（１）－ｙ（１）－１和

－ｙ（１）＜０。当 ｘ（１）－ｙ（１）＞１时，Ｅ２是鞍点；ｘ
（１）－

ｙ（１）＜１时，则 Ｅ２是局部渐近稳定的结点，定理
得证。

接下来，讨论正平衡点存在性与稳定性，正平

衡点需要满足下列等式：

ｘ
ｘ＋ｙ＋ｒ１（

１
ｐ１
－１）＝

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ， （１４）

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ
ｘ＋ｙ＋ｒ２

ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１
）＝
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ，

（１５）
化简求得

ｘ（ｘ（１）－ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
）＝ｙ（ｙ（１）－ｘ（１）＋１），

ｙ＝
ｘ（１）－ｙ（１）＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ（１）－ｘ（１）＋１
ｘ。 （１６）

可得正平衡点为

Ｅ３＝（珋ｘ，Ｈ珋ｘ）。 （１７）

令Ｈ＝
ｘ（１）－ｙ（１）＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ（１）－ｘ（１）＋１
，接着可以求得 Ｅ３的

横坐标为

珋ｘ＝

１
１＋Ｈ＋ｒ１（

１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

１＋Ｈ 。 （１８）

通过对 珋ｘ分子进一步分析，要使得 珋ｘ＞０，即要
满足

ｂ２ｐ２＋ｂ２ｐ２ｒ１（
１
ｐ１
－１）＋ｂ２ｒ２（１－ｐ２）＞

　　２θ（
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋１）。 （１９）

在这里先假设正平衡点是存在的，即 珋ｘ＞０，进
一步求Ｅ３的雅可比矩阵为
Ｊ（Ｅ３）＝

　

Ｈ
（１＋Ｈ）２

－珋ｘ －珋ｘ－ １
（１＋Ｈ）２

－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

Ｈ２

（１＋Ｈ）２
－Ｈ珋ｘ

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

Ｈ
（１＋Ｈ）２

－Ｈ珋











ｘ
。

（２０）
直接计算可得

ｄｅｔＪ（Ｅ３）＝－
珋ｘＨ（１＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
）

１＋Ｈ ＜０。

这说明在Ｅ３正平衡点存在的条件下，Ｅ３是鞍
点。要使得正平衡点 Ｅ３存在，必须保证 Ｈ＞０，这

就需要讨论ｘ（１）－ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
和 ｙ（１）－ｘ（１）＋１的正

６２
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负，且要满足
１
１＋Ｈ＋ｒ１（

１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

＞０。针对以

上的情况，下面给出定理２。
定理２　对于模型（７），以下结论成立，此时

正平衡点Ｅ３不存在。
（Ⅰ）当ｘ（１）≤０，ｙ（１）≤０时，Ｅ０是全局渐近稳

定的；

（Ⅱ）当 ｘ（１）≤０，ｙ（１）＞０时，Ｅ０是不稳定的，
Ｅ２是全局渐近稳定的；

（Ⅲ）当 ｘ（１）＞０，ｙ（１）≤０时，Ｅ０是不稳定的，
Ｅ１是全局渐近稳定的。

证明　（Ⅰ）当 ｘ（１）≤０，ｙ（１）≤０时，只存在零
平衡点Ｅ０，下面讨论其稳定性，假设函数

Ｖ＝ｘ＋ｙ。
易证在Ｒ２＋中Ｖ是正定无穷大函数，对Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数沿模型（７）的轨线求导，可得
ｄＶ
ｄｔ＝－（

２θ
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｘ＋ ｘ

２

ｘ＋ｙ＋ｒ１
１
ｐ１( )－１ｘ－

（
２θ
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｙ＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ２
ｘ＋ｙ＋ｒ２

ｂ２
ｂ１
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ( )
１
ｙ≤

－（２θｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｘ＋ｘ＋ｒ１

１
ｐ１( )－１ｘ－

（
２θ
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｙ＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
ｙ＋ｒ２

ｂ２
ｂ１
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ( )
１
ｙ＝

ｘ（１＋ｒ１
１
ｐ１( )－１ －２θｂ１ｐ１

）＋ｙ（
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋

ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１
）ｒ２－

２θ
ｂ１ｐ１
）－（ｘ＋ｙ）２≤

ｘｘ（１）＋ｙｙ（１）≤０，

且
ｄＶ
ｄｔ＝０时，当且仅当ｘ＝ｙ＝０。根据拉塞尔不变

性原理，由此可知 Ｅ０是全局渐近稳定的，此时代
表两种蚊子种群都趋于灭绝。从生物意义上来

看，此时代表白纹伊蚊和埃及伊蚊的出生率和再

交配后的出生率都小于死亡率，即蚊子本身就无

法存活，显然不符合实际。

（Ⅱ）当ｘ（１）≤０，ｙ（１）＞０时，分为以下两种情况。
（ｉ）当 ｘ（１）＜０，ｙ（１）＞０时，由此可推出 ｙ（１）－

ｘ（１）＋１＞０，由定理１可知，Ｅ２是局部渐近稳定的，
要使得正平衡点Ｅ３存在，必须先保证ｘ

（１）－ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＞０，即

ｂ１［ｒ１（１－ｐ１）＋ｐ１］＞ｂ２ｒ２（１－ｐ２）。

又２θ＞ｂ１［ｒ１（１－ｐ１）＋ｐ１］，则有２θ＞ｂ２ｒ２（１－
ｐ２），进一步推得

２θ（
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋１）＞ｂ２ｐ２＋ｂ２ｐ２ｒ１（

１
ｐ１
－１）＋

ｂ２ｒ２（１－ｐ２）。 （２１）
显然不满足式（１９），即正平衡点不存在。由模型
（７）的不变性可得，当ｙ（１）＞０时，从 ｙ轴上出发的
解都会吸引到点 Ｅ２（０，ｙ

（１）），所以，Ｅ０是不稳定
的。又由于ｘ（１）＜０，有

ｄｘ
ｄｔ＝－（

２θ
ｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｘ＋ ｘ

２

ｘ＋ｙ＋ｒ１
１
ｐ１( )－１ｘ＜

－（２θｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｘ＋ｘ＋ｒ１

１
ｐ１( )－１ｘ＝

ｘ（１＋ｒ１
１
ｐ１( )－１ －２θｂ１ｐ１

）－ｘ２－ｘｙ＝

ｘｘ（１）－ｘ２－ｘｙ＜０，
即ｘ是递减的，这说明模型（７）不存在非平凡的周
期解。结合ｘ（ｔ）和 ｙ（ｔ）在非负初始值下的解是
非负有界，由常微分方程定性理论［２３］可知，Ｅ２是
全局渐近稳定的。从生物意义上来看，与（Ｉ）同
理。

（ｉｉ）当ｘ（１）＝０，ｙ（１）＞０时，与（ｉ）的讨论类似，

由此可推出
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
－ｒ１（

１
ｐ１
－１）＋ｒ２

ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１
）＞１，

即ｙ（１）－ｘ（１）＋１＞０，由定理１可知，Ｅ２是局部渐近
稳定的，要使得正平衡点Ｅ３存在，必须先保证ｘ

（１）－

ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＞０，则有２θ＞ｂ２ｒ２（１－ｐ２），又式（１９）

可化简为２θ＜ｂ２ｒ２（１－ｐ２），产生矛盾，则正平衡点
不存在。同理可得Ｅ０不稳定，又ｘ

（１）＝０，则有ｘ′＝
－ｘ２－ｘｙ＜０，即ｘ是递减的，系统不存在非平凡的
周期解，则Ｅ２是全局渐近稳定的。

（Ⅲ）与（Ⅱ）的证明类似，当 ｘ（１）＞０，ｙ（１）≤０
时，可分为两种情况。（ｉ）ｙ（１）＜０时，同理可推出
Ｅ１是全局渐近稳定的；（ｉｉ）当 ｙ

（１）＝０时，同理可
得正平衡点不存在，且 Ｅ１是全局渐近稳定的。从
生物意义上来看，与（Ⅰ）同理，现实中不存在这种
情形。

下面，讨论 ｘ（１）＞０，ｙ（１）＞０时的情况，即 Ｅ１
和Ｅ２都存在，此时符合现实的生物意义。由前面
的讨论可得Ｅ０是不稳定的，考虑到模型（７）的垂
直等倾线Ｌ１与水平等倾线 Ｌ２的交点为正平衡点
Ｅ３，对其存在性分两种情况考虑，如图１所示。

７２
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图１　Ｌ１与Ｌ２对应的情形Ａ和情形Ｂ
Ｆｉｇ．１　ＣａｓｅＡ（ｌｅｆｔ）ａｎｄＣａｓｅＢ（ｒｉｇｈｔ）ｆｏｒＬ１ａｎｄＬ２

　　由图１可得，在情形Ａ中，所有解轨线最终都
趋于Ｅ２，因此，Ｅ２是全局渐近稳定的；而在情形 Ｂ
中，此时存在正平衡点 Ｅ３，且为鞍点，在不同的初
始值情况下解轨线分别趋于 Ｅ１和 Ｅ２。从生物学
上解释是，情形 Ａ对应着白纹伊蚊相对于埃及伊
蚊更具有适合度优势，给定白纹伊蚊任意的初值，

最终白纹伊蚊都能入侵成功，埃及伊蚊灭绝。而

情形Ｂ对应着白纹伊蚊具有适合度劣势，即对应
不同的初始值，白纹伊蚊可能入侵成功，也可能入

侵失败。下面具体分析以上两种情况对应平衡点

的全局稳定性。

定理３　对于模型（７），在 ｘ（１）＞０，ｙ（１）＞０成
立的情况下，有以下结论成立。

（Ⅰ）当ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＜０，ｘ（１）－ｙ（１）－１≥０

时，Ｅ１是全局渐近稳定的，Ｅ２是不稳定的，Ｅ３不存
在；

（Ⅱ）当ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
≥０，ｘ（１）－ｙ（１）－１＜

０时，Ｅ１是不稳定的，Ｅ２是全局渐近稳定的，Ｅ３不
存在；

（Ⅲ）当ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

＜０，ｘ（１）－ｙ（１）－１＜

０时，Ｅ１和Ｅ２都是稳定的，正平衡点 Ｅ３存在且为
鞍点。

证明　（Ⅰ）当ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＜０，ｘ（１）－ｙ（１）

－１≥０时，整理得ｘ（１）－ｙ（１）≥１，由前面的计算和
分析可以得出，Ｅ１是局部渐近稳定的，Ｅ２是不稳
定的。若ｘ（１）－ｙ（１）－１＞０时，有Ｈ＜０，则正平衡
点不存在；当ｘ（１）－ｙ（１）－１＝０时，由式（１６）可知，

要使ｘ（１）－ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

＝０，则有 ｂ２ｐ２＋ｂ１ｐ１＝０，产

生矛盾，则正平衡点不存在。由于 Ｅ０和 Ｅ１轨线
的特点，即Ｅ０附近的轨线会远离奇点，而 Ｅ１附近
的轨线会趋近奇点，则不可能出现连续奇点的奇

异闭轨线。根据常微分方程定性理论，得出 Ｅ１是
全局渐近稳定的。从生物意义上看，ｘ（１）－ｙ（１）－１
＞０意味着 ｂ１ｒ１（１－ｐ１）＞ｂ２［ｐ２＋ｒ２（１－ｐ２）］，出
现这种情况要求白纹伊蚊的总出生率比埃及伊蚊

的二次交配的出生率还低，显然不符合实际。

（Ⅱ）当ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
≥０，ｘ（１）－ｙ（１）－１＜

０时，整理得ｘ（１）－ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
≤０，由前面的计算和

分析可以得出，Ｅ２是局部渐近稳定的，Ｅ１是不稳

定的。若ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＞０时，有 Ｈ＜０，则正平

衡点不存在；若ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

＝０时，由式（１６）

可得，要使ｙ（１）－ｘ（１）＋１＝０，则有 ｂ２ｐ２＋ｂ１ｐ１＝０，
产生矛盾，则正平衡点不存在。同理可得 Ｅ２是全
局渐近稳定的，如图１（ａ）所示，此时，满足的条件

是ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＝０且ｘ（１）－ｙ（１）－１＜０。从生物

意义上解释，ｘ（１）－ｙ（１）＋
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＜０意味着ｂ２ｒ２（１－ｐ２）

＞ｂ１［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］，即白纹伊蚊相较于埃及伊蚊
有更高种间交配率和再交配率。此外，降级埃及

伊蚊的出生率或再交配率有利于这个结果。

（Ⅲ）当ｙ（１）－ｘ（１）－
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

＜０，ｘ（１）－ｙ（１）－１＜

０时，由前面的计算和分析可以得出，Ｅ１和 Ｅ２是
局部渐近稳定的，此时，Ｈ＞０，由ｘ（１）＞０，可得ｂ２ｐ２

［１＋ｒ１（
１
ｐ１
－１）］＞２θ

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
，又由 Ｅ１和 Ｅ２的稳定

８２
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性条件得－ｂ１ｐ１＜ｂ１ｒ１（１－ｐ１）－ｂ２ｒ２（１－ｐ２）＜
ｂ２ｐ２，易得条件（１９）成立。如图１（ｂ）所示，则可得
正平衡点Ｅ３存在，且为鞍点，鞍点的稳定曲线在
描述模型（７）的全局动力学行为时起着重要的作
用。在生物意义上，当白纹伊蚊的初始值在稳定

曲线上方的解最终会趋于 Ｅ２，代表着白蚊伊蚊入
侵成功；当白纹伊蚊的初始值在稳定曲线下方的

解会趋于Ｅ１，代表着白蚊伊蚊入侵失败。
假设定理３中（Ⅲ）成立，下面对Ｅ３的稳定流

形进行讨论。已知模型（７）垂直等倾线 Ｌ１：［１＋

ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

］ｘ＋［ｒ１（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

］ｙ－（ｘ＋

ｙ）２＝０和水平等倾线Ｌ２：［ｒ２
ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－１）－２θｂ１ｐ１

］ｘ＋

［
ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１
＋ｒ２
ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１
）－２θｂ１ｐ１

］ｙ－（ｘ＋ｙ）２＝０的交

点是Ｅ３，并将第一象限分为４个部分，已知ｆ（ｘ，ｙ）

＝－（２θｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｘ＋ｘ

２

ｘ＋ｙ＋ｒ１ｘ（
１
ｐ１
－１），ｇ（ｘ，ｙ）＝

－（２θｂ１ｐ１
＋ｘ＋ｙ）ｙ＋

ｂ２ｐ２
ｂ１ｐ１

ｙ２
ｘ＋ｙ＋ｒ２

ｂ２
ｂ１
（
１
ｐ１
－
ｐ２
ｐ１
）ｙ。定

义以下区域：

Ｄ１＝｛（ｘ，ｙ）：ｆ（ｘ，ｙ）＞０，ｇ（ｘ，ｙ）＞０｝，
Ｄ２＝｛（ｘ，ｙ）：ｆ（ｘ，ｙ）＞０，ｇ（ｘ，ｙ）＜０｝，
Ｄ３＝｛（ｘ，ｙ）：ｆ（ｘ，ｙ）＜０，ｇ（ｘ，ｙ）＜０｝，
Ｄ４＝｛（ｘ，ｙ）：ｆ（ｘ，ｙ）＜０，ｇ（ｘ，ｙ）＞０｝。
除了Ｅ３，第一象限的其他点都属于其中一个

区域（图２）。

图２　垂直等倾线Ｌ１与水平等倾线 Ｌ２将第一象限区域的
划分情况

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｑｕａｄｒａｎｔｂｙｖｅｒｔｉｃａｌｉｓｏ

ｃｌｉｎｅＬ１ａｎｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｉｓｏｃｌｉｎｅＬ２

　　由区域分布情况可知，假设模型（７）任一初始
值为（ｘ０，ｙ０）∈Ｄ２的解，当 ｔ→∞时，有（ｘ（ｔ），

ｙ（ｔ））→Ｅ１，即 Ｄ２属于 Ｅ１的吸引域。同理，当有
（ｘ０，ｙ０）∈Ｄ４的解，对于任意的时间ｔ，当ｔ→∞时，
有（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））→Ｅ２，即 Ｄ４属于 Ｅ２的吸引域，稳
定曲线分隔了 Ｅ１和 Ｅ２的吸引域。由此可见，Ｅ３
的稳定流形会穿过 Ｄ１和 Ｄ３区域，ｌ（ｘ，ｙ）＝０表示
经过 Ｅ０和 Ｅ３的直线。设稳定曲线是 ｙ＝ｈ（ｘ），不
难看出，当有初始值（ｘ０，ｙ０）∈Ｄ１或 Ｄ３的解满足

ｄｙ
ｄｘ＝

ｇ（ｘ，ｙ）
ｆ（ｘ，ｙ）＞０。

由此可得 ｙ＝ｈ（ｘ）是一个严格递增且光滑的
函数，不妨设初始值在 Ｄ１的解满足

ｌｉｍ
ｔ→－∞
（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））＝Ｅ０。

因此，Ｅ０是属于 Ｄ１中稳定曲线的 α极限集，
由微分方程定性理论可知，ｙ＝ｈ（ｘ）是连接 Ｅ０和
Ｅ３的异宿轨。接着讨论在 Ｄ３中（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））的 α
极限集，已知ｆ＜０，ｇ＜０，当 ｔ→－∞满足

ｌｉｍ
ｔ→－∞
（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））＝（ｘ∞，ｙ∞）。

由于 Ｄ３中没有平衡点，则 ｘ∞和 ｙ∞至少有一
个是无穷大，不妨设 ｘ∞ ＜ｙ∞ ＝∞，将其代入 ｆ（ｘ，
ｙ）有 ｌｉｍ

ｔ→－∞
ｘ′（ｔ）＜０，但因为当 ｔ→－∞时，ｘ∞为有

限的值，可推得 ｌｉｍ
ｔ→－∞
ｘ′（ｔ）＝０，则产生矛盾。同理

可得ｙ∞ ＝∞。综上，当 ｘ＞０，稳定曲线ｙ＝ｈ（ｘ）＞
０，且 ｈ′（ｘ）＞０时，则ｌｉｍ

ｘ→∞
ｈ（ｘ）＝∞。然而，稳定曲

线 ｙ＝ｈ（ｘ）的具体位置无法解析求出，第４节将用
数值模拟来估计稳定曲线的位置。

４　数值模拟

为了更直观地展示在不同参数下模型（７）的
动力学行为，接下来利用 ＭＡＴＬＡＢ软件分情形 Ａ
和情形Ｂ进行数值模拟，如图３和图４所示。在
情形Ａ中，各参数的取值参考 Ｚｈｅｎｇ等［４］和陈晓

光团队［１３］的实验结果，有θ＝８５０３４×１０－６，ｂ１＝
０３９，ｂ２＝０６２，ｐ１＝０６９７，ｐ２＝０４２６，ｒ１＝００８３，
ｒ２＝０７０９。初始值分别为 ｘ０＝１０，ｙ０＝２０（图 ３
（ａ））；ｘ０＝２０，ｙ０＝１０（图３（ｂ））；ｘ０＝１０，ｙ０＝１０
（图３（ｃ））。从图３中可以看出，在情形Ａ下不论
埃及伊蚊和白纹伊蚊的初始值大小如何，最终埃

及伊蚊会灭绝，而白纹伊蚊在竞争中取得胜利。

此外，稳定条件中可以看出，当白纹伊纹的种间交

配率和再交配率更高时，有利于加大白纹伊蚊的

９２
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竞争优势。此外，增加白纹伊蚊的出生率，降低死

亡率也有利于这一结果，这也与陈晓光等的研究

结果一致。

图３　情形Ａ的数值模拟
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆＣａｓｅＡ

　　在情形Ｂ中，各参数的取值情况为θ＝８５０３４×
１０－６，ｂ１＝０７，ｂ２＝０６，ｐ１＝０６，ｐ２＝０５，ｒ１＝
０５，ｒ２＝０６６。初始值分别为 ｘ０＝１５，ｙ０＝２０（图
４（ａ））；ｘ０＝２０，ｙ０＝１５（图４（ｂ））；ｘ０＝１０，ｙ０＝１２
（图４（ｃ））；ｘ０＝１３，ｙ０＝１０（图４（ｄ））。从图４可
知，此时 Ｅ１和 Ｅ２都是局部渐近稳定的。与定理３

的第三种情形对应，每个平衡点都有各自的吸引

域，取决于埃及伊蚊和白纹伊纹的初始数量。当

初始值接近 Ｅ１时，最终埃及伊纹持续存在，白纹
伊蚊入侵失败；反之当初始值接近 Ｅ２时，则代表
埃及伊蚊灭绝，白纹伊纹入侵成功。

图４　情形Ｂ的数值模拟
Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆＣａｓｅＢ

０３
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　　由此可见，影响白纹伊蚊与埃及伊蚊竞争结
果的主要因素是出生率、种间交配率和再交配率，

从现实的生物学角度来看，白纹伊蚊的种间交配

率和再交配率要远远高于埃及伊蚊，这也是白纹

伊蚊能入侵成功的最关键原因。最后，由于 Ｅ３稳
定流形的曲线无法精确求出，下面用数值模拟来

粗略地估计稳定曲线的位置，如图５所示。

图５　Ｅ３稳定曲线的大致位置
Ｆｉｇ．５　ＴｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｔａｂｌｅｃｕｒｖｅｏｆＥ３

　　图５中的参数取值与情形Ｂ相同。从图５中
可以看出，Ｅ３稳定流形的大致位置可以用光滑且
严格递增的函数图像 ｙ＝ｈ（ｘ）来表示，从 Ｅ０出
发，正向严格递增到无穷，且与直线 ｌ（ｘ，ｙ）＝０
基本吻合，即 Ｅ３的稳定流形可用 ｌ（ｘ，ｙ）＝０近
似表示。

５　结　论

登革热是由伊蚊传播登革病毒所引起的急性

传染病，主要的传播媒介是白纹伊蚊和埃及伊蚊，

它们的空间分布时常会出现变化或重叠，造成这

一现象的主要原因是种群竞争，不同蚊虫之间的

竞争机制肯定会影响到释放携带 Ｗｏｌｂａｃｈｉａ的蚊
子的效果。因此，为了探究埃及伊蚊和白纹伊蚊

的种间竞争对蚊子种群动态及其生态的影响，本

文建立了一个竞争模型来模拟埃及伊纹和白纹伊

蚊的动力学行为。

（１）通过对模型（７）的动力学分析，首先证明
了模型是合理且有意义的，接着对系统的４个平衡
点的稳定性进行了详细的讨论。①对于平凡平衡

点 Ｅ０，当
ｂ１
２［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］≤θ，

ｂ２
２［ｐ２＋ｒ２（１－

ｐ２）］≤θ时，Ｅ０是全局渐近稳定的，蚊子种群最终
都会灭绝；反之，至少会有一种伊蚊存活，此时，需

要讨论边界平衡点 Ｅ１和 Ｅ２的稳定性。②当
ｂ１
２

［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］＞θ，
ｂ２
２［ｐ２＋ｒ２（１－ｐ２）］≤θ时，

Ｅ２是不稳定的，Ｅ１是全局渐近稳定的，即白纹伊纹

入侵失败。③当
ｂ１
２［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］≤θ，

ｂ２
２［ｐ２＋

ｒ２（１－ｐ２）］＞θ时，Ｅ１是不稳定的，Ｅ２是全局渐
近稳定的，则白纹伊蚊入侵成功。现实中，这３种
情况都不会发生，因为它要求白纹伊蚊或埃及伊

蚊的出生率小于死亡率，显然不符合实际。

（２）在假设两个边界平衡点 Ｅ１和 Ｅ２都存在
的基础上，分３种情况来讨论平衡点的全局渐近
稳定性。①当ｂ２ｒ２（１－ｐ２）＜ｂ１［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］，
ｂ１ｒ１（１－ｐ１）≥ｂ２［ｐ２＋ｒ２（１－ｐ２）］时，Ｅ１是全局渐
近稳定的，Ｅ２是不稳定的。从生物意义上来看，
出现这种情况要求白纹伊蚊的总出生率比埃及伊

蚊的二次交配的出生率还低，显然不符合实际。

②当 ｂ２ｒ２（１－ｐ２）≥ｂ１［ｐ１＋ｒ１（１－ｐ１）］，ｂ１ｒ１（１－
ｐ１）＜ｂ２［ｐ２＋ｒ２（１－ｐ２）］时，Ｅ１是不稳定的，Ｅ２
是全局渐近稳定的，这意味着相较于埃及伊蚊，白

纹伊蚊的种间交配率和再交配率更高，尤其是白

纹伊蚊的再交配率要显著高于埃及伊蚊的再交配

率，最终使得埃及伊蚊灭绝，白纹伊蚊持续存在，

这也符合陈晓光等的研究结果。以上两种情况属

于强－弱竞争。③当ｂ２ｒ２（１－ｐ２）＜ｂ１［ｐ１＋ｒ１（１－
ｐ１）］，ｂ１ｒ１（１－ｐ１）＜ｂ２［ｐ２＋ｒ２（１－ｐ２）］时，Ｅ１和
Ｅ２都是局部渐近稳定的，正平衡点 Ｅ３存在且为
鞍点，其稳定流行将两个边界平衡点的吸引域分

开，即 Ｅ１和 Ｅ２有各自的吸引域，白纹伊蚊的入
侵成功与否取决于初始值的大小，该种情况属于

弱 －弱竞争。
（３）本文用数值模拟验证了上述理论结果，主

要展示了强－弱竞争和弱 －弱竞争下的情况，模
拟结果也与理论结果一致。此外，本文还通过数

值模拟给出了 Ｅ３稳定曲线的近似位置。
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