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离散时间量子随机行走搜索算法在无向图上的应用
濮荣强，黄　玮，居水荣

（江苏信息职业技术学院 微电子学院，江苏 无锡　２１４１５３）

摘　要：量子行走得益于概率幅的叠加特性，可同时出现在多条路径中，使其能以平方式乃至指数级别的速度
加速扩散所携带的量子信息。文章基于无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）结构，从离散时间量子随机行走（ＤｉｓｃｒｅｔｅＴｉｍｅＱｕａｎ
ｔｕｍＷａｌｋ，ＤＴＱＷ）搜索算法特性出发，运用幺正变换的硬币算符与迁移算符，构建了 ＤＴＱＷ搜索算法步骤框
图，在此基础上，应用ＳＫＷ搜索算法对４节点无向图中的标记节点态进行搜索，通过态塌缩的观测，实现以１／４
概率化读取出目标节点。研究结果表明，当有ｎ个足够大的量子系统，并保持彼此之间的强纠缠性时，量子随
机行走可以过渡到经典随机行走。文章还详细讨论了ＤＴＱＷ搜索算法实现左右同移的二次加速搜索机制。
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　　经典随机行走通常被描述为 Ｍａｒｋｏｖ过程，行
走者的下一个状态只取决于它当前的位置，不依

赖于行走者之前时刻的任何信息。而量子行走属

于真·随机行走，受益于概率幅的叠加性，可同时

出现在多条路径中，使量子随机行走能以平方式

乃至指数级别的速度加速扩散所携带的量子信

息。量子随机行走搜索算法是实现量子模拟与通

用计算的有力手段，通过对彼此纠缠的叠加态进

行系列酉变换，从而实现并行化处理的加速量子

计算。目前，研究量子随机行走算法机制与应用
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已成为普遍关注的焦点［１－５］。

量子行走分为连续时间量子行走（Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
ＴｉｍｅＱｕａｎｔｕｍＷａｌｋ，ＣＴＱＷ）与离散时间量子行走
ＤＴＱＷ，任意有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的演化过程都可
理解为ＣＴＱＷ，而ＤＴＱＷ犹如飞行棋游戏，由行走
者抛硬币决定行走的方向。

ＤＴＱＷ 的硬币态量子行走（ｃｏｉｎｅｄｑｕａｎｔｕｍ
ｗａｌｋ）是通过增加硬鰂空间使得行走过程可逆，从
而保存了从哪个状态转移至当前状态的信息，由

于采用Ｈａｄａｍａｒｄ算符作为ＤＴＱＷ的硬币算符，也
被称为Ｈａｄａｍａｒｄ量子随机行走。量子随机行走不
同于经典随机行走，它能以一定的概率同时向两个

方向行走，可实现普适的量子计算，因此，ＤＴＱＷ在
量子计算的算法领域具有特色优势［６－７］。

ＤＴＱＷ搜索算法具有并行处理、非结构化搜索
及存储容量巨大等优点，相对于经典搜索算法具有

二次加速作用。本应用研究结合无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）
结构，从ＤＴＱＷ搜索算法特征出发，在给出ＤＴＱＷ
搜索算法的步骤框图基础上，采用幺正变换的硬币

算符与迁移算符，应用ＤＴＱＷ的ＳＫＷ搜索算法对４
节点无向图中的被标记节点进行搜索，研究指出，

由于波函数的叠加特性，当有ｎ个足够大的量子系
统时，通过保持彼此之间的强纠缠性，量子随机行

走可以过渡到经典随机行走，同时还讨论了ＤＴＱＷ
搜索算法如何实现左右同移的二次加速搜索机制。

１　ＤＴＱＷ搜索算法的特征

ＤＴＱＷ搜索算法由行走者、硬币与演化算符

组成，每步之间都保持了位置的量子纠缠且彼此

相干，可使量子随机行走的特征多样化。

如在一维直线上行走，按离散型量子随机行

走，这里定义 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间：Ｈ＝ＨｃＨｐ，其中，Ｈｐ、
Ｈｃ分别是位置态（ｐｏｓｉｔｉｏｎｓｔａｔｅｓｐａｃｅ）与硬币态
（ｃｏｉｎｓｔａｔｅｓｐａｃｅ），有如下形式：
Ｈｐ＝ｓｐａｎ｛ ν?：ν∈Ｚ｝，Ｈｃ＝ｓｐａｎ｛ ０?，１?｝。
在位置空间Ｈｐ： ν?代表位置态，在硬币空间

Ｈｃ：１?是右平移指令，０?是左平移指令，叠加系
数满足归一化条件。

令ｐ为动量算符，左平移或右平移距离ｌ的迁
移算符Ｓ：

ＳＬ＝ｅ
－ｉｐｌ

"，ＳＲ＝ｅ
ｉｐｌ
" ＝Ｓ＋Ｌ，

则硬币态的离散型量子随机行走迁移算符：Ｓ＝
ＳＬ ０??０ ＋ＳＲ １??１ 。

ＤＴＱＷ搜索算法建立在无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）基
础上，共有Ｎ＝２ｎ个节点，代表了被搜索的数据库
大小，每个节点由一个 ｎ比特的二进制串来标记，
两个节点当且仅当Ｈａｍｍｉｎｇ距离为１时是相连的。

记位置态Ｈｐ＝｛ ｖ?：ｖ＝１，２…，ｎ｝，图中每
节点 ｖ?用１，２，…，ｎ标号。

硬币态Ｈｃ＝｛ ｅ?：ｅ＝１，２，…，ｋ｝，图中每边
矢 ｅ?用 １，２，…，ｋ标号，按 ｅ?的边矢方向，从

ν到ν＋νｅ的位置偏移算符：Ｓ＝∑
Ｎ－１

ｅ＝０
∑
ν
ννｅ，

ｅ??ν，ｅ。ＤＴＱＷ搜索算法通过幺正变换 Ｕ＝
Ｓ·（ＩＣ）实现左右同移，从而加速扩散所携带的
量子信息（图１），体现了彼此纠缠的叠加态特性。

图１　ＤＴＱＷ左右同移的搜索特征
Ｆｉｇ．１　ＳｅａｒｃｈｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｌｅｆｔａｎｄｒｉｇｈｔｃｏｓｈｉｆｔｏｆＤＴＱＷ

　　采用Ｈ＝１

槡２
１＋１( )１－１

Ｈａｄａｍａｒｄ幺正变换作为硬

币算符Ｃ，则可以将硬币态转为叠加态：

Ｈ ０?ｃ＝
１

槡２
（ ０?ｃ＋ １?ｃ）， （１）

Ｈ １?ｃ＝
１

槡２
（ ０?ｃ－ １?ｃ）。 （２）

基于硬币态条件的量子行走算符Ｓ＝∑
ｘ
ｘ－

１，０??ｘ，０ ＋ ｘ＋１，１??ｘ，１ ：
ＳＬ（ ０?ｃ ｘ?ｐ）＝ ０?ｃ ｘ－１?ｐ，
ＳＲ（ １?ｃ ｘ?ｐ）＝ １?ｃ ｘ＋１?ｐ。
量子行走保持叠加态又存在纠缠性，但 Ｈａｄ

ａｍａｒｄ幺正变换使硬币算符Ｃ的式（２）与式（１）比

１５
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较却存在相位反转，使向右行走的概率幅相消，向

左行走的概率幅相长，从而产生了彼此干涉效果，

使得ＤＴＱＷ位置有多个振荡峰值，服从不对称的
分布图样，这与经典随机行走服从Ｇａｕｓｓ分布完全
不同［６］。

一维直线 ＤＴＱＷ 的标准偏差ｌｉｍ
ｔ→∞
σ＝（１－

１

槡２
）
１
２·Ｎ与行走步数 Ｎ成线性关系，而经典随机

行走σ～槡Ｎ，这意味着 ＤＴＱＷ的速度比经典行走
更快。

ＤＴＱＷ搜索算法的特征，即叠加的量子比特
以一定概率同时向两个方向行走，并保持纠缠性，

通过幺正变换的硬币算符与迁移算符的系列变

换，而加速产生了图样的干涉分布，直至最终观测

态塌缩而被读出；而经典行走搜索算法只朝一个方

向行走，边行走、边观测，属于Ｇａｕｓｓ分布的确定态被
读出。

２　ＤＴＱＷ搜索算法的应用

无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）属于ｄ维正则图，正则图由
Ｎ个节点 Ｖ组成节点集，与节点 Ｖ相连边的个数

ｄ＝Ｎ－１称为正则图维度，此图共有Ｎ（Ｎ－１）２ 条

边，对应Ｎ（Ｎ－１）状态。这里Ω＝｛ν１，ν２…νＮ｝的
标记节点ν＝１有Ｍ个，节点ν状态对应 Ｈｐ的基
矢 ν?，而Ｈｃ的Ｅ边矢 ｅ?表示允许的转移方向，
离散时间量子行走发生在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ＝ＨｐＨｃ。

这里引入邻接矩阵（ａｄｊａｃｅｎｃｙｍａｔｒｉｘ）Ａ的定
义，该矩阵的行、列表示节点的序号，矩阵的元素

Ａｉｊ表示两个节点之间是否有边连接：Ａｉｊ＝０表示没
有边连接，Ａｉｊ＝１表示有边连接。如不考虑连接两
个节点的边方向，则无向图的邻接矩阵是 Ｈｅｒｍｉ
ｔｉａｎ对称矩阵。
２．１　ＤＴＱＷ搜索算法的流程图

设系统状态为 ν? ｅ?＝ ν，ｅ?，即位置态
是节点 ν?，而硬币态为边矢 ｅ?，ＤＴＱＷ 发生在
Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ＝ＨｃＨｐ上。

硬币态变换Ｃ，即 Ｃ ν，ｅ?→ｐｉ ν，ｅ′?，其中，
ｐｉ∈Ｃ是选择标号为 ｅ′?边矢的概率，这里令所有
的ｐｉ都相等；

迁移态变换 Ｓ，即 Ｓ ν，ｅ?→ ν′，π（ｅ）?，其
中，ν→ｖ′边矢为 ｅ?，ν′硬币态为 π（ｅ）?。幺正
变换为Ｕ＝Ｓ·（ＩＣ），所构成的ＤＴＱＷ搜索算法
按流程图（图２）执行。

图２　ＤＴＱＷ搜索算法的流程图
Ｆｉｇ．２　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅＤＴＱＷｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ

２５
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　　系统状态表示为 ν，其中，ν∈｛１，２，…，ｎ｝
表示节点标号，ｅ∈｛１，２，…，ｋ｝表示边矢的编

号。首先，产生量子叠加态
１
２ｎ槡 ｎ
∑
ｖ，ｅ
ν? ｅ?，

然后按以下５个步骤：
（１）查询当前ν节点状态 ν′对应的顶点 ν是

否是被标记的目标节点ν′；
（２）若节点不是目标节点，则进行硬币状态变

换，以等概率幅随机选择与 ν相邻的边矢 ｅ′，进入
新的叠加态，即 Ｃ ν，ｅ?→ｐｉ ν，ｅ′?；

（３）查询节点 ν，如果是目标节点，则不改变
硬币状态，否则按硬币态ｅ′变换；

（４）迁移态变换Ｓ，即Ｓ ν，ｅ?→ ｖ′，π（ｅ）?；

（５）按流程执行槡ｎ次后，再观测系统状态 ｖ′，
ｅ′?。

如所有节点 ν都没有被标记，则系统态仍然

停留在
１
２ｎ槡 ｎ
∑
ｖ，ｅ
ｖ? ｅ?；如有目标节点 ν′被

标记，则系统将以大概率停留在某个被标记的节

点ν′上，ＤＴＱＷ搜索算法的复杂度为Ｏ（槡ｎ）。
因此，无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）上带有搜索目标的量

子随机行走，是按一定的概率走向它的邻近节点，

进行一段时间 Ｔ后，当对某个目标点进行观测，
发现它的概率接近１，则称时间 Ｔ为搜索此目标
节点的抵达时间（ｈｉｔｔｉｎｇｔｉｍｅ），抵达时间Ｔ属随机
变量。

２．２　无向图的ＤＴＱＷ搜索算法实现
当无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）满足正则性及对称性，

ＤＴＱＷ搜索算法在总元素个数为Ｎ的 ｄ维网格中
可以搜索出包含一个目标元素的集合。ＤＴＱＷ搜
索特征是始终保持量子比特的叠加态，通过彼此

的纠缠性而加速产生了干涉图样，以更快的速度

来扩散所携带的量子信息，直到目标节点的抵达

时间Ｔ后再进行观测，并最终读出目标元素［８－９］。

图３是节点Ｎ＝４的三维无向图，每个ν节点
和另外其他３个节点相连，被标记的搜寻点 ｖｉ用
矩框注出，未被标记的点用椭圆框注出 ｖｊ。
ＤＴＱＷ搜索算法是研究如何用最短的抵达时间 Ｔ
来找到被标记的顶点ｖｉ。
　　Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是节点 Ｎ＝４的无向图，左右同移

的迁移算符Ｓ＝∑
３

ｅ＝０
∑
３

ν＝０
ν，ｅ??ν，ｅ，ＳＫＷ搜

索算法以ＤＴＱＷ搜索算法作为基本框架，将量子

行走算法中的硬币算符替换为 Ｏｒａｃｌｅ算符，ＳＫＷ
搜索算法具体实现如图３所示［１０－１２］。

图３　节点Ｎ＝４的３维无向图
Ｆｉｇ．３　３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｇｒａｐｈｗｉｔｈｎｏｄｅＮ＝４

　　标记节点νｉ使用算符Ｃ１＝－Ｃ０，其他非标记
节点νｊ使用Ｏｒａｃｌｅ硬币算符Ｃ０＝Ｉ－２ νｉ??νｉ ，
则ＳＫＷ搜索算符为 Ｕ＝Ｓ·（Ｃ０Ｉ－（Ｃ０－Ｃ１）
 νｉ??νｉ ）＝Ｓ·Ｃ０（Ｉ－２ νｉ??νｉ ）＝Ｓ·Ｃ０
Ｉ－２Ｓ·Ｃ０ νｉ??νｉ 。

从上式可见，在初始化叠加态上去搜索被标记

的νｉ节点，使ＳＫＷ搜索算法限制在｛ νｉ，ｅｊ?，νｊ，
ｅｉ?， νｊ，ｅｊ?｝三维空间里进行演化。ＳＫＷ搜索算
法其实就是带扰动的 ＤＴＱＷ搜索算法，同样采用
Ｏｒａｃｌｅ算符去识别问题解，具备了与 Ｇｒｏｖｅｒ搜索
算法相同的特征，因此，可实现二次加速。

将图３位置态节点 ν与硬币态 ｅ的并矢 ν?
 ｅ?＝ ν，ｅ?作为状态基矢：

νｉ，ｅｊ?＝ νｉ?
１
Ｎ－槡 １
∑
ｅｉ→ｅｊ

νｉ，νｊ?，

νｊ，ｅｉ?＝
１
Ｎ－槡 １
∑
ｖｊ
νｊ? νｊ→νｉ?，

νｊ，ｅｊ?＝
１
Ｎ－槡 １
∑
ｖｊ
νｊ?

１
Ｎ－槡 ２
∑
ｅ′ｊ～ｅｊ

νｊ→ν′ｊ?，

以｛ νｉ，ｅｊ?， νｊ，ｅｉ?， νｊ，ｅｊ?｝为状态基矢，按
ＳＫＷ搜索算法在三维空间里演化：

　
νｉ，ｅｊ?

νｊ，ｅｉ?

νｊ，ｅｊ









?

＝
０ －ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－１ ０ ０
０ ｓｉｎθ ｃｏｓ









θ

νｉ，ｅｊ?′

νｊ，ｅｉ?′

νｊ，ｅｊ?









′
，

则初始态 ψ?０演化变为

ψ?ｔ＝
１

槡Ｎ
（ νｉ，ｅｊ?′＋ νｊ，ｅｉ?′＋ Ｎ槡 －２

νｊ，ｅｊ?′）＝
１

槡Ｎ
［－ νｉ，ｅｊ?′＋（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ） νｊ，ｅｉ?′

＋ Ｎ槡 －２（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ） νｊ，ｅｊ?′］。

３５
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在抵达时间 Ｔ＝π２ ２槡
ｎ，观测演化后的塌缩态基

矢得

νｉ，ｅｊ?′状态概率为Ｐ１＝
（－１）２
Ｎ ，

νｊ，ｅｉ?′状态概率为Ｐ２＝
（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ）２

Ｎ ，

νｊ，ｅｊ?′状态概率为Ｐ３＝
（Ｎ－２）（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）２

Ｎ 。

这里Ｎ＝４，ｃｏｓθ＝Ｎ－３Ｎ－１，而 ｓｉｎθ＝
２ Ｎ槡 －２
Ｎ－１ 。

使用 ＳＫＷ 算符迭代 Ｏ（槡Ｎ）次，在 Ｔ＝
π
２ ２槡

ｎ，通过观测可见，ＳＫＷ搜索算法在节点 Ｎ＝

４无向图状态基矢概率分布（图４），具有多个峰值
振荡，叠加态的纠缠性使其呈现出平方式增长而

产生了彼此干涉的不对称概率分布图样，完全不

同于经典随机行走的Ｇｕａｓｓｉａｎ型概率分布。

图４　节点Ｎ＝４无向图ＳＫＷ搜索算法的状态基矢概率分布
Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｔａｔｅｂａｓｅｖｅｃｔｏｒｓｏｆｔｈｅ

ＳＫＷｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｇｒａｐｈｗｉｔｈ
ｎｏｄｅＮ＝４

　　在实验中，通过改变两束圆偏振光的相差，使
中性原子内部状态的原子核自旋 ↑?与 ↓?同
时右移与左移，每隔一段时间，对核自旋 ↑?与
↓?应用 Ｈａｄａｍａｒｄ变换产生量子随机行走，而
激光σ＋、σ－使中性原子发出荧光可以被观测，最
终得到原子行走的随机分布概率［１３］。

尽管输入是叠加态，但量子行走的左右纠缠

特征，把ＤＴＱＷ搜索算法应用到叠加态上，通过态
塌缩的观测，能以１／４概率化读出目标节点，体现
了ＤＴＱＷ搜索算法在平行处理非结构化数据与实
现巨大容量信息存储方面的优势。针对以上

ＤＴＱＷ搜索算法的应用特征，这里具体讨论如下：

（１）ＤＴＱＷ搜索算法是 Ｇｒｏｖｅ搜索算法的变
体，即首先通过幺正变换Ｕ＝Ｓ·（ＩＣ）增大 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ空间的态矢量幅度，然后通过 Ｕ迭代演化，跟
踪态矢量的变化。因ＤＴＱＷ搜索算法按概率幅叠
加，彼此纠缠而产生加速的相干行走，将该态矢量

投影到一组标准基上观测，最终可读出各基矢以

不同概率方式的塌缩态；

（２）被标记状态 νｉ，ｅｊ?可以一次性读出概率
Ｐ１始终保持 １／４，而未被标记状态 νｊ，ｅｊ?、 νｊ，
ｅｉ?的读出概率 Ｐ２、Ｐ３却反相呈周期性变化，使态
塌缩能以１／４的大概率读出目标节点，且量子随
机行走的标准差与步数成正比，这意味着 ＤＴＱＷ
的速度比经典行走更快；

（３）ＤＴＱＷ算法只能局限在对称图形上搜索
一个目标节点，但具有指数加速特性认定无向图

Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）上顶点Ｓ与Ｔ的连通性，而在超立方体
上找到标记顶点也有多项式加速特性，如实现元

素区别、图形相似性搜索；

（４）Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的时间复杂度是指 Ｏｒａ
ｃｌｅ算符被调用的次数。ＤＴＱＷ算法也可在 Ｔ＝
π
２ ２槡

ｎ多项式的抵达时间内，以
１
２－Ｏ（

１
ｎ）概率实

现相对经典行走算法的多项式加速，重复有限次

数即可以接近于 １的概率得到目标顶点，这与
Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法具有相当的时间复杂度；

（５）在搜索算法中加入 ＤＴＱＷ可以减少迭代
次数，提高搜索效率，因此，ＤＴＱＷ 搜索算法在直
线、图及超立方体上的演化都可在安全、可扩展、

易实现的物理框架内实现，解决了计算时间不断

增长的问题，这也是量子计算的研究发展方向。

３　总　结

经典随机行走与量子随机行走的分布差异是

物质波粒二象性，经典行走属粒子化，尽管从原点

出发，但向左、向右概率各１／２，它会有更大概率返
回原点，因此，走向远方的概率比较小，行走特性

呈现 Ｇａｕｓｓ分布。而量子随机行走存在叠加态与
纠缠性，纠缠性与相干时间成反比，在原点位置纠

缠性较强，因此，较近的地方易发生消相干，而离

原点较远的地方，消相干较小而更易彼此叠加干

涉，有较大概率出现波的涟漪。因此，如有 ｎ个足
够大的量子系统，保持彼此之间的强纠缠性，量子

４５
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随机行走可以过渡到经典随机行走。

（１）复杂度反映了计算量与系统变量数 Ｎ之
间的关系，时间复杂度是指所需计算时间 Ｔ与系
统变量数Ｎ之间的关系，而空间复杂度是指所需
比特数Ｂ与系统变量数Ｎ之间的关系。不是对于
所有的计算问题，量子算法都有指数加速。量子

计算的相干叠加提供了原理上并行处理的能力，

但仍需要通过量子干涉的算法设计，把指数多的输

出量子态通过干涉增强，得到有意义的结果。它最

有价值的应用是针对部分高复杂度的ＮＰ问题；
（２）计算复杂性是研究如何把计算时间呈指

数上升的 ＮＰ问题简化成按幂次上升的 Ｐ问题。
由于ＮＰ问题可以分解为一个多项式时间可解的
判定问题和一个指数级时间可解的无结构化数据

库搜索问题，而加速无结构化数据库搜索速度是

加速ＮＰ问题算法的关键所在，如所需的计算步数
为问题输入规模的多项式量级，Ｐ问题就可能被图
灵机有效解决。扩展的丘奇－图灵论题（ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ＣｈｕｒｃｈＴｕｒｉｎｇｔｈｅｓｉｓ）认为量子计算也能有效地模
拟自然界中发生的任何过程；

（３）量子计算的特征是通过量子门线路一次
性地计算出函数在不同变量处的全体函数值，使

其具备超强并行处理特性，在观测时间≤１０－４的
相干时间内，从叠加态中按概率分布读出函数各

值，在执行如量子随机行走、Ｂｏｓｏｎ采样等特定类
型算法上，其突出的量子优越性（ｑｕａｎｔｕｍｓｕｐｒｅｍ
ａｃｙ）已被应用到机器学习、图形处理等领域。量
子计算尽管存在量子比特纠错与容错困难，但其

仍具有巨大的潜在价值，是一个极具颠覆性的发

展方向。
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