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路与星图的强乘积图的容错直径
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摘要:设路Pm 与星图S1,n-1的强乘积图为G=Pm S1,n-1.首先,通过归纳假设和构造内点

或边不交路的方法,结合星图的中心性,给出图 G 的点容错直径Dw (G)和边容错直径

D′t(G).结果表明,对图G 中发生的任意点或边故障,都有 Dw(G)≤d(G)+2,D′t (G)≤
d(G)+1.其次,通过顶点数和边数构造的不等关系,给出两个极大连通图的强乘积图的点

容错直径的上界,以及两个非平凡连通图的强乘积图的边容错直径的上界.
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Abstract:LetthestrongproductgraphofpathPmandstargraphS1,n-1beG=Pm S1,n-1.Firstly,

byinducingassumptionsandconstructinginternallyvertexoredgedisjointpaths,combinedwiththe
centralityofstargraph,thevertexfaultdiameterDw(G)andedgefaultdiameterD′t(G)ofthegraph
Gweregiven.TheresultsshowthatforanyvertexoredgefaultinthegraphG,thereholdsDw(G)≤
d(G)+2andD′t(G)≤d(G)+1.Secondly,throughtheunequalrelationbetweenthenumberof
verticesandthenumberofedges,theupperboundofthevertexfaultdiameterofthestrongproduct
graphoftwomaximallyconnectedgraphsandtheupperboundoftheedgefaultdiameterofthestrong
productgraphoftwonontrivialconnectedgraphweregiven.
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1 引言与预备知识

强乘积的概念最早由Sabidussi[1]提出,是一种高效由小图构造大图的图乘积方法,并且构造出的

强乘积图保留了许多子图所具有的理想属性.目前,关于强乘积图的研究已有很多结果[1-8].Sun等[3]

首先给出了任意两个连通图的强乘积图的连通度下界;Yang等[4]在文献[3]的基础上对其下界进行改

善,确定了两个极大连通图的强乘积图的连通度与两个非平凡连通图的强乘积图的边连通度;



Špacapan[5]确定了两个任意连通图的强乘积图的连通度.除强乘积外,图乘积领域对其他乘积的研究

也取得了很多结果,主要涉及可迁性和嵌入等[9-11].
容错直径是Krishnamoorthy等[12]提出用于衡量网络发生故障后,对整个网络信息传输效率影响

的概念.但由于故障的随机性,确定实际网络中的容错直径仍很困难.文献[13-14]给出了连通图的点

容错直径与边容错直径的上界;文献[15]得到了点容错直径与边容错直径之间的关系.对一些著名网

络,其容错直径的值能通过特定的构造方法被确定.Esfahanian等[16]首先得到了无向deBrujin网络

的点容错直径;Krishnamoorthy等[12]给出了超立方体、立方连通圈和Petersen图的点容错直径,

Latifi[17]得到了星图的点容错直径;Du等[18]确定了有向Kautz网络的点容错直径;Chen[19]给出了超

立方体网络的边容错直径.最近关于容错直径的研究主要集中在变形超立方体网络上,Ma等[20]给出

了增强超立方体的点容错直径,Qi等[21]给出了扭曲超立方体的点容错直径.
图乘积作为一种重要的网络拓扑结构构造方法,对乘积图容错直径的研究备受关注,但目前大部

分结论都是关于笛卡尔乘积图的容错直径[22-23],对强乘积图容错直径的研究报道较少.为进一步拓展

乘积图容错直径的研究,并寻找新的具有高可靠性的网络拓扑结构,本文研究强乘积图的容错直径.
首先,通过归纳假设和构造内点或边不交路的方法,结合星图的中心性,给出路与星图的强乘积图的

点容错直径和边容错直径.其次,通过顶点数和边数构造的不等关系,给出两个极大连通图的强乘积

图的点容错直径的上界,以及两个非平凡连通图的强乘积图的边容错直径的上界.
设G=(V(G),E(G))是简单无向图,其中V(G)是顶点集,E(G)是边集.设R 是图G 中的一条路

径,其顶点集为V(R),则路径R 的长度为 V(R)-1,表示为L(R).令x和y 是图G 中两个不同的

顶点,用(x,y)表示图G 中连接x 和y 的边.图G 中x 和y 之间的最短路长度为x 与y 之间的距离,
记为d(G;x,y).图G 的直径即为在图G 中任意两个顶点之间的最大距离,记为d(G).如果连接x和

y有两条及以上的路径,且除端点x和端点y 外,这些路内部顶点都不相同,则称这些路是内点不交

的.图G 中x 和y 之间的内点不交路的最大条数记为ζ(G;x,y).如果连接x和y 有两条及以上的路

径,且这些路中所有边都不相同,则称这些路是边不交的.图G 中x 和y 之间的边不交路的最大条数

记为η(G;x,y).
仅含有一个顶点的图称为平凡图.若在图G 中删除一部分顶点子集或边子集,使得被删除后的图

G 成为非连通图或者平凡图,则称该子集为图G 的顶点分离集或边分离集.图的连通度指图G 中最小

顶点分离集的基数,记为κ(G).若存在正整数k使得κ(G)≥k,则称图G 为k-连通的.同理,图的边

连通度是指图G 中最小边分离集的基数,记为λ(G).若存在正整数k使得λ(G)≥k,则称图G 为k-边

连通的.图G 的最小度表示为δ(G).如果一个连通图G 满足κ(G)=δ(G),则图G 称为极大连通图.
本文讨论的路和星图都是极大连通图.

强乘积是广泛使用的一种图乘积运算,下面给出强乘积的定义及相关性质.
定义1 令G1=(V(G1),E(G1))和G2=(V(G2),E(G2))是任意两个连通图,则将G1 和G2 的强

乘积记为G1 G2,定义其顶点集为V(G1)×V(G2).若任意两个不同的顶点x1y1 和x2y2 在G1 G2

中相邻,则当且仅当x1=x2 且(y1,y2)∈E(G2)或者y1=y2 且(x1,x2)∈E(G1)或者(x1,x2)∈E(G1)
且(y1,y2)∈E(G2).

根据强乘积的定义及文献[1]的结论知,对任意两个连通图G1 和G2,其强乘积G=G1 G2 是可

交换的、可结合的:

G1 G1 ≅G2 G1,

G1 (G2 G3)≅ (G1 G2) G3.
强乘积G 的顶点数为

V(G)= V(G1) V(G2),
强乘积G 的边数为

E(G)= V(G1) E(G2)+ V(G2) E(G1)+2E(G1) E(G2),
强乘积G 的最小度为
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δ(G)=δ(G1)+δ(G2)+δ(G1)δ(G2).
  将m 阶路与n 阶星图的强乘积图表示为G=Pm S1,n-1,在强乘积图G 中有4类顶点,分别为

3度点、5度点,(2n-1)度点和(3n-1)度点.易知(3n-1)度点是图G 中的最大度顶点,仍然与同层

顶点和上下层顶点邻接,起到中心控制的作用.3度点是图G 中的最小度顶点,考虑图G 的容错直径

基于这类顶点.若令xayu 和xbyv 是G 中任意不同两个顶点,且xa,xb∈V(Pm),yu,yv∈V(S1,n-1),
则xayu 和xbyv 邻接当且仅当xa=xb 且yu 和yv 中至少有一个中心点或yu=yv 且 b-a =1或

b-a =1且yu 和yv 中至少有一个中心点.图1为3阶路与4阶星图的强乘积图P3 S1,3,其中标

注了4类顶点在图中的位置.

图1 强乘积图P3 S1,3

Fig.1 StrongproductgraphP3 S1,3

容错直径根据点故障或边故障的不同情形可分为点容错直径和边容错直径.
定义2[24] 令G 是一个w-连通图,定义G 的故障点集为F,且 F <w,则图G 的(w-1)-点容

错直径定义为

Dw(G)=max{d(G-F):F⊂V(G), F <w}.
  在最差情况下,只讨论 F =w-1的情形.所以对任何的w-连通图G,直径和点容错直径都满足

d(G)=D1(G)≤D2(G)≤ … ≤Dw-1(G)≤Dw(G).
  定义3[24] 令G 是一个t-边连通图,定义G 的故障边集为F,且 F <t,则图G 的(t-1)-边容错

直径定义为

D′t(G)=max{d(G-F):F⊂E(G), F <t}.
  在最差情况下,只讨论 F =t-1的情形.所以对任何的t-边连通图G,直径和边容错直径的

关系均为

d(G)=D′1(G)≤D′2(G)≤ … ≤D′t-1(G)≤D′t(G).

2 主要结果

引理1[4] 设G1 和G2 是两个极大连通图,G1 的阶数为n1,G2 的阶数为n2,则G1 和G2 的强

乘积图的连通度为

κ(G1 G2)=min{δ1n2,δ2n1,δ1+δ2+δ1δ2}. (1)

  推论1 设G=Pm S1,n-1是Pm 和S1,n-1的强乘积图,Pm 和S1,n-1分别是m(≥2)阶路和n(≥3)
阶星图,则G 的连通度为

κ(G)=
2,m=2,

3,m≥3{ .
(2)

  证明:由于δ(Pm)=δ(S1,n-1)=1,故根据引理1可得κ(G)=min{n,m,3}.根据m 值的分类有以

下两种情形.
情形1)m=2.此时有m<n和m<3,故有κ(G)=2.
情形2)m≥3.此时有3≤m 且3≤n,故有κ(G)=3.证毕.
引理2[2] 设G1 和G2 是两个任意连通图,xayu 和xbyv 是G1 和G2 的强乘积图G=G1 G2 中

984 第3期       岳宇翔,等:路与星图的强乘积图的容错直径    



任意两个不同顶点,且有xa,xb∈V(G1)和yu,yv∈V(G2),则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyv 之间的

距离为

d(G;xayu,xbyv)=max{d(G1;xa,xb),d(G2;yu,yv)}. (3)

  推论2 设G=Pm S1,n-1是Pm 和S1,n-1的强乘积图,Pm 和S1,n-1分别是m(≥2)阶路和n(≥3)
阶星图,则G 的直径为

d(G)=
2, m=2,

m-1,m≥3{ .
(4)

  证明:令路 Pm 的顶点集为V(Pm)={x1,x2,…,xm},星图S1,n-1的顶点集为V(S1,n-1)=
{y1,y2,…,yn}.令xayu 和xbyv 是G 中任意不同两个顶点,且xa,xb∈V(Pm),yu,yv∈V(S1,n-1).若

m=2,则G=P2 S1,n-1,易得此时图G 的直径为d(G)=2.若m≥3,则由引理2可得

d(G;xayu,xbyv)=max{d(Pm;xa,xb),d(S1,n-1;yu,yv)}≤ max{m-1,2}=m-1. (5)
当a=1且b=m 时,d(G;xayu,xbyv)=m-1,式(5)的不等式可取等号.又因为d(G)是在图G 中任意

两个顶点之间的最大距离,故可得此时图G 的直径为d(G)=m-1.证毕.
定理1 设 G=Pm S1,n-1是 Pm 和S1,n-1的强乘积图,Pm 和S1,n-1分别是 m(≥2)阶路和

n(≥3)阶星图,则对任何1≤w≤3,图G 的点容错直径为

Dw(G)=
d(G)+1,w=2,

d(G)+2,w=3{ .
(6)

  证明:令路 Pm 的顶点集为V(Pm)={x1,x2,…,xm},星图S1,n-1的顶点集为V(S1,n-1)=
{y1,y2,…,yn}.令xayu 和xbyv 是G 中任意不同两个顶点,且xa,xb∈V(Pm),yu,yv∈V(S1,n-1).不

失一般性,不妨设a≤b,u≤v,星图S1,n-1的中心点为y1.因为星图S1,n-1的阶数最少为3,故如果yu

和yv 中有一个顶点是中心点,则不妨设星图S1,n-1中至少还存在顶点y2.如果yu 和yv 都是中心点,
则不妨设星图S1,n-1中至少还存在顶点y2 和顶点y3.此外,在证明过程中还将列举出相邻两点的内点

不交路,这是为方便后续结果转化为边不交路的情形.
情形1)m=2.
不失一般性,不妨设V(Pm)⊇{xa,xb}.由推论1和推论2可知,此情形下图G 的连通度为2,

直径为2.
①xa=xb.
此时,若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,不妨设yu=y1,则在图G 中顶点xay1 和顶点xayv 之

间构造2条内点不交路:

R1:xay1 →xby1 →xayv,

R2:xay1 →xbyv →xayv,
(7)

这2条内点不交路的长度为2=d(G).若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xayv

之间构造2条内点不交路:

R3:xayu →xay1 →xayv,

R4:xayu →xby1 →xayv,
(8)

这2条内点不交路的长度为2=d(G).
②yu=yv.
此时,若yu 和yv 都是中心点,则在图G 中顶点xay1 和顶点xby1 之间构造2条内点不交路:

R5:xay1 →xby2 →xby1,

R6:xay1 →xby3 →xby1,
(9)

这2条内点不交路的长度为2=d(G).若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyu

之间构造2条内点不交路:

R7:xayu →xby1 →xbyu,

R8:xayu →xay1 →xbyu,
(10)
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这2条内点不交路的长度为2=d(G).
③xa≠xb 且yu≠yv.
此时,若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,不妨设yu=y1,则在图G 中顶点xay1 和顶点xbyv 之

间构造2条内点不交路:

R9:xay1 →xby1 →xbyv,

R10:xay1 →xayv →xbyv,
(11)

这2条内点不交路的长度为2=d(G).若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyv

之间构造2条内点不交路:

R11:xayu →xby1 →xbyv,

R12:xayu →xay1 →xbyv,
(12)

这2条内点不交路的长度为2=d(G).
综上可知在此情形下,图G 中任意两个顶点之间至少存在2条长度不超过d(G)的内点不交路,

故对任意的1≤w≤2,都有Dw(G)=d(G).
情形2)m>3.
同理可得此情形下图G 的连通度为3和直径d(G)≥3.根据顶点xayu 和顶点xbyv 的位置关系有

以下3种情形.
①xa=xb.
当w=3, F =2时,若yu 和yv 都不是中心点,则若a=1或n,不妨设a=1,在图G 中顶点

x1yu 和顶点x1yv 之间构造3条内点不交路:

R13:x1yu →x1y1 →x1yv,

R14:x1yu →x2y1 →x1yv,

R15:x1yu →x2yu →x3y1 →x2yv →x1yv,
(13)

这3条内点不交路的长度不超过4≤d(G)+1.若1<a<n,则在图G 中顶点xayu 和顶点xayv 之间构

造3条内点不交路:

R16:xayu →xay1 →xayv,

R17:xayu →xa-1y1 →xayv,

R18:xayu →xa+1y1 →xayv,
(14)

这3条内点不交路的长度不超过2<d(G).
当w=2, F =1时,则在以上情形中,图G 中顶点xayu 和顶点xayv 之间可构造2条长度不超

过2<d(G)的内点不交路R13和R14.
当w=3, F =2时,若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,不妨设yu=y1,则若a=1或n,不妨

设a=1,在图G 中顶点x1y1 和顶点x1yv 之间构造3条内点不交路:

R19:x1y1 →x1yv,

R20:x1y1 →x2y1 →x1yv,

R21:x1y1 →x2yv →x1yv,
(15)

这3条内点不交路的长度不超过2<d(G).若1<a<n,则在图G 中顶点xay1 和顶点xayv 之间构造

3条内点不交路:

R22:xay1 →xayv,

R23:xay1 →xa-1y1 →xayv,

R24:xay1 →xa+1y1 →xayv,
(16)

这3条内点不交路的长度不超过2<d(G).
当w=2, F =1时,则在以上情形中,显然图G 中顶点xayu 和顶点xayv 之间也可构造2条长

度不超过2<d(G)的内点不交路.
②yu=yv.
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当w=3, F =2时,若yu 和yv 都不是中心点,且u≠2,则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyu 之

间构造3条内点不交路:

R25:xayu → … →xbyu,

R26:xayu →xa+1y1 →xa+2y2 → … →xb-1y2 →xby1 →xbyu,

R27:xayu →xay1 →xa+1y2 →xa+2y1 → … →xb-1y1 →xbyu,
(17)

这3条内点不交路的长度不超过b-a+1≤d(G)+1.若yu 和yv 都是中心点,则在图G 中顶点xay1

和顶点xby1 之间构造3条内点不交路:

R28:xay1 → … →xby1,

R29:xay1 →xa+1y2 → … →xb-1y2 →xby1,

R30:xay1 →xa+1y3 → … →xb-1y3 →xby1,
(18)

这3条内点不交路的长度不超过b-a≤d(G).
当w=2,F =1时,若yu 和yv 都不是中心点,则只需将R29中的y1 用yu 替代,y2 用y1 替代,

结合R25,即可得到在图G 中顶点xayu 和顶点xbyu 之间的2条长度不超过b-a≤d(G)的内点不交

路.若yu 和yv 都是中心点,则在图G 中顶点xay1 和顶点xby1 之间可构造2条长度不超过b-a≤
d(G)的内点不交路R28和R29.

综上可得此情形下满足D2(G)≤d(G).
③xa≠xb 且yu≠yv.
当w=3,F =2时,若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyv 之间构造3条

内点不交路:

R31:xayu →xa+1y1 → … →xb-1y1 →xbyv,

R32:xayu → … →xb-1yu →xby1 →xbyv,

R33:xayu →xay1 →xa+1yv → … →xbyv,
(19)

这3条内点不交路的长度不超过b-a+1≤d(G)+1.若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,不妨设

yu=y1,且v≠2,则在图G 中顶点xay1 和顶点xbyv 之间构造3条内点不交路:

R34:xay1 →xa+1yv → … →xbyv,

R35:xay1 → … →xb-1y1 →xbyv,

R36:xay1 →xa+1y2 → … →xb-1y2 →xby1 →xbyv,
(20)

这3条内点不交路的长度不超过b-a+1≤d(G)+1.
当w=2, F =1时,若yu 和yv 都不是中心点,则只需将R32中的xb-1yu 用xb-2yu 替代及xby1

用xb-1y1 替代,将R33中的xay1 用xa+1y1 替代及xa+1yv 用xa+2yv 替代,即可得到在图G 中顶点xayu

和顶点xbyv 之间的2条长度不超过b-a≤d(G)的内点不交路.若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,
则在图G 中顶点xay1 和顶点xbyv 之间可构造2条长度不超过b-a≤d(G)的内点不交路R34和R35.

综上分析可得

D2(G)=d(G),  D3(G)≤d(G)+1.
  下面讨论下界,考虑图G 中的两个顶点x1y2 和xmy2.若未发生故障,则图G 中两点之间的距离

为d(G;x1y2,xmy2)=d(G).若令故障点集F={x2y1,x2y2},则在G-F 中顶点x1y2 和xmy2 之间的

距离为

d(G-F;x1y2,xmy2)=d(G)+1,
故可得D3(G)≥d(G)+1.

情形3)m=3.
此情形下图G 的连通度为3,直径为2.当w=2, F =1时,由情形2)易得此情形下D2(G)≤

d(G)+1,若令故障点集F={x2y1},则在G-F 中顶点x1y2 和x3y3 之间的距离为

d(G-F;x1y2,x3y3)=3=d(G)+1,
故可得D2(G)≥d(G)+1.当w=3,F =2时,构造内点不交路的方法如情形2),但由于直径不同,
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式(13)中的R15长度变为4≤d(G)+2,于是可得D3(G)≤d(G)+2.若令故障点集F={x1y1,x2y1},
则在G-F 中顶点x1y2 和x1y3 之间的距离为

d(G-F;x1y2,x1y3)=4=d(G)+2,
故可得D3(G)≥d(G)+2.证毕.

引理3[5] 设G1 和G2 是非平凡连通图,G1 和G2 的阶数分别为n1 和n2,G1 和G2 的边数分别为

c1 和c2,则G1 和G2 的强乘积图边连通度为

λ(G1 G2)=min{λ1(n2+2c2),λ2(n1+2c1),δ1+δ2+δ1δ2}. (21)

  推论3 设G=Pm S1,n-1是 Pm 和S1,n-1的强乘积图,Pm 和S1,n-1分别是 m(≥2)阶路和

n(≥3)阶星图,则G 的边连通度为

λ(G)=3. (22)

  证明:因为λ(Pm)=λ(S1,n-1)=1,故由引理3可得λ(G)=min{3n-2,3m-2,3}.又因为

3n-2≥7且3m-2≥4,故得λ(G)=3.证毕.
定理2 设 G=Pm S1,n-1是 Pm 和S1,n-1的强乘积图,Pm 和S1,n-1分别是 m(≥2)阶路和

n(≥3)阶星图,则对任何2≤t≤3,G 的边容错直径为

D′t(G)=d(G)+1. (23)

  证明:设路 Pm 的顶点集为V(Pm)={x1,x2,…,xm},星图S1,n-1的顶点集为V(S1,n-1)=
{y1,y2,…,yn}.令xayu 和xbyv 是G 中任意不同两个顶点,且xa,xb∈V(Pm),yu,yv∈V(S1,n-1).不

失一般性,不妨设a<b,u<v,设星图S1,n-1的中心点为y1.若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,则设

星图S1,n-1中至少存在中心点y1、顶点y2 和顶点yu 或yv.若yu 和yv 都是中心点,则设星图S1,n-1中
至少存在中心点y1、顶点y2 和顶点y3.

情形1)m=2.
不失一般性,令路Pm 的顶点集为V(Pm)={xa,xb}.由推论2和推论3可知在此情形下,图G 的

直径为2,边连通度为3.
①xa=xb.
若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xayv 之间构造3条边不交路:

R′1:xayu →xay1 →xayv,

R′2:xayu →xbyu →xby1 →xayv,

R′3:xayu →xby1 →xbyv →xayv,
(24)

这3条边不交路的长度不超过3=d(G)+1.若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,不妨设yu=y1,则在

图G 中顶点xay1 和顶点xayv 之间构造3条边不交路:

R′4:xay1 →xayv,

R′5:xay1 →xby1 →xayv,

R′6:xay1 →xbyv →xayv,
(25)

这3条边不交路的长度不超过2=d(G).
②yu=yv.
若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyu 之间构造3条边不交路:

R′7:xayu →xbyu,

R′8:xayu →xay1 →xbyu,

R′9:xayu →xby1 →xbyu,
(26)

这3条边不交路的长度不超过2=d(G).若yu 和yv 都是中心点,则可在图G 中顶点xay1 和顶点xby1

之间构造3条边不交路:

R′10:xay1 →xby1,

R′11:xay1 →xby2 →xby1,
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R′12:xay1 →xby3 →xby1, (27)
这3条边不交路的长度不超过2=d(G).

③xa≠xb 且yu≠yv.
若yu 和yv 都不是中心点,则在图G 中顶点xayu 和顶点xbyv 之间构造3条边不交路:

R′13:xayu →xay1 →xbyv,

R′14:xayu →xby1 →xayv →xbyv,

R′15:xayu →xbyu →xby1 →xbyv,
(28)

这3条边不交路的长度不超过3=d(G)+1.若yu 和yv 中有一个顶点是中心点,不妨设yu=y1,则在

图G 中顶点xay1 和顶点xbyv 之间构造3条边不交路:

R′16:xay1 →xbyv,

R′17:xay1 →xby1 →xbyv,

R′18:xay1 →xayv →xbyv,
(29)

这3条边不交路的长度不超过2=d(G).
在此情形 下,D′3(G)≤d(G)+1.考 虑 图 G 中 的 两 个 顶 点x1y2 和 x2y3.若 令 故 障 边 集

F={(x1y2,x1y1),(x1y2,x2y1)},则在G-F 中顶点x1y2 和x2y3 之间的距离为

d(G-F;x1y2,x2y3)=3=d(G)+1,
易验证这也是G-F 的直径,故可得D′3(G)≥d(G)+1.因为内点不交也是边不交,故由定理1中的

情形1)可得D′2(G)=d(G).
情形2)m>3.
由定理1中情形2)可得此情形下,图G 中任意两个顶点之间都至少存在2条长度不超过d(G)的

边不交路或3条长度不超过d(G)+1的边不交路,则可得D′3(G)≤d(G)+1,D′2(G)=d(G).
下面讨论下界,考虑图 G 中的两个顶点x1y2 和 xmy3.若令故障边集 F={(x1y2,x2y2),

(x1y2,x2y1)},则在G-F 中顶点x1y2 和xmy3 之间的距离为d(G-F;x1y2,xmy3)=d(G)+1,易验

证这也是G-F 的直径,故可得D′3(G)≥d(G)+1.
情形3)m=3.
当t=2, F =1 时,由 定 理 1 中 情 形 2)易 得 D′2 (G)≤d(G)+1,若 令 故 障 边 集

F={(x1y2,x2y1)},则在G-F 中顶点x1y2 和x3y3 之间的距离为

d(G-F;x1y2,x3y3)=3=d(G)+1,
故可得D′2(G)≥d(G)+1.当t=3, F =2时,参照定理1中情形2),将式(13)中长度不超过4的

3条内点不交路R13,R14和R15用式(24)中的3条长度不超过3的边不交路R′1,R′2 和R′3 替代,则可得

此情形下,图G 中任意两个顶点之间都至少存在3条长度不超过d(G)+1的边不交路,故有

D′3(G)≤d(G)+1.又因为D′3(G)≥D′2(G)≥d(G)+1,所以可得D′3(G)=d(G)+1.证毕.
引理4(Menger定理)[24] 设G 是连通无向图,x和y 是G 中不同的两个顶点,令κ(G;x,y)表示

x与y 之间的连通度,令λ(G;x,y)表示x与y 之间的边连通度,则有

ζ(G;x,y)=κ(G;x,y), (x,y)∉E(G),

η(G;x,y)=λ(G;x,y).
(30)

  容错直径是一种特殊的直径,通过直径的定义和 Menger定理,再利用故障后的顶点数与边数构

造的不等关系,可给出关于强乘积图的点容错直径和边容错直径的两个上界.
定理3 设G1 和G2 是两个极大连通图,阶数分别为n1 和n2,最小度分别为δ1 和δ2.则对任何

1≤w≤κ(G),G1 和G2 的强乘积图G=G1 G2 的点容错直径满足:

Dw(G)≤ max ⌊n1n2-w-1
δ1n2-w+1 +1,⌊n1n2-w-1

δ2n1-w+1 +1,⌊ n1n2-w-1
δ1+δ2+δ1δ2-w+1 +{ }1 .(31)

  证明:设F 为故障点集,且有 F =w-1.不失一般性,不妨设d(G-F)=h.则当h≤1时,

G-F是完全图,从而在G-F 中x 和y 之间的距离为1.当h≥2时,设x和y 是G-F 中任意两个不
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同顶点,且使得x和y 之间的距离为d(G-F;x,y)=h.
由 Menger定理可知,在G-F 中x 和y 之间至少存在(κ(G)-w+1)条内点不交路,且每条路的

内点数至少为h-1.又因为强乘积图G 的顶点数满足 V(G)=n1n2,故可得图G 发生点故障后,
顶点总数与x和y 之间的内点不交路的顶点数满足如下关系:

n1n2-w+1≥ (min{δ1n2,δ2n1,δ1+δ2+δ1δ2}-w+1)(h-1)+2,

h≤ ⌊ n1n2-w-1
min{δ1n2,δ2n1,δ1+δ2+δ1δ2}-w+1 +1=

max ⌊n1n2-w-1
δ1n2-w+1 +1,⌊n1n2-w-1

δ2n1-w+1 +1,⌊ n1n2-w-1
δ1+δ2+δ1δ2-w+1 +{ }1 . (32)

证毕.
定理4 设G1 和G2 是两个非平凡连通图,阶数分别为n1 和n2,边连通度分别为λ1 和λ2,最小度

分别为δ1 和δ2,边数分别为ε1 和ε2.则对任何1≤t≤λ(G),G1 和G2 的强乘积图G=G1 G2 的边容

错直径满足:

D′t(G)≤max ⌊n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
λ1n2+2λ1ε2-t+1

,⌊n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
λ2n1+2λ2ε1-t+1{ ,

⌊n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
δ1+δ2+δ1δ2-t+1 } . (33)

  证明:设F 为故障边集,且有 F =t-1.不失一般性,不妨设d(G-F)=h.设x和y 是G-F
中任意两个不同顶点,且使得x和y 之间的距离为d(G-F;x,y)=h.

由 Menger定理可知,在G-F 中x 和y 之间至少存在(λ(G)-t+1)条边不交路,且每条路的边

数至少为h.又因为强乘积图G 的边数满足

E(G)=n1ε2+n2ε1+2ε1ε2,
故可得图G 发生边故障后,边总数与x和y 之间的边不交路的边数满足如下关系:

n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1≥ (min{λ1n2+2λ1ε2,λ2n1+2λ2ε1,δ1+δ2+δ1δ2}-t+1)h,

h≤ ⌊ n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
min{λ1n2+2λ1ε2,λ2n1+2λ2ε1,δ1+δ2+δ1δ2}-t+1 =

max ⌊n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
λ1n2+2λ1ε2-t+1

,⌊n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
λ2n1+2λ2ε1-t+1{ ,

⌊n1ε2+n2ε1+2ε1ε2-t+1
δ1+δ2+δ1δ2-t+1 } . (34)

证毕.
综上所述,本文首先通过归纳假设和构造内点或边不交路的方法,再结合星图的中心性,给出了

路与星图的强乘积图的点容错直径和边容错直径.结果表明,路与星图的强乘积图拥有较小的点容错

直径和边容错直径,特别对于边容错直径,即使在最差边故障情形下,其最大传输延迟也只有

d(G)+1,是一种适用于高可靠性集中控制系统的拓扑结构.其次,通过顶点数和边数构造的不等关

系,给出了两个极大连通图的强乘积图的点容错直径的上界及两个非平凡连通图的强乘积图的边容错

直径的上界,拓展了关于强乘积图的容错直径的一般性结论.
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[23] BANǏCI,̌ZEROVNIKJ.TheFault-DiameterofCartesianProducts[J].AdvancesinAppliedMathematics,

2008,40(1):98-106.
[24] 徐俊明.组合网络理论 [M].北京:科学出版社,2007:1-333.(XUJM.CombinatorialTheoryinNetworks

[M].Beijing:SciencePress,2007:1-333.)

(责任编辑:赵立芹)

694   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 




