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一类带次线性中立项和分布时滞的
三阶阻尼微分方程的振动性

林 文 贤
(韩山师范学院 数学与统计学院,广东 潮州521041)

摘要:利用处理次线性中立项的技术、广义Riccati变换和积分平均技巧,首先,给出一种估

计Riccati变换不等式的解析方法;其次,考虑一类具有次线性中立项和分布时滞的三阶阻尼

微分方程,给出解振动或收敛于零的一些充分条件;最后,通过实例验证所得结果.
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Abstract:Byusingthetechniquesofdealing withsublinearneutralterms,generalized Riccati
transformationandintegralaveragingtechniques,firstly,theauthorgaveananalyticalmethodfor
estimatingRiccatitransformationinequality.Secondly,theauthorconsideredaclassofthird-order
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0 引 言

考虑具有分布时滞和阻尼项的三阶中立型微分方程:

p(x)z(x) y(x)+∫
β

α
r(x,t)yμ(τ(x,t))d( )t[ ]′( )

κ

[ ]′′+

    q(x)z(x) y(x)+∫
β

α
r(x,t)yμ(τ(x,t))d( )t[ ]′( )

κ ′+∫
b

a
G(x,ξ,y(σ(x,ξ)))dξ=0 (1)

的振动性,且满足下列条件:
(H1)0<μ≤1,κ≥1,μ,κ均为两个正奇数之商;

(H2)p(x)∈C1([x0,∞),(0,∞)),q(x)∈C([x0,∞),(0,∞)),∫
∞

x0

1
p(x)

exp-∫
x

x0

q(s)
p(s)

d{ }s dx=



∞;

(H3)z(x)∈C1([x0,∞),(0,∞)),∫
∞

x0

1
z1/κ(x)dx=∞;

(H4)r(x,t)∈C([x0,∞)×[α,β],(-∞,+∞)),0≤r(x)=∫
β

α
r(x,t)dt≤r<1,lim

x→∞
r(x)=0;

(H5)τ(x,t)∈C([x0,∞)×[α,β],(-∞,+∞)),
∂τ(x,t)
∂t ≥0,τ(x,t)≤x,lim

x→∞
min

t∈[α,β]
τ(x,t)=

+∞;
(H6)G(x,ξ,v)∈C([x0,∞)×[a,b]×(0,∞),(0,∞)),m(x,ξ)∈C([x0,∞)×[a,b],(0,∞)),

G(x,ξ,v)/vκ≥m(x,ξ);

(H7)σ(x,ξ)∈C([x0,∞)×[a,b],(-∞,+∞)),
∂σ(x,ξ)
∂ξ

≥0,σ(x,ξ)≤x,lim
x→∞

min
ξ∈[a,b]

σ(x,ξ)=

+∞.
令

w(x)=y(x)+∫
β

α
r(x,t)yμ(τ(x,t))dt. (2)

若函数y(x)满足方程(1)及y(x)∈C1([Ty,∞),(-∞,+∞)),p(x)[z(x)(w′(x))κ]′∈C1[Ty,∞),

Ty≥t0,则称y(x)是方程(1)的一个解.若y(x)既非最终为正,也非最终为负,则称y(x)在[Ty,∞)
上振动;否则,称y(x)是非振动的.

由于中立型微分方程广泛应用于自然科学和应用技术等领域,因此关于三阶中立型微分方程解的

振动性和渐近性研究备受关注[1-12].文献[3]研究了三阶方程

(a(x)(b(x)(y(x)+py(x-τ))′)′)′+q(x)f(y(x-σ))=0
的振动性;文献[7]研究了具连续分布滞量的三阶微分方程

r(x)y(x)+∫
β

α
p(x,s)y(τ(x,s))ds[ ])[ ]″′+∫

b

a
q(x,ξ)f(y(σ(x,ξ))dξ=0

的振动性;文献[8]研究了方程(1)当μ=κ=1及Z(x)恒为1时特例的振动性;文献[10]研究了三阶阻

尼微分方程

[r(t)([x(t)+p(t)x(τ(t))]″)α]′+m(t)([x(t)+p(t)x(τ(t))]″)α+q(t)f(x(σ(t)))g(x′(t))=0
的振动性;文献[11]研究了方程(1)当μ=κ=1时特例的振动性,得到了若干解的振动性定理.

本文受文献[7-10]的启发,考虑中立型方程(1)当0<μ≤1和κ≥1时更广泛的情形,给出该方程

的振动性条件及实例.

1 引 理

引理1 若y(x)是方程(1)的正解,则当x≥x1≥x0 时有下列两种可能:

1)w(x)>0,w′(x)>0,(z(x)[w′(x)]κ)′>0;

2)w(x)>0,w′(x)<0,(z(x)[w′(x)]κ)′>0.
证明:首先,设y(x)是方程(1)在[x0,∞)上的一个正解,由条件(H4)和(H5)知,存在x1>x0,使

得当x≥x1 时,有y(τ(x,t))>0,y(σ(x,ξ))>0.于是由式(2)和条件(H3)有w(x)>y(x)>0.
其次,由方程(1)和条件(H6)有

(p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′)′+q(x)(z(x)[w′(x)]κ)′=-∫
b

a
G(x,ξ,y(σ(x,ξ)))dξ≤

-∫
b

a
m(x,ξ)y(σ(x,ξ))dξ<0,

因此可得

exp∫
x

x1

q(s)
p(s)

d{ }sp(x)(z(x)[w′(x)]κ)é

ë
êê

ù

û
úú′′≤0,
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从而exp∫
x

x1

q(s)
p(s)

d{ }sp(x)(z(x)[w′(x)]κ)′递减且最终定号.由条件(H1)知,当x≥x2≥x1 时,有

(z(x)[w′(x)]κ)′<0或(z(x)[w′(x)]κ)′>0.

  下 面 证 明(z(x)[w′(x)]κ)′>0.假 设(z(x)[w′(x)]κ)′≤0,由exp∫
x

x1

q(s)
p(s)

d{ }sp(x)×

(z(x)[w′(x)]κ)′的单调性知,存在常数T>0,使得

exp∫
x

x1

q(s)
p(s)

d{ }sp(x)(z(x)[w′(x)]κ)′≤-T, (3)

将式(3)从x2 到x积分得

z(x)[w′(x)]κ ≤z(x2)[w′(x2)]κ-T∫
x

x2

1
p(s)

exp-∫
s

x1

q(v)
p(v)

d{ }v ds.

令x→∞,由条件(H1)得z(x)[w′(x)]κ→-∞.因此由(z(t)[w′(x)]κ)′≤0,可知当x≥x3≥x2 时,

z(x)[w′(x)]κ ≤z(x3)[w′(x3)]κ <0,
从而有

w′(x)≤z1/κ(x3)w′(x3) 1
z1/κ(x).

(4)

对式(4)从x3 到x积分,有

w(x)-w(x3)≤z1/κ(x3)w′(x3)∫
x

x3

1
z1/κ(s)ds.

令x→∞,由条件(H2)可得w(x)→-∞,与w(x)>0矛盾,进而有(z(x)[w′(x)]κ)′>0.证毕.
引理2 设y(x)是方程(1)的最终正解,w(x)满足引理1中结论2),若

∫
∞

x0

1
z(v)∫

∞

v

1
p(u)∫

∞

u
m(s)dsdæ

è
ç

ö

ø
÷u
1/κ

dv=∞, (5)

则lim
x→∞

y(x)=0,其中m(x)=∫
b

a
m(x,ξ)dξ.

证明:由于 w(t)满足引理1的结论2),即 w(x)>0,w′(x)<0,又由单调有界定理可知

lim
x→∞

w(x)存在,记lim
x→∞

w(x)=j,则j≥0.假设j>0,由lim
x→∞

r(x)=0,则∀0<ε<min{j,2-μj1-μ},

存在j<w(x)<j+ε,0≤r(x)<ε,使得

y(x)=w(x)-∫
β

α
r(x,t)yμ(τ(x,t))dt≥j-∫

β

α
r(x,t)wμ(τ(x,t))dt>

j-(j+ε)με≥j-(2j)με=K(j+ε)>Kw(x), (6)

其中K=j-
(2j)με

j+ε >0,利用条件(H6),(H7)及引理1中结论2)和式(6),可得

(p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′)′+q(x)(z(x)[w′(x)]κ)′≤ -∫
b

a
m(x,ξ)yκ(σ(x,ξ))dξ≤

-Kκwκ(σ(x,b))m(x).

  令α(x)=exp∫
x

x1

q(s)
p(s)

d{ }s ,则有

(α(x)p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′)′≤-Kκα(x)wκ(σ(x,b))m(x). (7)
对式(7)在(x,+∞)上积分,有

-α(x)p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′+Kκ∫
∞

x
α(s)wκ(σ(s,b))m(s)ds≤0.

再注意到w(σ(x,b))>j和w′(x)>0,有

-(z(x)[w′(x)]κ)′+Kκjκ

p(x)∫
∞

x
m(s)ds<0,

从而

z(x)[w′(x)]κ+Kκjκ∫
∞

x

1
p(u)∫

∞

u
m(s)dsdu<0,
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进而有

-w′(x)≥Kj 1
z(x)∫

∞

x

1
p(u)∫

∞

u
m(s)dsdæ

è
ç

ö

ø
÷u
1/κ

. (8)

对式(8)在(x1,∞)上积分,得

∫
∞

x1

1
z(v)∫

∞

v

1
p(u)∫

∞

u
m(s)dsdæ

è
ç

ö

ø
÷u
1/κ

dv<w(x1)
Kj

,

与条件(5)矛盾.因此j=0.又因为w(x)>y(x)>0,所以有lim
x→∞

y(x)=0.证毕.

引理3[13] 设0<λ≤1,则:

1)Xλ+Yλ≤21-λ(X+Y)λ,X,Y 为非负实数;

2)(1+X)λ≤1+λX,其中1+X>0.

2 主要结果

下面利用Riccati变换和文献[14]中的一些估计,证明方程(1)的一些新的振动性结果.记

E={(x,s)x≥s≥x0},  E0={(x,s)x>s≥x0}.
如果函数J(x,s)∈C(E,R)具有下列性质,则称J(x,s)属于Y 类,记作J∈Y:

(i)J(x,x)=0,x≥x0,J(x,s)>0,(x,s)∈E0;

(ii)∂J
(x,s)
∂s ≤0,(x,s)∈E;

(iii)存在函数f(x,s)∈C(E,R),使得

∂J(x,s)
∂s =-f(x,s) J(x,s),  (x,s)∈E.

  定理1 设式(5)成立,且存在函数J∈Y 和ψ∈C1([x0,∞),(-∞,+∞)),使得

0<inf
s≥x0

liminf
x→∞

J(x,s)
J(x,x0

é

ë
êê

ù

û
úú) ≤ ∞, (9)

∫
∞

x0

ψ2+ (x)
g(x)p(x)

dx=∞, (10)

limsup
x→∞

1
J(x,X)∫

x

X
J(x,s)β(s)-

1
4ηg

(s)p(s)f2(x,sé

ë
êê

ù

û
úú)ds≥ψ(X), (11)

其中

φ+(s)=max{φ(s),0},

g(x)=exp∫
x

x0

q(s)
p(s)

ds,

β(x)=g(x)1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κγm(x)
z(x)

, η>1, γ>0.

(12)

则方程(1)的解y(x)振动或lim
x→∞

y(x)=0.

证明:设y(x)是方程(1)的一个非振动解,不失一般性,设y(x)>0,x∈[x1,∞).由条件(H4),
(H5)有

y(τ(x,t))>0, (x,t)∈ [x1,∞)×[α,β], y(σ(x,ξ))>0, (x,ξ)∈ [x1,∞)×[a,b].
  当w(x)满足引理1中结论1)时,由条件(H4),(H5),有

y(x)≥w(x)-(1+wμ(x))r+r≥w(x)-21-μ(1+w(x))μr+r≥
(1-μ21-μr)w(x)-(21-μ -1)r. (13)

由引理1中结论1)知,w(x)>0,w′(x)>0,所以

w(σ(x,a))≥w(σ(x1,a))=k1,  x≥x1. (14)
从而由条件(H6),(H7)和上述不等式,有

(p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′)′+q(x)(z(x)[w′(x)]κ)′≤-∫
b

a
m(x,ξ)yκ(σ(x,ξ))dξ≤
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-∫
b

a
m(x,ξ)[(1-μ21-μr)w(σ(x,a))-(21-μ -1)r]κdξ≤

-wκ(σ(x,a))1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κ

m(x).

令 H(x)=g(x)p
(x)(z(x)[w′(x)]κ)′
z(x)[w′(x)]κ

,x≥x1,其中g(x)由式(12)定义,于是

H′(x)≤g′(x)
g(x)

H(x)+g(x)
(p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′)′

z(x)[w′(x)]κ - H2(x)
g(x)p(x)≤

g′(x)
g(x)

H(x)-g(x) 1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κwκ(σ(x,a))m(x)

z(x)[w′(x)]κ
é

ë
êê +

q(x)(z(x)[w′(x)]κ)′
z(x)[w′(x)]

ù

û
úúκ - H2(x)

g(x)p(x)=

-g(x)1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κwκ(σ(x,a))m(x)

z(x)[w′(x)]κ - H2(x)
g(x)p(x)

. (15)

  由引 理1中 结 论1)知,存 在 极 限 lim
x→∞

1
[w′(x)]κ

,记 为 lim
x→∞

1
[w′(x)]κ=θ.选 取ε=θ

2
,则

1
[w′(x)]κ>

θ
2
,x≥x2≥x1.再取γ=wκ(λ)θ

2
,则由条件(H6)有σ(x,a)≥λ,从而

H′(x)=-β(x)-
H2(x)

g(x)p(x)
. (16)

将式(16)两边乘以J(x,s),并在[x2,x]上积分,得

∫
x

x2
J(x,s)β(s)ds≤J(x,x2)H(x2)-∫

x

x2
f(x,s) J(x,s)H(s)ds-∫

x

x2

J(x,s)H2(s)
g(s)p(s)

ds=

J(x,x2)H(x2)-∫
x

x2
f(x,s) ηg(s)p(s)

2 +H(s) J(x,s)
ηg(s)p(s

æ

è
ç

ö

ø
÷
)

2

ds+

∫
x

x2

ηg(s)p(s)f2(x,s)
4 ds-∫

x

x2

(η-1)J(x,s)H2(s)
ηg(s)p(s)

ds,

从而

limsup
x→∞

1
J(x,x2)∫

x

x2
J(x,s)β(s)-ηg(s)p(s)f2(x,s)æ

è
ç

ö

ø
÷

4 ds≤

    H(x2)-liminf
x→∞

1
J(x,x2)∫

x

x2

(η-1)J(x,s)H2(s)
ηg(s)p(s)

ds, (17)

于是

liminf
x→∞

1
J(x,x2)∫

x

x2

(η-1)J(x,s)H2(s)
ηg(s)p(s)

ds≤H(x2)-ψ(x2)< ∞,  x≥x2. (18)

断言∫
∞

x2

H2(x)
g(x)p(x)

dx< ∞.若∫
∞

x2

H2(x)
g(x)p(x)

dx=∞,则由式(9),对某个δ>0有

inf
s≥x0

liminf
x→∞

J(x,s)
J(x,x0

é

ë
êê

ù

û
úú) >δ.

表明J(x,x3)
J(x,x0)>δ

,x≥x3≥x2,从而对任意N>0,有

∫
x

x3

H2(x)
g(x)p(x)

dx≥N
δ
,

进而

1
J(x,x0)∫

x

x3

J(x,s)H2(s)
g(s)p(s)

ds= 1
J(x,x0)∫

x

x3
-∂J

(x,s)
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

s ∫
s

x3

H2(v)
g(v)p(v)

dvds≥

1
J(x,x0)

N
δ∫

x

x3
-∂J

(x,s)
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

s ds=N
δ

J(x,x3)
J(x,x0)≥

N.

于是
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liminf
x→∞

1
J(x,x0)∫

x

x3

J(x,s)H2(s)
g(s)p(s)

ds=∞,

与式(18)矛盾.因此有∫
∞

x2

H2(x)
g(x)p(x)

dx< ∞,与条件(10)矛盾.

当w(x)满足引理1中结论2)时,由式(5)和引理2,有lim
x→∞

w(x)=lim
x→∞

y(x)=0.证毕.

定理2 设式(5)成立,若存在函数J∈Y 和B(x)∈C([x0,∞),(-∞,+∞)),使得对x≥X≥x0,
满足

limsup
x→∞

1
J(x,X)∫

x

X
J(x,s)A(s)-ηg(s)p(s)f2(x,s)

4(η-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) ds=∞, (19)

则方程(1)的解y(x)振动或lim
x→∞

y(x)=0,其中η>1,γ>0,

A(x)=M(x)-ηg(x)p(x)B2(x),  g(x)=exp∫
x

x0

q(s)
p(s)

ds, (20)

M(x)=g(x)[p(x)B2(x)-q(x)B(x)-(p(x)B(x))′+

1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κγm(x)
z(x)]. (21)

  证明:设y(x)是方程(1)的一个非振动解,不失一般性,设y(x)>0,x∈[x1,∞).由条件(H4),
(H5)有

y(τ(x,t))>0, (x,t)∈ [x1,∞)×[α,β], y(σ(x,ξ))>0, (x,ξ)∈ [x1,∞)×[a,b].
  当w(x)满足引理1中结论1)时,令

H(x)=g(x)p(x)(z(x)[w′(x)]κ)′
z(x)[w′(x)]κ +p(x)B(xé

ë
êê

ù

û
úú),  x≥x1,

于是

H′(x)≤g′(x)
g(x)

H(x)+g(x)(p(x)B(x))′-g(x) 1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κwκ(σ(x,a))m(x)

z(x)[w′(x)]
é

ë
êê κ +

q(x)(z(x)[w′(x)]κ)′
z(x)[w′(x)]κ +p(x)

(z(x)[w′(x)]κ)′
z(x)[w′(x)]

æ

è
ç

ö

ø
÷

κ
ù

û
úú

2

.

类似式(15),取lim
x→∞

1
[w′(x)]κ=θ

,ε=η
2
,γ=wκ(λ)θ

2
,则有

H′(x)≤g′(x)
g(x)

H(x)+g(x)(p(x)B(x))′-g(x) 1- μ21-μ +
(21-μ -1)

k
é

ë
êê

ù

û
úú

1{ }r
κγm(x)
z(x

é

ë
êê )+

q(x)H(x)
g(x)p(x)-q(x)B(x)+p(x) H(x)

g(x)p(x)-
B(xæ

è
ç

ö

ø
÷) ù

û
úú

2

=

-M(x)+2B(x)H(x)- H2(x)
ηg(x)p(x)

-
(η-1)H2(x)
ηg(x)p(x)

,

其中M(x)由式(21)定义.利用不等式Du-Cu2≤D2

4C
,C>0,u∈ℝ,得

H′(x)≤-A(x)-
(η-1)H2(x)
ηg(x)p(x)

, (22)

其中A(x)来自式(20).将式(22)两边乘以J(x,s),并在[X,x]上积分得

∫
x

X
J(x,s)A(s)ds≤J(x,X)H(X)-∫

x

x2
f(x,s) J(x,s)H(s)+

(η-1)J(x,s)H2(s)
ηg(s)p(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

) ds=

J(x,X)H(X)-∫
x

X
f(x,s) ηg(s)p(s)

4(η-1)+H(s)
(η-1)J(x,s)
ηg(s)p(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

2

ds+

∫
x

X

ηg(s)p(s)f2(x,s)
4(η-1)

ds,

从而有
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1
J(x,X)∫

x

X
J(x,s)A(s)-ηg(s)p(s)f2(x,s)

4(η-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) ds≤H(X),

与式(16)矛盾.
当w(x)满足引理1中结论2)时,由式(5)和引理2有lim

x→∞
w(x)=lim

x→∞
y(x)=0.证毕.

注1 若方程(1)中取μ=κ=1,则定理1和定理2即为文献[10]的振动结果,进而改进并推广了

文献[7-9]的相应结果.

3 实 例

例1 考虑三阶阻尼微分方程

1
x e-x y(x)+∫

2

1

t
6xy

1/3(x-t)dæ

è
ç

ö

ø
÷té

ë
êê

ù

û
úú

′æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú

′′
+ 2x2 e

-x y(x)+∫
2

1

t
6xy

1/3(x-t)dæ

è
ç

ö

ø
÷té

ë
êê

ù

û
úú

′æ

è
ç

ö

ø
÷

2′+

∫
1

1/2
2xξy2((x-3 x)ξ)dξ=0. (23)

  记p(x)=1x
,q(x)=1x2

,z(x)=e-x,r(x,t)=t
6x
,κ=2,α=1,β=2,a=

1
2
,b=1,τ(x,t)=

x-t,σ(x,ξ)=(x-3 x)ξ,μ=
1
3
,则

r(x)=∫
β

α
r(x,t)dt=∫

2

1

t
6xdt=14x≤

1
2
,  lim

x→∞
r(x)=lim

x→∞

1
4x=0,

于是满足条件(H1)~(H7).进一步,令

J(x,s)=(x-s)2, η=2, γ=2, r=12
, m(x,ξ)=2xξ, ψ(x)=x, x0=1,

利用定理1,有

f(x,s)=2, g(x)=x2-1, m(x)=38x
, β(x)=

3
8x
(x2-1)ex,

limsup
x→∞

1
J(x,X)∫

x

X
J(x,s)β(s)-

1
4ηg

(s)p(s)f2(x,sé

ë
êê

ù

û
úú)ds≥X=ψ(X).

因此满足定理1的所有条件.故由定理1知,方程(23)的任意解振动或趋于0.
例2 考虑三阶阻尼微分方程

2
x x y(x)+∫

1

0
e-xt2y1/3 13

æ

è
ç

ö

ø
÷xt dæ

è
ç

ö

ø
÷té

ë
êê

ù

û
úú

′æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú

′′
+ 1x2 x y(x)+∫

1

0
e-xt2y1/3 13

æ

è
ç

ö

ø
÷xt dæ

è
ç

ö

ø
÷té

ë
êê

ù

û
úú

′æ

è
ç

ö

ø
÷

2′+

∫
1

1/2

ξ
x
y2(xξ)dξ=0. (24)

  记p(x)=2x
,q(x)=1x2

,z(x)= x,r(x,t)=e-xt2,κ=2,α=0,β=1,a=
1
2
,b=1,τ(x,t)=

1
3xt

,μ=
1
3
,σ(x,ξ)=xξ,则满足条件(H1)~(H7).进一步,令J(x,s)=(x-s)2,η=2,γ=2,

r=0.9,m(x,ξ)=ξ
x
,B(x)=1x

,x0=1,利用定理2,有

f(x,s)=2, g(x)= x-1, m(x)= 3
8 x

, A(x)=(x-1) 316x+1x
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 ,

limsup
x→∞

1
J(x,X)∫

x

X
J(x,s)A(s)-ηg(s)p(s)f2(x,s)

4(η-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) ds=∞.

因此满足定理2的所有条件.故由定理2知,方程(24)的任意解振动或趋于0.
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