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具p-双调和算子的非局部椭圆方程
Navier边值问题的广义解
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摘要:利用变分方法和相应的临界点定理研究一类具有p-双调和算子的非局部椭圆方程

Navier边值问题,在非线性项满足超线性条件时,得到了两个非平凡广义解的存在性定理.
关键词:非局部椭圆方程;Navier边值问题;p-双调和算子;变分方法;广义解

中图分类号:O175.2  文献标志码:A  文章编号:1671-5489(2024)02-0205-06

GeneralizedSolutionstoNonlocalEllipticEquations
NavierBoundaryValueProblemswithp-BiharmonicOperators

LIUJian1,ZHAOZengqin2

(1.SchoolofStatisticsandMathematics,ShandongUniversityofFinanceandEconomics,Jinan250014,China;

2.SchoolofMathematicalSciences,QufuNormalUniversity,Qufu273165,ShandongProvince,China)

Abstract:Byusingvariationalmethodsandcorrespondingcriticalpointstheorems,weinvestigateda
classofnonlocalellipticequationsNavierboundaryvalueproblemswithp-biharmonicoperators.We
obtainedtwoexistencetheoremsfornontrivialgeneralizedsolutionswhennonlineartermssatisfied
super-linearconditions.
Keywords:nonlocalellipticequation;Navierboundaryvalueproblem;p-biharmonicoperator;

variationalmethod;generalizedsolution

收稿日期:2023-06-12.
第一作者简介:刘 健(1980—),男,汉族,博士,教授,从事非线性泛函分析及偏微分方程的研究,E-mail:liujianmath@163.

com.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:11571197)和山东省自然科学基金(批准号:ZR2021MA070).

0 引 言

四阶非线性椭圆方程边值问题在微机电系统、多相系统的相场模型、固体表面扩散及界面动力学

等领域应用广泛.Kirchhoff型椭圆方程是带有非局部项的非线性方程,该类方程的很多定性性质可解

释物理学和工程学中许多非线性模型的物理意义[1].为研究拉伸弦的振动,Lions[2]建立了该类方程的

抽象框架.近年来,利用变分方法结合临界点理论,对非线性微分方程解的存在性及解存在数量的研

究得到广泛关注[3-18].例如:文献[4,14]分别在一定的条件下研究了四阶脉冲弹性梁方程解的存在数

量;文献[5]在非线性项满足一定的增长性条件下,利用变分方法结合相应的临界点定理研究了一类

Kirchhoff型四阶弹性梁方程两个非平凡广义解的存在性.
受上述研究启发,本文研究下列具有p-双调和算子的Kirchhoff型椭圆方程Navier边值问题广义

解的存在性:
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其中Ω 是包含于ℝN(N≥1)的边界光滑的有界开区域,p>max1,N{ }2 ,Δ2pu=Δ(Δu p-2Δu)是

p-双调和算子,Δpu=div(∇u p-2∇u)是p-Laplace算子,f∈C0(췍Ω×ℝ),λ>0,K:[0,+∞)→ℝ
是连续的,且存在正数m0,m1,使得对任意的x≥0,均有m0≤K(x)≤m1.

1 预备知识

令X=W0
1,p(Ω)∩W2,p(Ω),其范数为

‖u‖∶=∫Ω
Δu pd( )t

1/p
.

结合Poincaré不等式,经计算可知,‖u‖与下列范数等价:

‖u‖X =∫Ω
(Δu p + ∇u p + u p)d[ ]t

1/p
,

因此存在c1>0,使得‖u‖X≤c1‖u‖.

由于p>N
2
,所以嵌入X C0(췍Ω)是紧嵌入,从而存在常数k>0,使得

‖u‖∞ ≤k‖u‖, (2)
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KK(u)=∫
u

0
K(x)dx, ∀u>0,

Ψ(u)=∫Ω
F(x,u)dx,

F(t,u)=∫
u

0
f(t,x)dx, ∀(t,u)∈Ω×ℝ.

(3)

  经过简单计算可得:
引理1 泛函Φ,Ψ 是连续Gâteaux可微的,且对任意的u∈X,有

<Φ′(u),v>=∫Ω
Δu p-2ΔuΔvdx+K∫Ω
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<Ψ′(u),v>=∫Ω
f(x,u)vdx,  ∀v∈X.

  定义1[19] 如果 X 是实自反Banach空间,Iλ 是连续 Gâteaux可微泛函,对于{un}⊂X,满足

{Iλ(un)}有界,且I′λ(un)→0(n→+∞),{un}在 X 中有收敛子列,则称泛函Iλ 满足Palais-Smale
条件.

引理2[20] X 是实Banach空间,Φ,Ψ:X→ℝ是连续Gâteaux可微泛函,Φ 下方有界,Φ(0)=
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引理3[21] X 是实Banach空间,Φ,Ψ:X→ ℝ是连续 Ĝateaux可微泛函,满足inf
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2 主要结果

定理1 若存在μ>
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m0
,使得

0<μF(x,u)≤f(x,u)u, ∀x∈Ω, u∈ ℝ\{0},
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  证明:由条件K(x)≥m0(∀x≥0)可知,
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因此可知泛函Φ有下界.
取{un}⊂X,使得{Iλ(un)}有界,且I′λ(un)→0(n→+∞),下面证明{un}在X 中有界,且泛函Iλ

满足Palais-Smale条件.事实上,注意到μ>
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m0
>p,有
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这蕴含着{un}有界,因此存在{un}的一个子列{unk
}弱收敛于 X 中某元素u,则当k→+∞时,有

I′λ(u)(unk-u)→0,从而可得

(I′λ(unk
)-I′λ(u))(unk -u)→0,  k→ +∞, (4)

根据嵌入X C0(췍Ω)是紧嵌入可知Ψ′是紧算子,于是有

Ψ′(unk
)-Ψ′(u)→0,  k→ +∞. (5)

注意到Φ′是(S+)型映射,即若在X 中un⇀u,lim
n→∞
<Φ′(un)-Φ′(u),un-u)>≤0,则有‖un-u‖→0

(n→+∞).结合式(4),(5)以及Φ′=I′λ+λΨ′可知,
<Φ′(un)-Φ′(u),unk -u)>→0,  k→+∞,

因此,结合Φ′是(S+)型映射,可知‖unk-u‖→0(k→+∞),所以泛函Iλ 满足Palais-Smale条件.
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下面证明泛函Iλ 无下界.注意到∀t∈Ω,u∈ℝ\{0},0<μ(t,u)≤f(t,u)u,因此存在正常数α,β,
使得

F(t,u)≥αu μ -β,  u∈ ℝ\{0}.
选取ρn(t)=ξn∈ℝN,则有ρn(t)∈X 及
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结合μ>
pm1

m0
>p,可得Iλ(ρn)→-∞(ρn →+∞),从而可知泛函Iλ 无下界.

固定r>0,根据式(2),(3),对满足条件Φ(u)≤r的任意u∈X,有
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以及
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界点,其中一个可能是零,因此可知方程(1)至少存在一个非平凡广义解.

注1 注意到F(t,u)=∫
u

0
f(t,ξ)dξ,对于u 是连续的,则定理1中的条件可以被替换为下列条件:

(H)存在μ>
pm1

m0
,m>0,使得0<μF(t,u)≤f(t,u)u,∀x∈Ω,u ≥m.

定理2 若条件(H)成立,∀(x,ξ)∈B(x,d)×[0,δ],F(x,ξ)≥0,且存在正常数cδ,α,满足

α>kc1
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,泛函 Kλ 至少有两个非平凡的临界点,即方程(1)至少存在两个非平凡广

义解.
证明:取d=sup

x∈Ω
δ(x),其中δ(x)=sup{δ>0:B(x,δ)⊆Ω},∀x∈Ω,则存在x∈Ω,使得

B(x,d)⊆Ω.选取

u(x)=

0, x∈췍Ω\B(x,d),

16δ
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其中l= x-x 表示x 和x 之间的距离.
直接计算可得

Δu(x)=∑
N

i=1

∂2u(x)
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其中 B(0,1)= πN/2

Γ(1+N/2)
表示N 维单位球的体积,Γ(x)表示Gamma函数.

  根据α>kc1
pcδ(1+m1),可得

0<Φ(u)≤cp
1(1+m1)

p
cδ < αp

pkp∶=r.

对于任意满足Φ(u)≤r的u∈X,有

‖u‖ ≤ (pr)1/p,  ‖u‖u∞ ≤k‖u‖ ≤k(pr)1/p =α,

Ψ(u)=∫Ω
F(x,u)dx≤∫Ω

max
t ≤α

F(x,t)dx,
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注意到
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l∈[d/2,d]

(l4-2dl3+d2l2)=d4
16
,

则有0≤u(x)≤δ,结合条件F(x,ξ)≥0(∀(x,ξ)∈B(x,d)×[0,δ]),可知

Ψ(u)=∫Ω
F(x,u(x))dx≥∫B(x,d/2)

F(x,δ)dx, (8)

再结合式(6)~(8)可得
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Φ(u)≤r

Ψ(u)

r ≤pkp

αp∫Ω
max
t ≤α

F(x,t)dx=λ1 <
p∫B(x,d/2)

F(x,δ)dx

cp
1cδ(1+m1) =λ2 ≤Ψ(u)

Φ(u)
,

从而引理3的条件均满足,则对任意的λ∈ 1
λ2
,1
λ
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1
,泛函Kλ 至少有两个非平凡的临界点,即方程(1)

至少存在两个非平凡广义解.
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