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一类肿瘤-免疫模型的稳定性与Hopf分支分析

赵浛弛,李杰梅
(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:考虑一类肿瘤-免疫模型,讨论其平衡点的存在性条件,并利用特征方程分析各平衡点

的局部动力学稳定性,证明该模型在相应条件下会发生Hopf分支.通过计算第一Lyapunov
系数得出:如果系数不为零,则模型发生Hopf分岔;如果系数小于零,则分岔是超临界的;
如果系数大于零,则分岔是次临界的.最后利用数值模拟验证理论分析结果.
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Abstract:Weconsideredaclassoftumor-immunemodel,discussedtheexistenceconditionsoftheir
equilibriumpoints,andusedcharacteristicequationstoanalyzethelocalkineticstabilityofeach
equilibriumpoint,provingthatthe modelunderwentHopfbifurcationunderthecorresponding
conditions.BycalculatingthefirstLyapunovcoefficient,itcanbeconcludedthatifthecoefficientis
notzero,themodelundergoesHopfbifurcation,thebifurcationissupercriticalifthecoefficientisless
thanzero,andthebifurcationissubcriticalifthecoefficientisgreaterthanzero.Finally,numerical
simulationsareusedtovalidatethetheoreticalanalysisresults.
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0 引 言

癌症是威胁人类生命的一种重大疾病,如何用科学方法对癌症进行预防和治疗已成为全球最重要

的公共卫生问题之一[1].中国癌症中心最新数据表明,2016年中国新增癌症病例约406.4万例,新增

癌症死亡病例241.35万例[2-3].目前癌症的临床治疗主要以手术治疗、化学治疗和放射治疗为主.这

些治疗方法各有优势,但由于其严重的副作用,给患者的生活质量和生命带来巨大威胁[4].免疫疗法

目前已成为治疗癌症的重要组成部分,免疫疗法的目标是通过增强免疫系统的有效性加强患者自身对

抗癌症的天然能力,免疫系统在对抗癌症中的重要性已在实验室和临床中得到验证[5-6].研究表明,通

过建立并分析肿瘤细胞和免疫系统相互作用的数学模型可更好地了解肿瘤的发生和发展机理[7-9].
Kuznetsov等[10]假设肿瘤细胞对效应细胞具有双线性抑制率和饱和刺激率,建立了数学模型:



dE
dt=s+ pET

g+T-mET-dE,

dT
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(1)

其中E(t)和T(t)分别表示效应细胞和肿瘤细胞在t时刻的浓度.文献[10]讨论了模型(1)平衡点的存

在性和稳定性,计算了该模型的局部分岔和全局分岔的阈值,预测了肿瘤的增长过程及其临床表现,
发现肿瘤一般具有3~4个月周期的复发特征.

Galach[11]将模型(1)中效应细胞增长率的 Michaelis-Menten形式替换为Lotka-Volterra形式,
提出如下模型:
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(2)

其中k=m-θ,并对其进行了局部动力学分析.同时考虑了时间延迟的影响,以达到与实际兼容性

更好.
Li等[12]考虑抗原性的影响,并且效应细胞对肿瘤细胞的反应由 Michaelis-Menten形式描述,

提出了如下模型:

dE
dt=s+cT-βET-μE,

dT
dt=rT 1-Tæ

è
ç

ö

ø
÷

k - αET
1+εT

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(3)

  本文在上述研究的基础上,建立如下肿瘤细胞对效应细胞具有双线性抑制率和双线性刺激率且效

应细胞对肿瘤细胞有饱和抑制率的肿瘤免疫模型:

dE
dt=s+βET-θET-μE,

dT
dt=aT 1-Tæ

è
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(4)

其中:E=E(t)和T=T(t)分别表示效应细胞和肿瘤细胞在时间t的数量;s表示人体自身产生效应细

胞的速度;β表示肿瘤细胞对免疫细胞的刺激作用系数;θ表示效应细胞受肿瘤细胞的抑制作用系数;

1/μ表示效应细胞的平均寿命;aT(1-T/k)表示假设无效应细胞时,肿瘤细胞遵循Logistic增长,内

禀增长率为a,肿瘤细胞的最大承载量为k;bET/(1+εT)是具有 Michaelis-Menten形式的效应细胞

对肿瘤细胞的抑制项,并且各参数均为正数.

1 模型解的非负性和有界性

为便于讨论,对式(4)做无量纲变换:

T0=T/K,

t0=αt{ ,
(5)

并记r=β-θ,s=s/α,r=rK/α,a=a/α,ε=εK,b=b/a.为方便讨论,仍采用原来的符号,所以可得

模型:

dE
dt=s+rET-E,

dT
dt=aT 1-T- bE
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(6)

设E(t),T(t)为模型(6)满足非负初值条件的解.当E(0)=0时,E′(0)>0,所以存在时刻t1,使得当

t∈(0,t1)时,有E(t)>0;当E(0)>0时,假设存在t2>0,使得E(t2)=0,且当t∈(0,t2)时,有

E(t)>0,所以E′(t2)<0.由模型(6)的第一式得E′(t2)=s>0,与E′(t2)<0矛盾.同理,假设存在
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t3>0,使得T(t3)=0,且当t∈(0,t3)时,有T(t)>0,所以T′(t3)<0.而由模型(6)的第二式可得

T′(t3)=0,与T′(t3)<0矛盾.因此当E0,T0≥0时,模型(6)的解是全局存在且非负的.

对任意的E>0,T≥0,由模型(6)的第二个方程有dT
dt≤aT

(1-T).因此limsup
t→∞

T(t)≤1,即对

任意小的正整数ε1,存在正数t0,使得当t>t0 时有T≤1+ε1.所以,当t>t0 时,由模型(6)的第一个

方程有:

dE
dt=s+(rT-1)E≤s+[r(1+ε1)-1]E. (7)

当r<1时,由于ε1 是任意小的正数,因此limsup
t→∞

E(t)≤ s
1-r.于是对任意的t>0,模型(6)的解是

有界的.

2 平衡点的存在性

显然,模型(6)总有边界平衡点P0(s,0),称为无肿瘤平衡点,这是唯一的边界平衡点.下面讨论

模型(6)正平衡点的存在性.令模型(6)中的dE
dt=0

,dT
dt=0

,得

s+rET-E=0, (8)
且

1-T- bE
1+εT =0. (9)

由式(8)可得E=s/(1-rT),代入式(9)得

1-T- bs
(1+εT)(1-rT)=0

, (10)

或

f(T)=bs, (11)
其中f(T)=rεT3+pT2+qT+1,p=r-ε-εr且q=ε-r-1.通过计算可知f(0)=1,f(1)=0.

求得方程f(T)的导数为f′(T)=3rεT2+2pT+q,其中f′(1)=(r-1)(ε+1),所以当r<1时,

f′(1)<0恒成立.记方程f′(T)的判别式为Δ=4p2-12rεq,通过计算可知f′(T)的判别式恒为正,
求得f(T)的驻点为

T=T±= -p± p2-3rεq
3rε

, (12)

f(T±)= 1+ 2p3
27r2ε2-pq

3r
æ

è
ç

ö

ø
÷

ε ±2
(p2-3rεq)3/2
27r2ε2 .

显然,有:
引理1 根据f′(T)的符号,可分4种情形讨论f(T)图形的形状.
1)当0<r<1时,若0<ε≤r+1,f′(T)在[0,1]上恒为负,则f(T)在(0,1)单调递减,如图1(A)

所示;若ε>r+1,f′(T)在[0,T-)上恒为负,在[T-,1]上恒为正,则f(T)在T=T-处取得最大值,
即f(T)在[0,T-)上单调递增,在[T-,1]上单调递减,如图1(B)所示.
2)当r=0时,若0<ε≤1,f′(T)在[0,1]上恒为负,则f(T)在[0,1]上单调递减,如图1(A)所

示;若ε>1,f′(T)在[0,T+)上恒为负,在[T+,1]上恒为正,则f(T)在T=T+处取得最大值,即

f(T)在[0,T+)上单调递增,在[T+,1]上单调递减,如图1(C)所示.
3)当-1<r<0时,若0<ε<r+1,f′(T)=0在[0,1]上有两个正根T±,且f(T)在T=T-处

取得最小值,在T=T+处取得最大值,则根据f(T+)>1,f(T+)=1,f(T+)<1三种情况,f(T)的
图像如图1(D),(E),(F)所示.
4)当r≤-1时,f′(T)在[0,T+)上恒为负,在[T+,1]上恒为正,则f(T)在T=T+处取得最大

值,即f(T)在[0,T+)上单调递增,在[T+,1]上单调递减,如图1(C)所示.
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图1 函数f(T)图形的形状

Fig.1 Graphicalshapeoffunctionf(T)

定理1 模型(6)总存在无肿瘤平衡点P0(s,0);模型(6)肿瘤平衡点P*=(E*,T*)的存在情形

如下.
1)下列任意一条件成立时,模型(6)存在一个正平衡点:

P*
1 (E*

1 ,T*
1 )= s

1-rT*
1
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷1 . (13)

  ①0<r<1,0<ε≤r+1且0<bs≤1;

②0<r<1,ε>r+1且0<bs<1;

③r=0,0<ε≤1且0<bs≤1;

④r=0,ε>1且0<bs≤1或bs=(ε+1)2/(4ε);

⑤ -1<r<0,0<ε<r+1且0<bs<f(T-);

⑥ -1<r<0,0<ε<r+1,且f(T+)<bs≤1;

⑦r≤-1且0<bs<1.
2)下列任意一条件成立时,模型(6)存在两个正平衡点:

P*
21(E*

21,T*
21)= s

1-rT*
21
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷21 ,  P*

22(E*
22,T*

22)= s
1-rT*

22
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷22 . (14)

  ①0<r<1,ε>r+1且1≤bs<f(T-);

②ε>1且1≤bs<(ε+1)2/(4ε);

③0<ε<r+1且1<bs<f(T+);

④r≤-1且1≤bs<f(T+).
3)下列任意一条件成立时,模型(6)存在3个正平衡点:

P*
31(E*

31,T*
31)= s

1-rT*
31
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷31 , P*

32(E*
32,T*

32)= s
1-rT*

32
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷32 ,

P*
32(E*

32,T*
32)= s

1-rT*
32
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷32 .

(15)

  ① -1<r<0,0<ε<r+1,f(T1)≥1且f(T-)<bs<1;

② -1<r<0,0<ε<r+1,f(T1)<1且f(T+)<bs<f(T-).
证明:本文通过判断函数f(T)与f(T)=bs在区间[0,1]上的交点情况判断模型(6)平衡点的存在

个数.
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当0<bs<1时,如图1(A)~(C)所示,由于f(T)与f(T)=bs在区间[0,1]上有一个交点,故

模型(6)存在一个正平衡点为式(13).当1≤bs<f(T+)或1≤bs<f(T-)时,如图1(B),(C)所示,由

于f(T)与f(T)=bs在区间[0,1]上有两个交点,故模型(6)有两个正平衡点为式(14).当f(T1)≥1
且f(T-)<bs<1时如图1(D),(E)所示,或f(T1)<1且f(T+)<bs<f(T-)如图1(F)所示,f(T)
与f(T)=bs在区间[0,1]上有3个交点,故模型(6)有3个正平衡点为式(15).

3 稳定性分析

模型(6)在无肿瘤平衡点P0 处的Jacobi矩阵为

J(P0)=
-1 rs
0 a(1-bs

æ

è
ç

ö

ø
÷
)
, (16)

两个特征值分别为λ1=-1,λ2=a(1-bs).因此,当bs>1时,P0 是局部渐近稳定的,当bs<1时,P0

不稳定.模型(6)在有肿瘤平衡点P*=(E*,T*)处的Jacobi矩阵为

J(P*)=
rT* -1 rE*

-abT*

1+εT* a1-2T- bE*

(1+εT*)
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷2

, (17)

由式(9)可知,E*=(1-T*)(1+εT*)/b,其迹和行列式分别为

trJ(P*)=(rT* -1)+aT(-2εT* +ε-1)
1+εT* ,

detJ(P*)= -aT*[3rεT*2+2(r-ε-εr)T* +ε-r-1]
1+εT* = -aT*f′(T*)

1+εT* . (18)

  由f(T)的几何特征可得

  f′(T*
1 )<0, f′(T*

21)<0, f′(T*
22)>0, f′(T*

31)<0, f′(T*
32)>0, f′(T*

33)<0, (19)
由式(21)可得

detJ(P*
1 )>0, detJ(P*

21)>0, detJ(P*
22)<0,

detJ(P*
31)>0, detJ(P*

32)<0, detJ(P*
33)>0.

(20)

当且仅当下列条件之一成立时trJ(P*)为负:
(i)ε≤1;
(ii)ε>1且T*≥(ε-1)/(2ε);

(iii)ε>1,T*<ε-12ε
且a<

(1-rT*)(1+εT*)
T*(ε-1-2εT*).

综上可知,对模型(6)平衡点的局部稳定性有如下结论.
定理2 若平衡点P*

1 ,P*
21,P*

31,P*
33存在,则当条件(i),(ii),(iii)之一成立时,P*

1 ,P*
21,P*

31,P*
33是

局部渐近稳定的;反之,P*
1 ,P*

21,P*
31,P*

33是不稳定的;若平衡点P*
22,P*

32存在,P*
22,P*

32是不稳定的.
下面讨论平衡点稳定性的类型.如果[trJ(P*)]2-4detJ(P*)为正,则平衡点为稳定的结点;

反之,若为负,则平衡点为稳定的焦点.由

detJ(P*)= aT*

1+εT*
(rT* -1)(ε-1-2εT*)+ bsr

1-rT
é

ë
êê

ù

û
úú* , (21)

则

[trJ(P*)]2-4detJ(P*)= (rT* -1)-aT*(-2εT* +ε-1)
1+εT

é

ë
êê

ù

û
úú*

2

- 4aT*bsr
(1+εT*)(1-rT*).(22)

因此,当r<0时,[trJ(P*)]2-4detJ(P*)>0.从而平衡点P*
31,P*

33为稳定的结点.
下面考虑0<r<1的情形.令u=aT*/(1+εT*),因为模型(6)平衡点的存在性与a无关,所以

可将[trJ(P*)]2-4detJ(P*)表示为

Δ(u)=[trJ(P*)]2-4detJ(P*)=

[-2εT* +ε-1]2u2+(rT* -1)2+2u (rT* -1)(-2εT* +ε-1)- 2bsr
1-rT{ }* ,(23)
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Δ= 2(rT* -1)(-2εT* +ε-1)- 4bsr
1-rT{ }*

2

-4(-2εT* +ε-1)2(rT* -1)2=

16bsr
1-rT*

bsr
1-rT* +(rT* -1)(-2εT* +ε-1{ }). (24)

  当0<r<1,T*≥(ε-1)/(2ε)时,Δ>0,函数Δ(u)有两个正零点u±:当u-<u<u+时,Δ(u)<
0;当u<u-或u>u+时,Δ(u)>0.因此,令r±=(1+εT*)u±/T*,可得当r-<r<r+时,P*

1 ,P*
21为

焦点;当r->r或r>r+时,P*
1 和P*

21为结点.综上,可得:
定理3 若平衡点P*

1 ,P*
21存在,则当r<0或0<r<1,T*≥(ε-1)/(2ε)且r->r或r>r+时,

P*
1 ,P*

21为结点;当0<r<1,T*≥(ε-1)/(2ε)且r-<r<r+时,P*
1 和P*

21为焦点;若平衡点P*
31,P*

33

存在则一定为结点.

4 Hopf分支

下面讨论模型(6)Hopf分支的存在性,并且给出其存在的条件.首先,假设下列条件成立:

(H1)ε>1且T*<ε-12ε
;

(H2)(rT*-1)2< brs
ε-1-2εT*.

令a0=
(rT*-1)(1+εT*)
T*(2εT*-ε+1)

,若(H1)成立,则a0>0.当a=a0 时trJ(P*)=0成立.若(H2)成

立,则当a=a0 时,detJ(P*)>0.因此,J(P*)有一对共轭的纯虚特征值.
定理4 当假设条件(H1),(H2)成立时,模型(6)在a=a0 处发生Hopf分支.
证明:当trJ(P*)=0且detJ(P*)>0时,设J(P*)有一对共轭的纯虚特征值为λ=±iξ,其中

ξ2=detJ.下面考虑横截性条件.
记λ=η+iσ,将其代入特征方程并分离出虚实部,得

η2-σ2-ηtrJ+detJ=0,

2η-trJ=0{ .
(25)

将式(25)中第二式两边同时对a求偏导,得

∂η
∂a=∂trJ2∂a =T(-2εT+ε-1)

2(1+εT) ≠0, (26)

因此模型(6)在a=a0 处发生Hopf分支.
下面考虑分岔的方向.令x=E-E*,y=T-T*,则模型(6)变为

x′=hx+by-βxy,

y′=-c0x-hy+b11xy+b02y2+b12xy2+b03y3+0(x,y 3{ ),
(27)

其中

h=rT* -1, b* = sr
1-rT*, c0=

abT*

1+εT*, b11=- a0b
(1+εT*)2,

b12= 2a0bε
(1+εT*)3, b02=2a0

ε(1-T*)
(1+εT*)2-é

ë
êê

ù

û
úú1 , b03= -6a0ε2(1-T*)

(1+εT*)3 .

由假设a2<bc0,令ω= bc0-a2,则由式(26)可得

c20=-rh, c11=rω, c02=0,

d20=-h[(r+b02)h+b11b*]
ω

, d11=rh+b11b* +2b02h,

c30=c12=0, d21=h(2b12b* +3b03h), d03=b03ω2.

(28)

通过计算可得式(26)的第一Lyapunov系数为

σ=18 3d30+d21+c20(c11-2d20)-d11(d20+d02)é

ë
êê

ù

û
úúω =C1+C2+C3

8
, (29)
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其中

C1=-r2(rT* -1)+ 2bhsr
1-rT* -9ε(1-T*)(h2+ω2é

ë
êê

ù

û
úú)

2a0ε
(1+εT*)3,

C2=2r
(rT* -1)3

ω
(β+r0C4),

C3=(rT* -1)r+a0 2C4+ bsr
(1+εT*)2(rT* -1)

é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 2a0 ε(1-T*)

(1+εT*)2-é

ë
êê

ù

û
úú1 +C4(rT* -1)2

ω{ }2 ,

C4=2ε
(1-T*)
(1+εT*)2 -2- srb

(1-rT*)2(1+εT*)2.

如果σ≠0,则模型(6)在a=a0 处发生Hopf分岔;如果σ<0,则分岔是超临界的;如果σ>0,则分岔

是次临界的.

5 数值模拟

为验证理论推导的准确性并直观地展现,对模型(6)进行数值模拟.选取两个恒定参数值

s=0.1182,a=1.636.模型(6)平衡点不同分类的函数图像如图2所示.

图2 平衡点的不同分类

Fig.2 Differentclassificationsofequilibriumpoints

1)取参数值r=-1,b=10,ε=0.1.此时bs>1,由图2(A)可见,P0 是局部渐近稳定的,此时

肿瘤会被消除;

2)取参数值r=-1,b=3,ε=0.1.此时bs<1,模型(6)有唯一正平衡点 P*
1 (E*

1 ,T*
1 )=

S
1-rT*

1
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,由图2(B)可知该点为结点.

3)取参数值r=-1,b=10,ε=0.1.此时bs>1,模型(6)有唯一正平衡点 P*
1 (E*

1 ,T*
1 )=

S
1-rT*

1
,T*æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,由图2(C)可知该点为焦点.

免疫细胞对肿瘤细胞的抑制系数b以及系数r对模型动力学行为的影响如图3所示.首先,免疫

细胞的数量随着b的增大而减小,如图3(A)所示;而肿瘤细胞的数量先减少后增加到一个稳定状态,
即肿瘤进入休眠状态,如图3(B)所示;其次,免疫细胞的数量随着r的增大而增大,但总体呈下降趋

势,如图3(C)所示;当r逐渐减小时,肿瘤细胞的数量会逐渐增长,而当r为正时,肿瘤细胞的数量会

逐渐减少至0,即肿瘤会灭绝,如图3(D)所示.
综上所述,首先,本文分析了具有饱和肿瘤免疫抑制率模型的平衡点的存在性、局部渐近稳定性,

并判断了平衡点的类型;其次,给出了模型发生Hopf分支的条件,并计算了Lyapunov系数,判断了

Hopf分岔的类型;最后,利用数值模拟验证了理论推导的正确性.
通过观察免疫细胞对肿瘤细胞的抑制系数b以及系数r对模型动力学行为的影响可得如下结论:

1)可通过一些方法增加免疫细胞对肿瘤细胞的抑制系数,提高免疫细胞对肿瘤细胞的杀伤力,对

消除肿瘤细胞有良好的效果;

2)增大肿瘤细胞对效应细胞的刺激率,可有效清除肿瘤细胞.
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图3 不同系数对模型动力学行为的影响

Fig.3 Influenceofdifferentcoefficientsondynamicbehaviorofmodel
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