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三阶三次幂非线性混沌电路的
自适应反馈控制和H∞控制

付景超,杨 阳
(东北电力大学 理学院,吉林 吉林132012)

摘要:针对三阶三次幂非线性混沌电路,研究其控制问题.首先,给出系统的Lyapunov指数

和混沌吸引子,验证系统存在复杂的混沌现象;其次,用自适应反馈控制方法和 H∞状态反

馈控制方法,设计参数已知和参数未知的自适应反馈控制器以及 H∞状态反馈控制器,将混

沌系统状态稳定到平衡点上;最后,通过MATLAB软件进行数值仿真验证控制器的有效性,
并对两种控制器的控制效果进行比较.
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Abstract:Westudiedthecontrolproblem ofthird-orderthird-powernonlinearchaoticcircuits.

Firstly,wegavetheLyapunovexponentandchaoticattractorofthesystemtoverifytheexistenceof

complexchaosinthesystem.Secondly,usingadaptivefeedbackcontrolmethodand H∞ state

feedbackcontrolmethod,wedesignedtheadaptivefeedbackcontrollerwithknownandunknown

parametersandH∞statefeedbackcontrollertostabilizethechaoticsystemstatetotheequilibrium

point.Finally,theeffectivenessofthecontrollerwasverifiedthroughnumericalsimulationbyusing
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自蔡氏电路提出以来,其丰富的动力学行为已引起混沌科学研究人员的广泛关注[1-2].为深化

研究并扩展其应用,研究人员在蔡氏电路的基础上进行了改进,通过改变电路结构、增添控制元件或

调整非线性元件的特性,成功设计了一系列改良型的蔡氏电路[3-6].文献[7]通过引入三次方模块替代

原有的分段线性二极管,虽然未显著改变系统的动力学特性,但为后续研究提供了新思路;文献[8]设



计了一个全新的三次多项式蔡氏电路方程,并分析了该方程所展现的混沌动力学特性;文献[9]

提出了三类三次幂型函数,并设计了三类更易于实际电路搭建的蔡氏电路;文献[10]通过用三次幂型

电路替换蔡氏电路中的三折线非线性拓扑关系,成功构建了一种三阶三次幂非线性混沌电路,为混沌

电路的研究和应用开辟了新方向.
由于非线性电路系统中的混沌现象存在在某些情况下可导致系统不稳定,并降低电压转化效率等

问题,因此,需抑制和消除电路中的混沌现象.自 OGY(Ott-Grelogi-Yorke)方法[11]提出以来,混沌

控制领域的研究取得了显著进展,提出了较多控制方法[12-13].为有效抑制和消除电路中的混沌现象,

文献[14]采用时滞反馈控制器实现了超混沌电路的混沌镇定控制;文献[15]设计了鲁棒自适应滑模控

制器,将不确定忆阻蔡氏电路系统稳定至平衡点;文献[16]利用脉冲控制技术实现了忆阻混沌电路的

镇定与同步;文献[17]基于滑模控制理论,采用基于滑模的高频鲁棒控制方法和高增益鲁棒控制方法

设计控制器,并对三维Coullet系统进行控制;文献[18]设计了4种滑模面和控制器,实现了分数阶大

气混沌系统的滑模同步控制.混沌电路的控制方法较多,在保密通信、生物医学、电力学和信号处理

等领域应用广泛[19-21].
本文针对文献[10]提出的三阶三次幂非线性混沌电路,应用自适应反馈控制方法和 H∞状态反馈

控制方法设计控制器,将系统的混沌状态稳定至平衡点.通过仿真实验,验证设计控制器的有效性,

为混沌电路的控制提供了新的解决方案.

1 三阶三次幂非线性混沌电路

三阶三次幂非线性混沌电路数学模型[10]为

ẋ1=ax2+bx1-cx3
1,

ẋ2=8.2x1-x2+dx3,

ẋ3=-ex2

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(1)

其中x1,x2,x3 为状态变量.
当参数

a=1.57, b=1.8, c=0.74, d=9.1, e=2.33
时,系统的3个平衡点分别为

o(0,0,0), P1(1.559,0,-1.405), P2(-1.559,0,1.405).
经计算,系统(1)的3个Lyapunov指数分别为

LE1=0.79909, LE2=-0.11419, LE3=-0.11490,
其Lyapunov指数随时间变化曲线如图1所示.由图1可见,系统有混沌现象产生.系统(1)的的混沌

吸引子如图2所示.

图1 三阶三次幂非线性混沌系统Lyapunov指数

Fig.1 Lyapunovexponentofthird-orderthird-powernonlinearchaoticsystem
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图2 三阶三次幂非线性混沌系统混沌吸引子

Fig.2 Chaoticattractorofthird-orderthird-powernonlinearchaoticsystem

2 三阶三次幂非线性混沌系统的自适应反馈控制

2.1 参数已知的自适应反馈控制器设计

当参数a,b,c,d,e固定时,在三阶三次幂非线性混沌系统(1)上添加控制器U=(u1,u2,u3)T,
得到受控系统

ẋ1=ax2+bx1-cx3
1+u1,

ẋ2=8.2x1-x2+dx3+u2,

ẋ3=-ex2+u3

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(2)

  设系统控制目标为(α1,α2,α3),其中α1=0,α2=c1e1,α3=c2e2,定义误差信号e1=x1-α1,

e2=x2-α2,e3=x2-α3,将误差信号代入受控系统(2)中,可得误差控制系统

ė1=a(e2+c1e1)+be1-ce31+u1,

ė2=8.2e1-(e2+c1e1)+d(e3+c2e2)-c1̇e1+u2,

ė3=-e(e2+c1e1)-c2̇e2+u3

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(3)

  若Lyapunov函数为

V=12
(e21+e22+e23)2,

则有

V̇=e1·̇e1+e2·̇e2+e3·̇e3=e1[a(e2+c1e1)+be1-ce31+u1]+
e2[8.2e1-(e2+c1e1)+d(e3+c2e2)-c1̇e1+u2]+e3[-e(e2+c1e1)-c2̇e2+u3].

令

u1=-k1e1-a(e2+c1e1)-be1+ce31=-k1x1-ax2-bx1+cx3
1, (4)

u2=-k2e2-d(e3+c2e2)+(e2+c1e1)-8.2e1+c1̇e1=
  -k2(x2-c1x1)-dx3+x2-8.2x1, (5)

u3=-k3e3+e(e2+c1e1)+c2̇e2=-k3(x3-c2x2+c1c2x1)+ex2, (6)

则有V̇=-k1e21-k2e22-k3e23<0,其中k1,k2,k3>0是为保证V̇<0引入的参数.此时,误差系统(3)是
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渐近稳定的,所以受控系统(2)也是渐近稳定的.
定理1[22] 对于受控系统(2),当施加控制器(4)~(6)时,受控系统稳定到平衡点o(0,0,0).

2.2 参数已知的自适应反馈控制器的数值仿真

当参数取值a=1.57,b=1.8,c=0.74,d=9.1,e=2.33时,对式(2)施加自适应反馈

控制器(4)~(6),不妨取c1=c2=1,k1=k2=k3=1,受控系统时域波形如图3所示.由图3可见,受

控系统(2)渐近稳定到原点o(0,0,0).

图3 参数已知受控系统(2)的时域波形

Fig.3 Timedomainwaveformofcontrolledsystem(2)withknownparameters

2.3 参数未知的自适应反馈控制器设计

当参数a,b,c,d,e未知时,在三阶三次幂非线性混沌系统(1)上添加控制器U=(u1,u2,u3)T,得

到受控系统(2).设系统控制目标为(α1,α2,α3),其中α1=0,α2=c1e1,α3=c2e2,定义误差信号

e1=x1-α1,e2=x2-α2,e3=x2-α3,将误差信号代入受控系统(7)中,可得误差控制系统(3).
若Lyapunov函数为

V=12
(e21+e22+e23)+ 1

2γ1
(a-a1)2+ 1

2γ2
(b-b1)2+

1
2γ3
(c-p1)2+ 1

2γ4
(d-q1)2+ 1

2γ5
(e-m1)2,

其中γ1,γ2,γ3,γ4,γ5>0为自适应增益系数,a1,b1,p1,q1,m1 分别为a,b,c,d,e的参数估计,则有

V̇=e1·̇e1+e2·̇e2+e3·̇e3-1γ1
(a-a1)·̇a1-1γ2

(b-b1)·̇b1-

1
γ3
(c-p1)·̇p1-1γ4

(d-q1)·̇q1-1γ5
(e-m1)·̇m1=

e1[(a-a1)(e2+c1e1)+(b-b1)e1-(c-p1)e31-k1e1+
k1e1+a1(e2+c1e1)+b1e1-p1e31+u1]+
e2[8.2e1-(e2+c1e1)+(d-q1)(e3+c2e2)-
k2e2+k2e2+q1(e3+c2e2)-c1̇e1+u2]+
e3[-(e-m1)(e2+c1e1)-k3e3+k3e3-m1(e2+c1e1)-c2̇e2+u3]-
1
γ1
(a-a1)·̇a1-1γ2

(b-b1)·̇b1-

1
γ3
(c-p1)·̇p1-1γ4

(d-q1)·̇q1-1γ5
(e-m1)·̇m1.

令

u1=-k1e1-a1(e2+c1e1)-b1e1+p1e31=-k1x1-a1x2-b1x1+p1x31, (7)

u2=-k2e2-q1(e3+c2e2)+(e2+c1e1)-8.2e1+c1̇e1=
  -k2(x2-c1x1)-q1x3+x2-8.2x1, (8)

u3=-k3e3+m1(e2+c1e1)+c2̇e2=-k3(x3-c2x2+c1c2x1)+m1x2. (9)
当满足如下参数自适应控制律时:
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ȧ1=γ1e1(e2+c1e1)=γ1x1x2,

ḃ1=γ1e1·e1=γ1x21,

ṗ1=-γ3e1·e31=-γ3x41,

q̇1=γ4e2(e3+c2e2)=γ4x3(x2-c1x1),

ṁ1=-γ5e3(e2+c1e1)=-γ5x2(x3-c2x2+c1c2x1),

(10)

则有V̇=-k1e21-k2e22-k3e23<0,其中k1,k2,k3>0是为保证V̇<0引入的参数.此时,误差系统(3)是
渐近稳定的,所以受控系统(2)也是渐近稳定的.

定理2[23] 对于受控系统(2),当施加控制器(7)~(10)时,受控系统稳定到平衡点o(0,0,0).
2.4 参数未知的自适应反馈控制器的数值仿真

设未知参数a,b,c,d,e的估计值为a1,b1,p1,q1,m1,对式(2)施加控制(7)~(10),取c1=c2=1,

k1=0.2,k2=1,k3=0.2,γ1=γ2=γ3=γ4=γ5=0.2,受控系统时域波形如图4所示.由图4可见,

受控系统(2)渐近稳定到原点o(0,0,0).参数a,b,c,d,e的估计值a1,b1,p1,q1,m1 随时间变化如图5
所示.由图5可见,自适应反馈控制能很好地辨识系统参数.

图4 参数未知受控系统(2)的时域波形

Fig.4 Timedomainwaveformofcontrolled
system(2)withunknownparameters

图5 参数未知受控系统(2)的参数估计

Fig.5 Parameterestimationofcontrolledsystem(2)

withunknownparameters

3 三阶三次幂非线性混沌电路的H∞状态反馈控制

3.1 H∞状态反馈控制器设计

在三阶三次幂非线性混沌系统(1)上添加控制器,得到受控系统

ẋ1=ax2+bx1-cx3
1+ω1+u,

ẋ2=8.2x1-x2+dx3+ω2,

ẋ3=-ex2+ω3,

y=h(x)=x3

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ,

(11)

其中ω1,ω2,ω3 为外部扰动变量,a,b,c,d,e为实参数,u为控制器.不失一般性,设计一个H∞状态反

馈控制器

ẏ=̇h(x)=̇x3=-ex2+ω3,

ÿ=-ėx2=-e(8.2x1-x2+dx3+ω2),

y
…
=-e(8.2̇x1-ẋ2+ḋx3)=-e[-8.2cx3

1+8.2(b-1)x1+

  (8.2+1-de)x2-dx3+8.2ω1-ω2+dω3+8.2u

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ],

(12)

将系统(1)控制到系统原点o(0,0,0)上,将式(12)转化为

ẋ=f(x)+g1(x)ω+g2(x)u,

y=h(x{ ),
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则

f(x)=
ax2+bx1-cx3

1

8.2x1-x2+dx3

-ex

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

, g1(x)=
1 0 0
0 1 0
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1

, g2(x)=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
0
0

.

经计算可得:

Lfh(x)=-ex2,  L2fh(x)=Lf(Lfh(x))=-e(8.2x1-x2+dx3),

L3fh(x)=Lf(L2fh(x))=-8.2cx3
1+8.2(b-1)x1+(8.2+1-de)x2-dx3,

Lg2h(x)=0, Lg2Lfh(x)=Lg2
(Lfh(x))=0, Lg2L

2
fh(x)=Lg2

(L2fh(x))=-8.2e≠0.
由此可知系统的相对阶为3,可用非线性状态反馈控制器

u=α(x)+β(x)v
表示,其中

α(x)=- L3fh(x)
Lg2L

2
fh(x)

=--8.2cx3
1+8.2(b-1)x1+(8.2+1-de)x2-dx3

-8.2e =

x31-(b-1)x1-
(8.2+1-de)x2-dx3

8.2
,

β(x)=
1

Lg2L
2
fh(x)

=- 1
8.2e

,

z=T(x)=(z1 z2 z3)T=(h(x) Lfh(x) L2fh(x))T=
x3

-ex2

-e(8.2x1-x2+dx3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
,

ω=∂T
(x)
∂x g1(x)ω=

0 0 1
0 -e 0

-8.2e e -

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

de
ω.

  设系统的L2 增益η=2,代入Riccati矩阵方程

ATP+PA+η-2PB1BT
1P-PB2BT

2P+CTC=0,
其中

A=
0 1 0
0 0 1
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 0

, B1=
1 0 0
0 1 0
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1

, B2=
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0
0
1

, C= ( )1 0 0 .

利用 MATLAB软件求解,可得

P=
58.653 94.309 64.132
94.309 153.749 105.337
64.132 105.337 73.

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

147

,

其中

p31=64.132, p32=105.337, p33=73.147,

v=-BT
2Pz=-(0 0 1)

58.653 94.309 64.132
94.309 153.749 105.337
64.132 105.337 73.

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

147

x3
-ex2

-e(8.2x1-x2+dx3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
=

-64.132x3+105.337ex2+73.147e(8.2x1-x2+dx3).
受控系统(11)的 H∞状态反馈控制器为

u=α(x)+β(x)v=x31-(b-1)x1-
(8.2+1-de)x2-dx3

8.2 -

-64.132x3+105.337ex2+73.147e(8.2x1-x2+dx3)
8.2e . (13)

  定理3[22] 对于受控系统(11),在控制器(13)作用下,受控系统稳定到平衡点o(0,0,0).
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3.2 H∞状态反馈控制器的数值仿真

取a=1.57,b=1.8,c=0.74,d=9.1,e=2.33,代入式(7)可得

u=x31-73.946x1+3.884x2+77.818x3. (14)

图6 受控系统(8)的时域波形

Fig.6 Timedomainwaveformofcontrolledsystem(8)

对受控系统(11)施加控制器(14),受控系统时域波

形如图6所示.由图6可见,受控系统渐近稳定到

原点o(0,0,0).
综上,本文对三阶三次幂非线性混沌电路系统

的混沌控制问题进行了研究.为有效将系统控制到

期望的平衡点处,用自适应反馈控制方法和 H∞状

态反馈控制方法,分别设计了参数已知和参数未知

的自适应反馈控制器以及 H∞状态反馈控制器.经

数值仿真,验证了所设计控制器的有效性.两种方

法相比较,其中 H∞状态反馈控制方法对系统的相

对阶有要求,而自适应反馈控制由于其自适应的特

性,在参数未知的情况下可将系统稳定到原点处,并可显示出系统的参数估计值,具有较广泛的适用

范围.
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