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能量临界分数阶非线性Schrödinger方程的整体弱解
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摘要:利用紧性方法给出能量临界分数阶非线性Schrödinger方程Cauchy问题解的存在性,
并证明Cauchy问题存在整体解.通过构造逼近方程,对满足逼近方程的解序列取极限,得到

的极限函数即为能量临界分数阶非线性Schrödinger方程的整体弱解,并证明该弱解满足能

量不等式和质量守恒性质.
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0 引 言

非线性Schrödinger方程在量子场论、等离子物理、光通信等领域应用广泛[1-3].分数阶偏微分方

程在材料、力学以及生物系统等领域应用广泛[4-5].目前,关于非线性Schrödinger方程的研究已有很

多结果,但对分数阶非线性 Schrödinger方程的研究文献报 道 较 少.Cazenave[4]构 造 了 非 线 性

Schrödinger方程的弱解;文献[6-7]给出了非线性Schrödinger方程所涉及的Sobolev空间等基础知

识;此外,分数阶Schrödinger方程的适定性和散射等问题也得到广泛关注[8-16];对于更高阶的分数阶

Schrödinger方程,Miao等[17]对聚焦能量临界四阶非线性Schrödinger方程的整体适定性和散射问题

做了相关研究.
受上述研究工作启发,本文考虑能量临界分数阶非线性Schrödinger方程弱解的整体存在性.在



d≥3, d
2d-1<s<1

的条件下,考虑如下分数阶非线性Schrödinger方程:

iut+D2su= u 4s/(d-2s)u,

u(0)=u0 ∈ Ḣs(ℝd{ ),
(1)

其中D= -Δ,算子

u→D2su- u 4s/(d-2s)u
为 Hs(ℝd)→H-s(ℝd)上的连续映射.通过构造逼近方程给出方程(1)整体弱解的存在性.逼近方程

具有整体适定性,其解序列存在且唯一,利用紧性方法对逼近方程的解序列取极限得到方程(1)的整

体弱解,并证明该弱解满足能量不等式和质量守恒.
1 预备知识

对于u∈D(ℝd)和v∈D′(ℝd),定义内积

<u,v>D,D′ =∫ℝduvdx,

其中D(ℝd)=C∞
c (ℝd),D′(ℝd)表示D(ℝd)的拓扑对偶.

如果u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd))∩W1,∞(ℝ,H-s(ℝd)),则方程(1)在 H-s(ℝd)中有意义.对于

∀u∈Hs(ℝd),当d≥3, d
2d-1<s<1

时,方程(1)的能量定义为

E(u)=12∫ℝd D2su 2dx+d-2s
2d∫ℝd u 2d/(d-2s)dx, (2)

其中D= -Δ.
引理 1[4] 令 (um)m∈ℕ 是 L∞ (ℝ,Hs(ℝd))中 的 有 界 序 列.假 设 当 m → ∞ 时,存 在

u:ℝ→Hs(ℝd),使得在 Hs(ℝd)中,对∀t∈ℝ,um (t)⇀u(t)关 于 x 几 乎 处 处 成 立,则 有

u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd)),且

‖u‖L∞(ℝ,Hs(ℝd))≤liminf
m→∞

‖um‖L∞(ℝ,Hs(ℝd)).

  引理2[4] 令(um)m∈ℕ是L2d/(d+2s)(ℝ×ℝd)中的有界序列.假设当m→∞时,存在u:ℝ×ℝd→
ℝ,使得um→u 在ℝ×ℝd 上几乎处处成立,由于ℝ×ℝd 任意有限可测,则当 m→∞时,在

L1(ℝ×ℝd)中有um→u.
引理3[4] 令 (um)m∈ℕ 是 W1,∞ (ℝ,H-s(ℝd))中 的 有 界 序 列.假 设 当 m→ ∞ 时,存 在

u:ℝ→H-s(ℝd),使得对∀t∈ℝ,在 H-s(ℝd)中um(t)⇀u(t)关于 x 几乎处处成立,则有

u∈W1,∞(ℝ,H-s(ℝd)),且

‖u‖W1,∞(ℝ,H-s(ℝd))≤liminf
m→∞

‖um‖W1,∞(ℝ,H-s(ℝd)).

  命题1[4] 令G∈C1(Hs(ℝd),ℝ),g=G′.假设g(0)∈L2(ℝd),对∀M<∞,∃C(M)<∞,使

得对 ∀u,v∈Hs(ℝd),当 ‖u‖Hs(ℝd)+ ‖v‖Hs(ℝd)≤M 时,‖g(v)-g(u)‖L2(ℝd)≤
C(M)‖v-u‖L2(ℝd)成立.若对于u∈Hs(ℝd),Im(g(u))u=0几乎处处成立,则方程

iut+D2su+g(u)=0,

u(0)=u0 ∈Hs(ℝd{ )
(3)

在 Hs(ℝd)中局部适定,有唯一解,并满足质量守恒和能量守恒,即对∀t∈(-Tmin,Tmax),

M(u(t))=M(u0),  E(u(t))=E(u0),
其中u是初值方程(3)的解,M(u(t))=‖u(t)‖L2(ℝd).
2 主要结果

引理4 假设(um)m∈ℕ是L∞(ℝ,Hs(ℝd))和W1,∞(ℝ,H-s(ℝd))中的有界序列,则存在子列(仍
用(um)m∈ℕ表示)和u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd))∩W1,∞(ℝ,H-s(ℝd)),满足下列性质:

1)当m→∞时,对∀t∈ℝ,在 Hs(ℝd)中um(t)⇀u(t);

2)当k→∞时,对∀t∈ℝ,存在子列mk,使得umk(t,x)→u(t,x)关于x∈ℝd 几乎处处成立;
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3)当m→∞时,um(t,x)→u(t,x)关于(t,x)∈ℝ×ℝd 几乎处处成立.
证明:令k∈ℕ,Bk

0={x∈ℝd;x <k}.显然 Hs(Bk
0)和 H-s(Bk

0)是自反Banach空间,对于任

意区间I⊆ℝ,由假设知um
Bk
0
在L∞(I,Hs(Bk

0))∩W1,∞ (I,H-s(Bk
0))中有界.根据文献[4]中

命题1.1.2(取X=Hs(Bk
0),Y=H-s(Bk

0)),显然存在子列(仍用(um)m∈ℕ表示)和u∈L∞(I,Hs(Bk
0)),

使得当m→∞时,在 Hs(Bk
0)中有um(t)Bk

0⇀u(t).由I的任意性知,对∀t∈ℝ,在 Hs(Bk
0)中有

um(t)Bk
0⇀u(t).令k→∞,则存在子列(仍用(um)m∈ℕ 表示),使得在 Hs(ℝd)中,有um(t)⇀u(t)且

u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd)),从而性质1)成立.
由于 Hs(Bk

0)⊂⊂L2(Bk
0)是紧嵌入,故在L2(Bk

0)中对∀k∈ℕ和∀t∈ℝ,当m→∞时,有

∫Bk
0
um -u 2dx→0,

再用控制收敛定理可知当m→∞时,有

∫I∫Bk
0
um -u 2dxdt→0,  ∀k∈ ℕ.

特别地,存在子列mj,使得当j→∞时,umj→u在I×Bk
0 中几乎处处成立.令k→∞,结合I的任意性

知,性质3)成立.
给定t∈ℝ和k∈ℕ,在L2(Bk

0)中有um(t)Bk
0→u(t)Bk

0
成立.由L2 空间性质知,当j→∞时,

存在子列mj,使得umj(t)→u(t)在Bk
0 中几乎处处成立.令k→∞,可得性质2)成立.

最后,根据1)得出在Hs(ℝd)(H-s(ℝd))中,对∀t∈ℝ,um(t)⇀u(t)成立.由引理1和引理3可

得u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd))∩W1,∞(ℝ,H-s(ℝd)).
本文主要结果如下:
定理1 对于∀u0∈Hs(ℝd),方程(1)存在弱解

u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd))∩W1,∞(ℝ,H-s(ℝd)), (4)
此外,对∀t∈ℝ,满足

‖u(t)‖L2(ℝd)=‖u0‖L2(ℝd),  E(u(t))≤E(u0). (5)

  证明:通过紧性方法构造解u,下面分两步证明.
1)构造逼近方程.取整数m≥1,令

fm(y)=
y 4s/(d-2s)y, y ≤m,

m4s/(d-2s)y, y ≥m{ .
特别地,fm:ℂ→ℂ是整体Lipschitz连续函数.令

Gm(y)=∫
y

0
fm(z)dz,

给定u∈Hs(ℝd),显然,Gm≥0,Gm(u)∈L2(ℝd).记gm(u)(x)=fm(u(x)),

Em(u)=12∫ℝd D2su 2dx+∫ℝdGm(u)dx.

由命题1可知方程

ium
t +D2sum +gm(um)=0,

um(0)=u{
0

(6)

存在唯一解um∈C(ℝ,Hs(ℝd))∩C1(ℝ,H-s(ℝd)),此外,对∀t∈ℝ,满足

‖um(t)‖L2(ℝd)=‖u0‖L2(ℝd), (7)

Em(um(t))=Em(u0). (8)
由式(7)可知‖um(t)‖L2(ℝd)为常数,即‖um(t)‖L2(ℝd)<∞,um(t)∈L2(ℝd).同理,由式(8)可得

Em(um(t))<∞.
因此,能量等式(2)表明um 在L∞(ℝ,Hs(ℝd))中有界,Gm(um)在L∞(ℝ,L(ℝd))中有界.

注意到
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gm(y)2d/(d+2s)≤ 2d
d-2sGm(y), ∀y∈ ℂ, ∀m∈ ℕ,

结合Gm(um)在L∞(ℝ,L(ℝd))中有界可得gm(um)在L∞(ℝ,L2d/(d+2s)(ℝd))中有界.由Sobolev嵌入

定理 Hs(ℝd)⊂L2d/(d-2s)(ℝd)知,L2d/(d+2s)(ℝd)⊂H-s(ℝd),再 结 合 式 (6)可 得 um
t 在

L∞(ℝ,H-s(ℝd))中有界.
2)证明弱解的存在性.根据um 在L∞(ℝ,Hs(ℝd))中有界和um

t 在L∞(ℝ,H-s(ℝd))中有界可

知,对序列um 利用引理4,有u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd)),其中u为um 的极限.由引理4中性质1)和2)可
得当m→∞时,对∀t∈ℝ,在 Hs(ℝd)中有um(t)⇀u(t),并存在子列mk,使得umk(t,x)→u(t,x)关
于x∈ℝd 几乎处处成立.根据Fatou引理可得

E(u(t))≤liminf
m→∞

E(um(t))=lim
m→∞

Em(um(t))=lim
m→∞

Em(u0)=E(u0),

因此能量不等式E(u(t))≤E(u0)成立.
由引理4中性质1)得um(0)⇀u(0),再结合弱极限的唯一性得u(0)=u0.根据方程(6)可知,对

∀φ∈D(ℝ)和∀ψ∈D(ℝd),有

∫ℝ
<ium

t +D2sum +gm(um),ψ>D′,Dφ(t)dt=0,

根据分部积分公式得

∫ℝ
(-<ium,ψ>φ′(t)+<um,D2sψ>φ(t))dt+∫ℝ∫ℝdgm(um)ψφdxdt=0, (9)

由um 在L∞(ℝ,Hs(ℝd))中有界及引理4中性质1)可知,当m→∞时,有

∫ℝ
(-<ium,ψ>φ′(t)+<um,D2sψ>φ(t))dt→∫ℝ

(-<iu,ψ>φ′(t)+<u,D2sψ>φ(t))dt. (10)

  因为测试函数φ,ψ 有紧支集,所以函数hm(t,x)=gm(um)ψ(x)φ(t)有紧支集.由gm(um)在

L∞(ℝ,L2d/(d+2s)(ℝd))中有界可知,hm 在空间L2d/(d+2s)(ℝ×ℝd)中有界.由引理4中性质3)可知

hm→- u 4s/(d-2s)uψφ在ℝ × ℝd 中 几 乎 处 处 成 立.因 为 hm 有 紧 支 集,因 此 根 据 引 理 2 可 得

hm→- u 4s/(d-2s)uψφ在L1(ℝ×ℝd)中成立.由式(9)和(10)可得

∫ℝ
(-<iu,ψ>φ′(t)+<u,D2sψ>φ(t))dt-∫ℝ∫ℝd u 4s/(d-2s)uψφdxdt=0,

进一步有

∫ℝ
<iut+D2su- u 4s/(d-2s)u,ψ>D′,Dφ(t)dt=0,

再结合u∈L∞(ℝ,Hs(ℝd)),可得ut∈L∞(ℝ,H-s(ℝd))且u在分布意义下满足方程(1).
对方程(1)两端同乘u得,

Im∫ℝd
(iut+D2su- u 4s/(d-2s)u)udx=0,

故有

Im∫ℝd
(iutu+DsuDsu)dx=Im∫ℝdiutudx=0,

从而

Re∫ℝdutudx=12∫ℝd
(u 2)tdx=12∫ℝd u 2d( )x

t
=0,

因此‖u(t)‖L2(ℝd)为与时间无关的常数.由于在L2(ℝd)中当um→u 时,有lim
m→∞
‖um‖L2(ℝd)=

‖u‖L2(ℝd),故

‖u‖L2(ℝd)=‖u0‖L2(ℝd).
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