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摘要:利用虚单元方法在多面体网格上求解一种三维稳态Poisson-Nernst-Planck(PNP)方
程,并给出PNP方程的虚单元离散形式,推导电势方程及离子浓度方程的刚度矩阵与荷载向

量的矩阵表达式.数值实验结果表明,在3种不同的多面体网格下实现了PNP方程的虚单元

计算,数值解在L2 和 H1 范数下均达到最优阶.
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PNP(Poisson-Nernst-Planck)方程[1]是由Poisson方程和 NP(Nernst-Planck)方程耦合而成的

一类非线性偏微分方程系统,常用于描述电扩散反应过程,在半导体[2]、电化学系统[3]和生物膜通

道[4]等领域应用广泛.
PNP方程因其自身的强耦合性和非线性性,使得对该方程的求解较困难,且在极少情况下有解析



解.早期求解PNP方程的主要方法为有限元[5]、有限差分[6]和有限体积[7]等方法,其中:有限差分法

易于编程实现,但不适用于非规则区域;有限体积法能处理非结构化网格和复杂的边界条件,但由于

高阶控制体设计困难,因此很难达到较高的精度;有限元方法因适用于处理不规则几何形状区域和复

杂边界问题而被广泛应用,在求解一些PNP方程中取得了很好的效果.但经典的有限元方法精度依

赖于网格质量,对具有复杂界面的PNP方程效果不佳.Beirão等[8]提出的虚单元法具有更好的网格适

应性,对于多边形或多面体单元,甚至包含非凸单元组成的网格剖分,虚单元法都可以进行灵活计算;
文献[9]阐述了虚单元方法的理论发展,通过介绍虚单元方法在Poisson方程、线弹性、非线性等问题

中的应用,展现了虚单元方法在工程科学计算领域的巨大潜力;刘杨[10]对一类二维PNP方程设计了

相应的虚单元格式,并给出了其在 H1 范数下的误差估计;Su等[11]在多面体网格上提出了PNP方程

的保正和自由能耗散混合格式,并给出了离子浓度的正性及自由能耗散等性质,但仅对Poisson方程

使用虚单元法,而对NP方程采用有限体积法求解.
本文采用虚单元方法计算三维稳态PNP方程,介绍了虚单元空间、自由度以及虚单元方法中三类

投影算子的定义,给出三维稳态PNP方程的虚单元离散形式,并利用投影算子的张量形式对虚单元离

散下PNP方程的刚度矩阵和荷载向量矩阵给出表达式.将PNP耦合系统解耦成单个的子方程进行求

解,对Poisson方程的虚单元解ϕh 的梯度利用虚单元投影算子做近似,再代入NP方程的非线性项中

形成耦合迭代.进行三维PNP模型问题的数值实验结果表明,虚单元解在L2 和 H1 范数下都达到最

优阶,说明虚单元方法对于三维稳态PNP方程的计算有效.

1 预备知识

记Ω⊂ℝ3 是具有Lipschitz边界的有界空间区域.采用标准的Sobolev空间记号Ws,p(Ω)以及相

关的范数和半范数的定义‖·‖Ws·p(Ω)=‖·‖s·p,Ω, · s·p,Ω,且Ws,p
0 =Hs

0(Ω)∩Ws,p(Ω).当p=2
时,记 Hs(Ω)=Ws,2(Ω),H1

0(Ω)={vv∈H1(Ω);v ∂Ω=0}.用(·,·)Ω 表示L2(Ω)中标准的

L2 内积.
考虑如下形式的三维稳态PNP方程[1]:

-∇·(∇pi+qipi∇ϕ)=Fi,在Ω 内,i=1,2,

-∇·(∇ϕ)-∑
2

i=1
qipi=F3, 在Ω 内

ì

î

í

ï
ï

ïï
,

(1)

及齐次Dirichlet边界条件

pi=0,在∂Ω 上, i=1,2,

ϕ=0, 在∂Ω 上{ ,
(2)

其中未知函数pi 表示带电量为qi 的第i种离子的浓度,ϕ表示静电势,Fi(i=1,2,3)为反应源项.
对∀u,v,ϕ,u1,u2∈H1

0(Ω),令

a(u,v)=(∇u,∇v), bi(ui,ϕ,v)=(qiui∇ϕ,∇v), ～bi(u1,u2,v)= ∑
2

i=1
qiui,( )v .

则方程(1)-(2)对应的连续变分问题为:求pi∈H1
0(Ω)(i=1,2)和ϕ∈H1

0(Ω),满足

a(pi,v)+bi(pi,ϕ,v)=(Fi,v), ∀v∈H1
0(Ω), i=1,2,

a(ϕ,w)+ ～bi(p1,p2,w)=(F3,w),∀w∈H1
0(Ω){ .

(3)

2 PNP方程的虚单元离散

2.1 虚单元空间

记Th是Ω⊂ℝ3 上的多面体网格剖分,P 表示Th中的任意单元.Vi∶=(xi,yi,zi)为单元P 的顶

点,NV 为单元P 的顶点个数,P 为单元P 的体积,hP 为单元P 的尺寸,h∶=max{hP:P∈Th}.令

xP∶=(xP,yP,zP)为单元P的重心.对网格Th做如下假设:存在常数CTh>0,使得对每个多面体单元
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P∈Th 满足以下条件[12]:

1)任意多面体P∈Th相对于半径≥CThhp 的球的每一点呈星形;

2)对于任意一个面f∈∂P,有hf≥CThhp且f 对半径≥CThhp 的圆盘的每一点都呈星形;

3)对于任意一个边e∈∂f,有 e ≥CThhp.

记Pk(P)是P 上次数≤k的多项式空间,nk∶=dim(Pk(P))=
(k+1)(k+2)(k+3)

6
是多项式空

间的维数.给定一个三重指标α=(α1,α2,α3),记 α =α1+α2+α3,则单项式空间 Mk(P)定义为

Mk(P)∶= mα mα∶= x-xP

h
æ

è
ç

ö

ø
÷

P

α
,0≤ α ≤{ }k .

  引入空间췍Qk
h(P),由文献[13]知,对∀P∈Th,有

췍Qk
h(P)={v∈H1(P);v ∂P ∈C0(∂P),v p ∈Pk(p),∀p∈∂P,Δv∈Pk(P)}.

在(∇·,∇·)0,P内积下定义椭圆投影算子Π∇
k :H1(P)→Pk(P),∀v∈H1(P)满足

(∇(Π∇
k v-v),∇q)0,P =0, ∀q∈Pk(P),

P0(Π∇
kv-v)=0{ ,

(4)

其中

P0(v)=

1
NV∑

NV

i=1
v(Vi),k=1,

1
P∫P

vdx, k≥2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

在L2 内积下定义L2 投影算子Π0k:L2(P)→Pk(P),对∀v∈L2(P)满足

(v-Π0kv,q)0,P =0,  ∀q∈Pk(P). (5)
定义局部虚单元空间为

Qk
h(P)={vh ∈췍Qk

h(P);(vh -Π∇
kvh,q)P =0,∀q∈ (Pk/Pk-2(P))},

其中Pk/Pk-2(P)表示Pk(P)中与Pk-2(P)L2 正交的多项式集合.
下面介绍自由度dofi(vh)的定义,对∀vh∈Qk

h(P),选择如下自由度[14]:

1)vh 为在单元P 每个顶点处的函数值;

2)当k>1时,vh 在单元P 的每条边e上与单项式空间 Mk-2(e)中所有单项式m 乘积的积分平均

值,即 e -1(m,vh)0,e,∀m∈Mk-2(e);vh 在单元P 的每个面f 上与单项式空间 Mk-2(f)中所有单项

式m 乘积的积分平均值,即 f -1(m,vh)0,f,∀m∈Mk-2(f);vh 在单元P 的内部与单项式空间 Mk-2

(P)中所有单项式m 乘积的积分平均值,即 P -1(m,vh)0,P,∀m∈Mk-2(P).
对上述自由度引入相应的基函数系Φk∶=(ϕ1…ϕNdof),其中 Ndof是单元P 上的自由度数,分别满

足dofi(ϕj)=δij(i,j=1,2,…,Ndof),易验证,∀vh∈Qk
h(P)均可写成如下形式:vh=∑

Ndof

i=1
dofi(vh)ϕi.利

用上述定义的局部虚单元空间可给出整体虚单元空间的定义为

Qk
h ={vh ∈H1(Ω);vh P∈Qk

h(P),∀P∈Th}.
2.2 虚单元离散形式

首先,对任意的uh,vh,ϕh,uh
1,uh

2∈Qk
h(P),构造局部虚单元离散形式[10]如下:

aP
h(uh,vh)∶=∫P

[Π0k-1∇uh]·[Π0k-1∇vh]dx+SP((I-Π∇
k )uh,(I-Π∇

k )vh),

～aP
h(uh,vh)∶=∫P

[∇Π∇
kuh]·[∇Π∇

kvh]dx+SP((I-Π∇
k )uh,(I-Π∇

k )vh),

bP
i,h(uh,ϕh,vh)∶=∫P

qi[Π0k-1uh][Π0k-1∇ϕh]·[Π0k-1∇vh]dx, i=1,2,

～bP
h(uh

1,uh
2,vh)∶=-∫P

Π0k-1 ∑
2

i=1
qiuh( )[ ]i [Π0k-1vh]dx,
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(Fi,h,v)P∶=∫P
FiΠ0

k-1vhdx, (fh,v)P∶=∫P
fΠ0

k-1vhdx,

其中SP(uh,vh)是定义在Qk
h(P)×Qk

h(P)上的对称双线性型,满足:存在不依赖于网格剖分的C* 和

C* [15],0<C*≤C*,使得

C*aP(uh,vh)≤SP(uh,vh)≤C*aP(uh,vh),  ∀vh ∈Qk
h(P)且Π∇

kvh =0,

aP(·,·)是a(·,·)在每个单元P 上的局部形式.下面定义全局虚单元离散形式:

ah(uh,vh)∶=∑Pa
P
h(uh,vh), bi,h(uh,ϕh,vh)∶=∑Pb

P
i,h(uh,ϕh,vh), i=1,2,

(Fi,h,vh)=∑
P

(Fi,h,vh)P, (fh,vh)=∑
P

(fh,vh)P,

～ah(uh,vh)∶=∑
P

～aP
h(uh,vh), ～bh(uh

1,uh
2,vh)=∑

P

～bP
h(uh

1,uh
2,vh).

方程(1)-(2)的虚单元离散形式为:求解ph
i∈Qk

h(i=1,2)和ϕh∈Qk
h,使得

ah(pi
h,vh)+bi,h(pi

h,ϕh,vh)=(Fi,h,vh), ∀vh ∈Qk
h, i=1,2,

～ah(ϕh,wh)+ ～bh(p1h,p2h,wh)=(F3,h,wh),∀wh ∈Qk
h

{ .
(6)

  文献[16]给出了方程(6)的虚单元解在二维情形下的误差估计结果,可将该结果直接推广到三维

情形(其证明过程完全类似).
定理1[16] 设(ϕ,pi)和(ϕh,pi

h)(i=1,2)分别是方程(1)和方程(6)的解.若pi,ϕ∈Hk+1(Ω),

Fi∈Hk+1(Ω),对任意的单元P∈Th,有pi
P∈W0,∞(P),ϕ P∈Wk+1,∞(P)且ϕh P∈W1,∞(P),则

‖ϕ-ϕh‖1+∑
2

i=1
‖pi-pi

h‖1 ≤Chk+∑
2

i=1
‖pi-pi

h‖( )0 .

  当‖pi-pi
h‖0≤Chk 时,在满足定理1的假设下,有 ‖ϕ-ϕh‖1 +∑

2

i=1
‖pi -pi

h‖1 ≤Chk.

文献[16-17]研究表明,对于稳态PNP方程,由于其具有特殊的非线性耦合项pi∇ϕ,因此对L2 模的

误差估计很困难.

3 三维稳态PNP方程虚单元计算的矩阵形式

下面给出PNP方程的刚度矩阵和荷载向量矩阵形式的推导过程,刚度矩阵和荷载向量用投影算

子的张量表示.先参考文献[13]给出投影算子Π∇
k 和Π0

k-1的定义及其张量形式,并将文献[10]中投影

算子Π0,∇k-1的定义及张量形式推广到三维情形.
3.1 虚单元法投影算子及其张量形式

首先介绍投影算子Π∇
k .对每个虚单元基函数ϕi,设αij表示Π∇

kϕi 在基mj 下的系数,则有

Π∇
kϕi=∑

nk

j=1
αijmj=Mkαi,

其中αi=(αi1,…,αink
)T,Mk={m1,…,mnk

},令Π∇
k∶=(α1,…,αNdof)表示Π∇

k 的张量.根据文献[13]可
证明

Π∇
k =G-1

kBk, (7)
其中nk×nk 阶矩阵

Gk=

P0m1 … P0mnk

(∇m2,∇m1) … (∇m2,∇mnk
)

︙ ︙
(∇mnk

,∇m1) … (∇mnk
,∇mnk

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷)

, (8)

nk×Ndof阶矩阵
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Bk=

P0ϕ1 … P0ϕNdof

(∇m2,∇ϕ1)0,P … (∇m2,∇ϕNdof)0,P
︙ ︙

(∇mnk
,∇ϕ1)0,P … (∇mnk

,∇ϕNdof)0,

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

P

. (9)

  同理,设tij表示Π0
k-1在基mj 下的系数,则有Π0k-1ϕi=∑

nk-1

j=1
tijmj=Mk-1Ti,其中Ti=(ti1,…,tink-1

)T,

Mk-1是(k-1)次单项式集合.令Π0
k-1∶=(T1,…,TNdof)表示Π0k-1的张量形式.根据文献[13]可证明

Π0
k-1=H-1

k-1Ck-1, (10)
其中nk-1×nk-1阶矩阵

Hk-1=(hij)=(mi,mj)0,P,  i=1,2,…,nk-1, (11)

nk-1×Ndof阶矩阵

Ck-1=(cij)=(mi,ϕj)0,P,  i=1,2,…,Ndof. (12)

  其次考虑投影算子Π0k-1∇的张量形式Π0
k-1∇.设

Π0k-1∇ϕi=

Π0k-1∂xϕi

Π0k-1∂yϕi

Π0k-1∂zϕ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

i

=

∑
nk-1

j=1
lx

jmj

∑
nk-1

j=1
ly

jmj

∑
nk-1

j=1
lz

jm

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷j

=

Mk-1Lx
i

Mk-1Li
i

Mk-1Lz

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

i

,

其中Lx
i,Ly

i,Lz
i 是nk-1维待定系数列向量.令 Π0

k-1∇∶=

Lx
1 … Lx

Ndof

Ly
1 … Ly

Ndof

Lz
1 … Lz

N

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

dof

.根据文献[13]可证明

Π0
k-1∇=

H-1
k-1Rx

k-1

H-1
k-1Ry

k-1

H-1
k-1Rz

k

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-1

,其中nk-1×nk-1阶矩阵H-1
k-1由式(11)给出,nk-1×Ndof阶矩阵

Rx
k-1=(rx

ij)=(mi,∂xϕj)0,P,  i=1,2,…,Ndof, (13)

Ry
k-1,Rz

k-1与Rx
k-1类似.

由上述对三类投影的张量表示可知,对于单元P 上的基函数系Φk∶=(ϕ1…ϕNdof),如下等式成立:

Π∇
kΦk=Π∇

k (ϕ1…ϕNdof)=MkΠ∇
k =MkG-1

kBk,

Π0k-1Φk=Π0k-1(ϕ1…ϕNdof)=Mk-1Π0
k-1=Mk-1H-1

k-1Ck-1,

Π0k-1∇Φk=

Π0k-1∂x(ϕ1…ϕNdof)

Π0k-1∂y(ϕ1…ϕNdof)

Π0k-1∂z(ϕ1…ϕNdof

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
=

Mk-1H-1
k-1Rx

k-1

Mk-1H-1
k-1Ry

k-1

Mk-1H-1
k-1Rz

k-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1

.

(14)

3.2 刚度矩阵与荷载向量的矩阵形式

下面利用上述三类投影算子的张量表示,推导PNP系统中离子浓度方程与电势方程刚度矩阵和

荷载向量的矩阵表达式.由于NP方程中具有一个耦合的非线性项,因此其刚度矩阵的形式与一般的

椭圆方程不同.离子浓度方程是方程(1)的第一式,其最终的单元刚度矩阵KP
h 可表示为

KP
h =((Π0k-1∇Φk)T,Π0k-1∇Φk)0,P +qi((Π0k-1∇Φk)T,Π0k-1Φk[Π0k-1∇ϕh])0,P +

Sp(((I-Π∇
k )Φk)T,(I-Π∇

k )Φk). (15)

  下面分别推导出KP
h 三部分的计算公式.首先对第一部分,由式(14)可知

((Π0k-1∇Φk)T,Π0k-1∇Φk)0,P =(Rx
k-1)TH-1

k-1Rx
k-1+(Ry

k-1)TH-1
k-1Ry

k-1+(Rz
k-1)TH-1

k-1Rz
k-1.

其次给出第二部分的矩阵形式:
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((Π0k-1∇Φk)T,Π0k-1Φk[Π0k-1∇ϕh])0,P =((Π0k-1∂xΦk)T,Π0k-1Φk[Π0k-1∂xϕl
h])0,P +

((Π0k-1∂yΦk)T,Π0k-1Φk[Π0k-1∂yϕl
h])0,P +((Π0k-1∂zΦk)T,Π0k-1Φk[Π0k-1∂zϕl

h])0,P,
其中

Π0k-1∂xϕl
h =(Π0k-1∂xϕ1,…,Π0k-1∂xϕ1

Ndof)
dof1(ϕh)
︙

dofNdof(ϕh

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
=

(m1,…,mnk-1
)

(m1,m1)0,P … (m1,mnk-1
)0,P

︙ ⋱ ︙
(mnk-1

,m1)0,P … (mnk-1
,mnk-1

)0,

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

P

-1

=

(m1,∂xϕ1)0,P … (m1,∂xϕNdof)0,P
︙ ⋱ ︙

(mnk-1
,∂xϕ1)0,P … (mnk-1

,∂xϕNdof)0,

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

P

dof1(ϕh)
︙

dofNdof(ϕh

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
,

Π0k-1∂yϕl
h,Π0k-1∂zϕl

h 与Π0
k-1∂xϕl

h 类似,结合式(14)有
((Π0k-1∇Φk)T,Π0k-1Φk[Π0k-1∇ϕh])0,P =((Mk-1H-1

k-1Rx
k-1)T,Mk-1Π0

k-1[Mk-1H-1
k-1Rx

k-1Dof(ϕh)])0,P +
((Mk-1H-1

k-1Ry
k-1)T,Mk-1Π0

k-1[Mk-1H-1
k-1Ry

k-1Dof(ϕh)])0,P +
((Mk-1H-1

k-1Rz
k-1)T,Mk-1Π0

k-1[Mk-1H-1
k-1Rz

k-1Dof(ϕh)])0,P =
(H-1

k-1Rx
k-1)T(MT

k-1,Mk-1[Mk-1H-1
k-1Rx

k-1Dof(ϕh)])0,PΠ0
k-1+

(H-1
k-1Ry

k-1)T(MT
k-1,Mk-1[Mk-1H-1

k-1Ry
k-1Dof(ϕh)])0,PΠ0

k-1+
(H-1

k-1Rz
k-1)T(MT

k-1,Mk-1[Mk-1H-1
k-1Rz

k-1Dof(ϕh)])0,PΠ0
k-1.

最后对第三部分SP(((I-Π∇
k )Φk)T,(I-Π∇

k )Φk),在实际计算中可用如下矩阵近似代替[13]:
(I-Π∇

*)T(I-Π∇
*), (16)

其中Π∇
*=DG-1B,矩阵G,B分别由式(8),(9)给出,Ndof×nk 矩阵D 定义为

D=

dof1(m1) dof1(m2) … dof1(mnk
)

dof2(m1) dof2(m2) … dof2(mnk
)

︙ ︙ ︙

dofNdof(m1) dofNdof(m2) … dofNdof(mnk

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷)

.

  电势方程是方程(1)的第二式,其最终的单元刚度矩阵Kϕ
h 由以下两部分组成:

Kϕ
h =((∇Π∇

kΦk)T,∇Π∇
kΦk)0,P +SP(((I-Π∇

k-1)Φk)T,(I-Π∇
k-1)Φk). (17)

对于Kϕ
h 的第一部分,有

((∇Π∇
kΦk)T,∇Π∇

kΦk)0,P =(∇(MkΠ∇
k )T,∇MkΠ∇

k )0,P =(Π∇
k )T̂GkΠ∇

k .
对于Kϕ

h 的第二部分SP(((I-Π∇
k-1)Φk)T,(I-Π∇

k-1)Φk),在计算中可用式(16)代替,从而完成了电势

方程刚度矩阵的计算.
在PNP方程离子浓度方程单元刚度矩阵(15)和电势方程刚度矩阵(17)的计算中,Π∇

k ,Π0
k-1,

Hk-1,Rx
k-1分别由式(7),(10),(11),(13)给出Ry

k-1,Rz
k-1与Rx

k-1类似,I为NV×NV 阶单位矩阵,Π∇
*=

DkΠ∇
k ,Dk 是 k 次 单 项 式 Mk 的 自 由 度 矩 阵,Mk-1 为 (k-1)次 单 项 式 集 合,Dof(ϕh)=

(dof1(ϕh),…,dofNdof(ϕh))T,{dofi(ϕh),i=1,2,…,Ndof}是电势方程虚单元解ϕh 在单元P 上的自由

度,̂Gk 为将Gk 的第一行元素取为零得到的矩阵,而Gk 由式(8)给出.
下面给出PNP方程中荷载向量矩阵形式的推导.离子浓度方程所对应的单元荷载向量为

(Fi,Π0k-1Φk)0,P =(Fi,(Mk-1Π0
k-1)T)0,P =(Π0

k-1)T
(Fi,m1)0,P

︙
(Fi,mnk-1

)0,

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

P

. (18)

将方程(6)中第二式的 ～bh(p1h,p2h,wh)移到等号右边即得到电势方程对应的单元荷载向量为
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Π0k-1∑
2

i=1
qipi

h,Π0k-1Φ( )k 0,P +(F3,Π0k-1Φk)0,P = Π0k-1∑
2

i=1
qipi

h +F3,Π0k-1Φ( )k 0,P =

Mk-1Π0
k-1

∑
2

i=1
qidof1(pi

h)

︙

∑
2

i=1
qidofNdof(pi

h

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷)

+F3,(Mk-1Π0
k-1)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

T =

(Π0
k-1)T

(Mk-1Π0
k-1(q1Dof(p1h)+q2Dof(p2h))+F3,m1)0,P

︙
(Mk-1Π0

k-1(q1Dof(p1h)+q2Dof(p2h))+F3,mnk-1
)0,

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

P

.(19)

在离子浓度方程荷载向量(18)和电势方程荷载向量(19)的计算中,Π0
k-1由式(10)给出,Mk-1=

{m1,…,mnk-1
}为(k-1)次单项式集合,Dof(pi

h)=(dof1(pi
h),…,dofNdof(pi

h))T,其中dofi(ph)(i=1,

2,…,Ndof)为ph 在单元P 上的自由度.

4 3DPNP模型数值实验

为验证虚单元方法在三维稳态PNP模型计算中的有效性,进行3DPNP模型问题的数值实验,
考虑k=1的情形,即线性虚单元.实验环境为桂林电子科技大学超算平台(Linux),内存为3.58TB,
采用Fortran90语言编写计算程序,所有计算结果均来自同一平台.求解对象为方程(1)-(2)组成的

PNP方程组,右端由以下真解决定:

ϕ=sin(πx)sin(πy)sin(πz),

p1=sin(2πx)sin(2πy)sin(2πz),

p2=sin(3πx)sin(3πy)sin(3πz)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(20)

定义L2 范数和 H1 范数误差分别为eL2 = ∑
P∈Th

‖u-Π∇
kuh‖20,P,eH1 = ∑

P∈Th
‖∇(u-Π∇

kuh)‖20,P,

其中u表示式(20)中ϕ,p1 和p2 的精确解,uh 为虚单元解.选取如下收敛阶计算公式:

order=log
(ei+1/ei)

log(hi+1/hi)
,  i=1,2,….

记NP 是网格单元总数,网格尺寸h选用如下公式定义:h=(Ω /NP)1/3.
下面介绍数值实验中的网格划分,并分别给出线性虚单元解在3种网格下L2 范数和H1 范数的误

差收敛曲线.计算区域为Ω=[0,1]3 的正方体区域,为研究虚单元方法在不同网格上的效果,本文数

值实验考虑如图1所示的3种网格划分.

图1 六面体(A)、四面体(B)和Voronoi(C)网格剖分

Fig.1 Hexahedron(A),tetrahedron(B)andVoronoimeshes(C)division

在3种不同网格划分下,虚单元解与真解的L2 模和 H1 模误差收敛曲线分别如图2~图4所示.

由图2~图4可见,虚单元解在3种网格上的L2 模和 H1 模误差均达到最优阶.
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图2 六面体网格误差收敛曲线

Fig.2 Errorconvergencecurvesofhexahedralmesh

图3 四面体网格误差收敛曲线

Fig.3 Errorconvergencecurvesoftetrahedralmesh

图4 Voronoi网格误差收敛曲线

Fig.4 ErrorconvergencecurvesofVoronoimesh

  综上所述,本文将虚单元方法应用于三维稳态PNP方程的计算,给出了PNP方程的虚单元离散

格式,以及电势方程与离子浓度方程的刚度矩阵和荷载矩阵的形式.数值实验结果表明,六面体网格、
四面体网格和Voronoi网格下的虚单元解的L2 模误差达到2阶收敛阶,H1 模误差的收敛阶达到1阶

收敛阶.实验结果表明了虚单元法在多面体网格下求解三维稳态PNP方程的有效性.此外,该方法还

可以应用到时间相关的PNP方程以及更复杂的离子通道PNP方程[1]中.
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