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摘要:考虑一个以模糊厌恶再保险公司为领导者,模糊中立保险公司为追随者的Stackelberg
随机微分博弈问题.通过求解拓展的 HJB(Hamilton-Jacobi-Bellman)方程组,给出时间一致

性均值-方差准则下的鲁棒最优投资-再保险策略以及相应的值函数.最后,通过数值例子和

敏感性分析说明最优策略与主要参数之间的关系.
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保险公司为获取更大的收益和转移部分风险,通常选择将盈余投资金融市场和与再保险公司签订

再保险合同使价值目标达到最大化.通过随机控制理论研究保险公司的最优投资-再保险问题已成为

精算领域的热门课题之一,对不同目标下的投资和再保险优化问题研究目前已有很多成果[1-8].
现有保险精算研究大多数只基于保险公司的角度研究最优投资-再保险问题,但再保险合同的拟

定涉及保险公司和再保险公司双方的利益,再保险公司对再保险合同的态度也有不可忽视的作用.



因此,再保险公司的安全负荷不应只简单地设定为一个常数,而应该是一个随机再保费策略η(t).
文献[9]在指数效用最大化准则下提出了Stackelberg微分再保险博弈模型,即再保险公司作为博弈的

领导者率先行动,保险公司作为追随者做出反应.文献[10]研究了时间一致性均值-方差框架下的最优

再保险和保费策略,采用在Stackelberg博弈中嵌入子Nash均衡博弈的思想处理时间不一致的最优再

保险问题.
现实生活中,保险公司可能比再保险公司有更多关于索赔过程的信息,再保险公司无法判断保险

索赔的真实性,对再保险合同产生模糊厌恶的态度.因此,在设计再保险合同时应考虑信息不对称导

致的模型不确定性影响.目前,模型不确定性已经得到了广泛的认可和应用[11-13],其中文献[11]提出

的鲁棒随机控制理论是解决模型不确定性问题的最常用方法.
本文在时间一致的均值-方差准则下,构建以模糊厌恶再保险公司为领导者,模糊中立保险公司为

追随者的Stackelberg微分博弈框架,同时考虑保险公司的竞争心理,保险索赔过程采用扩散近似风险

模型,保费和再保费均使用期望值保费准则厘定.与文献[9]不同,本文中保险公司和再保险公司对索

赔过程信息和各自的终端盈余持不同的态度.不同于文献[14],本文假设保险公司和再保险公司均可

投资于风险资产和无风险资产,风险资产价格由随机波动率常系数方差弹性(CEV)模型刻画,通过求

解拓展的HJB(Hamilton-Jacobi-Bellman)方程组,给出模糊中立保险公司和模糊厌恶再保险公司的鲁

棒均衡最优投资-再保险策略和相应的均衡值函数.

1 模型构建

假设本文所有的资产和投资都是连续可分的.令(Ω,F={Ft}t∈[0,T],PP)是一个满足通常条件的、完

备的、带流的概率空间,其中PP是一个真实世界的概率测度,信息流{Ft}t∈[0,T]包含了t时刻前可获得

的市场所有信息,T>0是一个固定的有限时间.
1.1 保险市场模型

假设保险公司在没有投资和再保险时的盈余过程满足Cramér-Lundberg(CL)模型:

dR(t)=cdt-d∑
N(t)

i=1
Zi,

其中:c是保费率;∑
N(t)

i=1
Zi 是一个复合Poisson过程,表示保险公司在t时刻的累计索赔;N(t)是强度为

λ>0的齐次Poisson过程,表示在时间[0,t]内发生的索赔次数;单次索赔额{Zi,i=1,2,…}是独立同

分布的非负随机变量序列,且与N(t)相互独立,共同分布函数为F(z),具有有限的一阶矩、二阶矩,

分别记为E(Z),E(Z2).参考文献[14],复合Poisson过程∑
N(t)

i=1
Zi 可用一个扩散模型进行近似,即

d∑
N(t)

i=1
Zi≈μdt-σdW0(t),

其中μ=λE(Z),σ2=λE(Z2),W0(t)是一个PP-标准布朗运动.
假设保险公司按照期望值保费准则收取保费,保费率c=(1+θ)μ,其中θ>0为保险公司的安全负

荷因子.假设保险公司为转移部分保险索赔风险,向再保险公司购买比例再保险,自留水平为q(t).
假设再保险公司也采用期望值准则收取再保费,即再保险费率c1(t)为

c1(t)=(1+η(t))(1-q(t))μ,
其中η(t)是再保险公司的相对安全负荷,表示再保险公司的再保费策略,可根据q(t)的改变进行调

整.为使再保险合同对保险公司和再保险公司都具有吸引力,令η(t)∈[η1,η2],其中η1 和η2 表示再

保险公司的相对安全负荷上下限,η1>θ,再保险合同为非廉价再保险.
1.2 金融市场模型

假设一个简化的金融市场由一个无风险资产和一个风险资产组成,保险公司和再保险公司可同时

投资无风险资产和风险资产,均可以卖空风险股票,且在交易中不产生交易成本和税收.假设无风险
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资产价格过程{S0(t);t∈[0,T]}满足以下常微分方程:

dS0(t)=r0S0(t)dt,  S0(0)=1,
其中常数r0>0为无风险利率.令W1(t)是定义在完备概率空间(Ω,F={Ft}t∈[0,T],PP)上的PP-标准布朗

运动,且 与 W0(t)相 互 独 立.采 用 随 机 波 动 率 CEV 模 型[15]刻 画 风 险 股 票 资 产 价 格 过 程

{S(t);t∈[0,T]},即

dS(t)=S(t)(rdt+σ1Sβ(t)dW1(t)),  S(0)=s0 >0,
其中r>r0>0表示风险股票的平均收益率,β为常数弹性参数,σ1>0,σ1Sβ(t)表示风险股票的瞬时

波动率,当β=0时,模型简化为几何布朗运动(GBM)模型,当β>0(<0)时,瞬时波动率σ1Sβ(t)随着

风险股票价格的增加(减少)而增加.
令X(t)和Y(t)分别表示保险公司和再保险公司在t时刻的盈余,假设a1(t)和a2(t)分别为保险公

司和再保险公司投资于风险资产总额,[X(t)-a1(t)]和[Y(t)-a2(t)]表示对应的投资无风险资产的

份额.在考虑再保险和投资后,保险公司和再保险公司的动态盈余过程为

dX(t)=a1(t)dS
(t)

S(t)+[X(t)-a1(t)]dS0
(t)

S0(t)+cdt-c1(t)dt-q(t)d∑
N(t)

i=1
Zi,

dY(t)=a2(t)dS
(t)

S(t)+[Y(t)-a2(t)]dS0
(t)

S0(t)+c1(t)dt-(1-q(t))d∑
N(t)

i=1
Zi.

因此,保险公司的盈余过程X(t)满足以下随机微分方程:

dX(t)=[r0X(t)+(r-r0)a1(t)+(θ+η(t))μ+q(t)η(t)μ]dt+
q(t)σdW0(t)+a1(t)σ1Sβ(t)dW1(t),

X(0)=x

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(1)

再保险公司的盈余过程Y(t)满足以下随机微分方程:

dY(t)=[r0Y(t)+(r-r0)a2(t)+(1-q(t))η(t)μ]dt+
(1-q(t))σdW0(t)+a2(t)σ1Sβ(t)dW1(t),

Y(0)=y

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(2)

1.3 Stackelberg随机微分博弈

本文考虑保险公司和再保险公司之间的Stackelberg随机微分博弈模型,不同于一般的Nash均衡

博弈,该模型通过顺序求解领导者和追随者的优化问题达到Stackelberg均衡,考虑到再保险公司在再

保险市场的垄断地位,本文把再保险公司作为博弈的领导者,保险公司作为追随者考虑Stackelberg随

机微分博弈.
参考文献[16],保险公司作为Stackelberg随机微分博弈的追随者,财富远低于领导者再保险公

司,为提升公司的竞争力,保险公司不仅关心自身的财富,而且关注与再保险公司之间的盈余差距,
即保险公司希望在考虑盈余过程为췍X(t)=X(t)-kY(t)下寻找最优投资和再保险策略最大化其目标准

则.因此,有

d췍X(t)=[r0췍X(t)+(r-r0)(a1(t)-ka2(t))+θμ-(1+k)η(t)μ+(1+k)q(t)η(t)μ]dt+
   [(1+k)q(t)σ-kσ]dW0(t)+(a1(t)-ka2(t))σ1Sβ(t)dW1(t),
췍X(0)=x

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(3)

其中x=x-ky,k∈[0,1]表示保险公司对再保险公司财富差距的敏感程度,k越大表明保险公司越在

意再保险公司的财富盈余.假设保险公司和再保险公司都对最大化各自终端盈余的期望和最小化终端

盈余的方差感兴趣,即最大化表达式

JPP
1(t,s,x,y;q(·,η(·),a2(·)),a1(·,η(·),a2(·)))=EPP

t,s,x,y[췍Xπ(T)]-m1

2Var
PP
t,s,x,y[췍Xπ(T)],

JPP
2(t,s,x,y;η(·),a2(·))=EPP

t,s,x,y[Yπ(T)]-m2

2Var
PP
t,s,x,y[Yπ(T)]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(4)

其中mi(i=1,2)表示保险公司和再保险公司预先指定的风险厌恶系数,EPP
t,s,x,y[·]和 VarPPt,s,x,y[·]
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表示给定췍X(t)=x,Y(t)=y和S(t)=s时关于概率测度PP的条件期望和条件方差.
定义1(可容许策略) 假设投资-再保险策略

π={π(t)}t∈[0,T]=(q(t),η(t),a1(t),a2(t))t∈[0,T],

π为可容许策略当且仅当下列条件成立:

1)q(t)∈[0,1],η(t)∈[η1,η2],∀t∈[0,T];

2)π是Ft-循序可测的,且EPP∫
T

0
π2(t)d[ ]t < ∞,其中π2(t)=q2(t)+η2(t)+a21(t)+a22(t);

3)EPP∫
T

0
a21(t)S2β(t)d[ ]t < ∞,EPP∫

T

0
a22(t)S2β(t)d[ ]t < ∞;

4)对于∀(t,s,x,y)∈[0,T]×ℝ×ℝ+ ×ℝ+,方程(1)和(2)存在唯一强解 췍Xπ(t)t∈[0,T]和

Yπ(t)t∈[0,T],使得EPP[sup
t∈[0,T]

췍Xπ(t)2]<∞和EPP[sup
t∈[0,T]

Yπ(t)2]<∞.

令Π为保险公司和再保险公司的可容许投资-再保险策略的集合.参考文献[9],求解Stackelberg
微分博弈基于逆向归纳的思想,依次解决领导者(再保险公司)和追随者(保险公司)的优化问题,具体

步骤如下:
步骤1)领导者(再保险公司)首先设定可容许的投资-再保险策略(η(·),a2(·))∈Π,追随者

(保险公司)根据 策 略 (η(·),a2(·))选 择 最 优 投 资-再 保 险 策 略 (q* (·,η(·),a2(·)),

a*
1 (·,η(·),a2(·))),最大化JPP

1(t,s,x,y;q(·,η(·),a2(·)),a1(·,η(·),a2(·)));
步骤2)领导者(再保险公司)在观察追随者(保险公司)做出的最优决策后,求解优化问题最大化

回报函数JPP
2(t,s,x,y;q*(·,η(·),a2(·)),a*

1 (·,η(·),a2(·),η*(·),a*
2 (·))),确定最优投资

再保险策略(η*(·),a*
2 (·));

步骤3)追随者(保险公司)接受领导者(再保险公司)给定的再保险保费,最后调整其最优投资-
再保险策略(q*(·,η*(·),a*

2 (·)),a*
1 (·,η*(·),a*

2 (·))).
1.4 再保险公司模型的不确定性

在前面考虑的模型中,假设再保险公司和保险公司都是模糊中立的,但在通常情况下,保险公司

比再保险公司有更多关于保单索赔过程的信息,再保险公司无法推断保险公司提供的索赔过程信息是

否为真实信息,对索赔过程的漂移项参数产生怀疑,为保护自身免受极端损失,再保险公司选择考虑在

一组与概率测度PP等价的备选概率测度QQ下解决优化问题.定义备选测度QQ的集合Q={QQ QQ~PP}.假

设当 t>0 时,存 在 适 应 于 Ft 的 随 机 过 程 {ϕ(t)}t≥0 和 常 数 KQQ,使 得 ϕ(t) < KQQ 和

EQQ exp 12∫
t

0
ϕ2(s)d{ }é

ë
êê

ù

û
úús < ∞.令 Φ 为全体满足上述条件的ϕ(t)的集合,备选测度QQ 满 足以下

Girsanov变换:

dQQ
dPP Ft

=exp-12∫
t

0
ϕ2(s)ds+∫

t

0
ϕ(s)dW(s{ }), (5)

其中{ϕ(t)}t≥0是一个漂移算子,表示再保险公司对保险公司提供的索赔过程信息所持的态度,当

ϕ(t)=0时,QQ=PP,再保险人为模糊中性.假设WQQ
0(t)是完备概率空间(Ω,F={Ft}t∈[0,T],QQ)上的一个

与W1(t)相互独立的QQ-标准布朗运动,根据Girsanov定理,有

dWQQ
0(t)=dW0(t)-ϕ(t)dt. (6)

因此,再保险公司在测度QQ下的盈余过程Y(t)为
dY(t)=[r0Yπ(t)+(r-r0)a2(t)+(1-q(t))η(t)μ+(1-q(t))ϕσ]dt+

(1-q(t))σdWQQ
0(t)+a2(t)σ1Sβ(t)dW1(t),

Y(0)=y

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(7)

  绝大多数再保险公司不喜欢模糊不清的信息,希望能防范极端损失,在最坏的情况下寻求最优再

保险策略,用相对熵表示与参考模型测度PP的任何偏差的惩罚,该惩罚随着偏差的增加而增加.在时

间t,测度QQ和PP的相对熵定义为
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h(QQt PPt)=EQQ
t,s,x,yln

dQQt

dPP
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
=EQQ

t,s,x,y
1
2∫

t

0
ϕ2(s)d

æ

è
ç

ö

ø
÷s . (8)

因此,模糊厌恶再保险公司的性能函数为

JQQ
2(t,s,x,y;η(·),a2(·))=EQQ

t,s,x,y[Yπ(T)]-m2

2Var
QQ
t,s,x,y[Yπ(T)]+12췍E

QQ
t,s,x,y∫

T

0
ϕ2(s)d[ ]s .(9)

式(9)中第三项为惩罚项,表示对参考模型偏差的惩罚,췍>0表示再保险公司的模糊厌恶水平,췍越大

表示模糊厌恶再保险公司对参考模型的信任度越低.当췍=0时,再保险公司认为参考模型测度PP就是

真实模型,最优备选测度QQ*=PP,此时再保险公司是模糊中立的,因此ϕ(t)=0,惩罚项为0并非∞.
1.5 扩展的HJB方程组

求解Stackelberg微分博弈框架下的优化问题(4)和(9)时,需注意在均值-方差优化准则下的时间

不一致性问题,这是因为方差项中存在条件期望EPP
t,s,x,y[췍Xπ(T)]和EPP

t,s,x,y[Yπ(T)]的非线性项,无法

满足Bellman最优性定理成立条件,一般的动态规划方法不能直接使用.参考文献[10]中解决时间不

一致性问题的方法,把问题视为一个非合作博弈,解决优化问题(4)即转化为寻找子博弈的Nash均

衡点.
定义2(子博弈的Nash均衡策略) 对任意固定的初始状态(t,s,x,y)∈[0,T]×ℝ×ℝ+×ℝ+,

给定(η(·),a2 (·))∈Π,模 糊 中 立 保 险 公 司 的 最 优 策 略 为 (q* (·,η(·),a2 (·)),

a*
1 (·,η(·),a2(·))),定义以下ε策略:

qε(s)=～q(s)·Ⅱs∈[t,t+ε]+q*(s)·Ⅱs∈[t+ε,T],

aε
1(s)=～a1(s)·Ⅱs∈[t,t+ε]+a*

1 (s)·Ⅱs∈[t+ε,T]
{ .

  对任意的(～q,～a1)∈Π,如果有

lim
ε→0+
infJ

PP
1(t,s,x,y;q*,a*

1 )-JPP
1(t,s,x,y;qε,aε

1)
ε ≥0

成立,则(q*(·,η(·),a2(·)),a*
1 (·,η(·),a2(·)))为候选均衡策略.定义以下ε策略:

ηε(s)=～η(s)·Ⅱs∈[t,t+ε]+η*(s)·Ⅱs∈[t+ε,T],

aε
2(s)=～a2(s)·Ⅱs∈[t,t+ε]+a*

2 (s)·Ⅱs∈[t+ε,T],

ϕε(s)=～ϕ(s)·Ⅱs∈[t,t+ε]+ϕ*(s)·Ⅱs∈[t+ε,T]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

如果对任意的(～η,～a2,～ϕ)∈Π×Φ,有

lim
ε→0+
infJ

QQ*
2 (t,s,x,y;q*,a*

1 ,η*,a*
2 )-JQQ*

2 (t,s,x,y;q*,a*
1,ηε,aε

2)
ε ≥0,

lim
ε→0+
supJQQ*

2 (t,s,x,y;q*,a*
1,ηε,aε

2)-JQQε
2 (t,s,x,y;q*,a*

1,ηε,aε
2)

ε ≤0

成立,则(q*(·,η*(·),a*
2 (·)),a*

1 (·,η*(·),a*
2 (·)),η*(·),a*

2 (·))为子博弈 Nash均

衡策略.
根据文献 [14]中命题2.1,当风险厌恶参数췍为恒定常数时,领导者(模糊厌恶再保险公司)和追

随者(模糊中立保险公司)在均值-方差准则下的最优投资-再保险策略和值函数与博弈对手的财富水平

无关.因此,基于模糊中立保险公司和模糊厌恶再保险公司的性能函数(4)和(9),给出在Stackelberg
微分博弈下的鲁棒Stackelberg均衡策略和值函数的定义.

定义3(鲁棒Stackelberg均衡策略和值函数) 模糊中立保险公司的候选鲁棒值函数为

V1(t,s,x;q*(·,η(·),a2(·)),a*
1 (·,η(·),a2(·)))=

    JPP
1(t,s,x;q*(·,η(·),a2(·)),a*

1 (·,η(·),a2(·))), (10)
模糊厌恶再保险公司的鲁棒值函数为

V2(t,s,y)=JQQ*
2 (t,s,y;q*(·,η*(·),a*

2 (·)),a*
1 (·,η*(·),a*

2 (·)),η*(·),a*
2 (·))=

sup
η∈Π
sup
a2∈Π

inf
QQ∈Q

JPP
2(t,s,y;q(·,η(·),a2(·)),a1(·,η(·),a2(·))), (11)
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模糊中立保险公司的鲁棒值函数为

V1(t,s,x)=V1(t,s,x;q*(·,η*(·),a*
2 (·)),a*

1 (·,η*(·),a*
2 (·)))=

JPP
1(t,s,x;q*(·,η*(·),a*

2 (·)),a*
1 (·,η*(·),a*

2 (·))), (12)
则(q*(·,η*(·),a*

2 (·)),a*
1 (·,η*(·),a*

2 (·)),η*(·),a*
2 (·))为鲁棒Stackelberg均衡投资-

再保险策略.
对任意函数φ1∈C1

,2,2([0,T]×ℝ×ℝ+)和φ2∈C1
,2,2([0,T]×ℝ×ℝ+),定义两个无穷小生成

元Lq,a1和Lη,a2如下:

Lq,a1φ1(t,s,x)=
∂φ1
∂t +[r0x+(r-r0)(a1-ka2)+θμ-(1+k)ημ+(1+k)qημ]

∂φ1
∂x +

1
2
[(a1-ka2)2σ21s2β+((1+k)qσ-kσ)2]∂

2φ1
∂x2 +sr∂φ1∂s +

1
2σ

2
1s2β+2∂

2φ1
∂s2 +(a1-ka2)σ21s2β+1∂

2φ1
∂x∂s

, (13)

Lη,a2φ2(t,s,y)=
∂φ2
∂t +[r0y+(r-r0)a2+(1-q)ημ+(1-q)ϕσ]

∂φ2
∂y +a2σ21s2β+1∂

2φ2
∂y∂s+

1
2
[a22σ21s2β+(1-q)2σ2]∂

2φ2
∂y2 +sr∂φ2∂s +12σ

2
1s2β+2∂

2φ2
∂s2 . (14)

下面给出在Stackelberg微分博弈下的拓展的HJB方程组和验证定理.
定义4(拓展的HJB方程组) 模糊中立保险公司优化问题的非鲁棒拓展HJB方程组为

Lq*,a*1V1(t,s,x)-m1

2Lq*,a*1 [g1(t,s,x)]2+m1g1(t,s,x)·Lq*,a*1g1(t,s,x)=0,

Lq*,a*1g1(t,s,x)=0,

V1(T,s,x)=x,

g1(T,s,x)=x

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(15)

模糊厌恶再保险公司的优化问题的鲁棒拓展HJB方程组为

inf
ϕ∈Φ

Lη
*,a*2V2(t,s,y)-m2

2Lη
*,a*2 [g2(t,s,y)]2+

    m2g2(t,s,y)·Lη
*,a*2g2(t,s,y)+ϕ2(t)

2췍 =0,

Lη
*,a*2g2(t,s,y)=0,

V2(T,s,y)=y,

g2(T,s,y)=y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï .

(16)

  定理1(验证定理) 假设V1(t,s,x),V2(t,s,y),g1(t,s,x),g2(t,s,y)是拓展的 HJB方程组(15)
和(16)的解,则(q* (·,η* (·),a*

2 (·)),a*
1 (·,η* (·),a*

2 (·)),η* (·),a*
2 (·))为鲁棒

Stackelberg均衡策略,V1(t,s,x)和V2(t,s,y)为对应的均衡值函数.
证明:可参考文献[17]中定理5.2的证明,故略.

2 模型求解

下面基于2.3节的3个步骤求解拓展的HJB方程组(15)和(16).
步骤1)求解模糊中立保险公司的候选最优策略(q*(t,η(t),a2(t)),a*

1 (t,η(t),a2(t)))和值函数

V1(t,s,x;q*(t,η(t),a2(t)),a*
1 (t,η(t),a2(t))).对于拓展的HJB方程组(12),猜解如下:

V1(t,s,x;q(t,η(t),a2(t)),a1(t,η(t),a2(t)))=xer0(T-t)+B(t)s-2β+C(t),

g1(t,s,x;q(t,η(t),a2(t)),a1(t,η(t),a2(t)))=xer0(T-t)+b(t)s-2β+c(t){ ,
(17)

满足边界条件

B(T)=C(T)=b(T)=c(T)=0.
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用Bt,Ct,bt,ct 表示B(t),C(t),b(t),c(t)关于t的一阶导数,V1t,V1x,V1xx,V1s,V1ss
,V1xs,g1t,g1x,g1xx,

g1s,g1ss,g1xs表示V1 和g1 关于t,s,x的一阶、二阶偏导数,经过简单计算,有

V1t=-r0xer0(T-t)+Bts-2β+Ct, V1x =er0(T-t), V1xx =V1xs =0,

V1s=-2βs-2β-1B, V1ss =2β(2β+1)s-2β-2B,

g1t=-r0xer0(T-t)+bts-2β+ct, g1x =er0(T-t), g1xx =g1xs =0,

g1s=-2βs-2β-1b, g1ss =2β(2β+1)s-2β-2b

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(18)

将式(18)代入式(15)的第一式中化简后可得

Bts-2β+Ct+sup
q∈Π
sup
a1∈Π
{[(r-r0)(a1-ka2)+θμ-(1+k)ημ+(1+k)qημ+

2m1σ21β(a1-ka2)b]er0(T-t)-2rβs-2βB+β(2β+1)σ21B-2m1σ21β2s-2βb2-
m1

2
[(a1-ka2)2σ21s2β+((1+k)qσ-kσ)2]e2r0(T-t)}=0. (19)

根据一阶最优性条件,得到候选最优再保险和投资策略为

q̂(t,η(t),a2(t))= η(t)μ
m1σ2(1+k)e

-r0(T-t)+ k
1+k

, (20)

a*
1 (t,η(t),a2(t))=

1
m1σ21s2β

(r-r0+2m1σ1βb(t))e-r0(T-t)+ka2(t). (21)

将式(20),(21)代入式(15)的第二式得

bts-2β+ct+r-r0
m1σ21

(r-r0+2m1σ1βb)s-2β+(θ-η)μer0
(T-t)+η2μ2

m1σ2-

2rβbs-2β+β(2β+1)σ21b=0. (22)
对式(22)分离带s-2β和不带s-2β的项,得到常微分方程组

bt+
(r-r0)2
m1σ21 -2r0βb(t)=0, b(T)=0,

ct+(θ-η(t))μer0
(T-t)+η2(t)μ2

m1σ2 +β(2β+1)σ21b(t)=0, c(T)=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(23)

解得

b(t)=
(r-r0)2
2m1r0βσ21

[1-e-2r0β(T-t)],

c(t)=∫
T

t
(θ-η(s))μer0

(T-s)+η2(s)μ2
m1σ2 +β(2β+1)σ21b(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(24)

将式(20),(21),(24)代入式(19)中化简并分离带s-2β和不带s-2β的项,可得

Bt+
(r-r0)2
2m1σ21 -2(r-r0)βb(t)-2rβB(t)=0, B(T)=0,

Ct+(θ-η(t))μer0
(T-t)+η2(t)μ2

2m1σ2 +β(2β+1)σ21B(t)=0, C(T)=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(25)

解得

B(t)=
(r-r0)2
2m1r0βσ21

[e-2rβ(T-t)-e-2r0β(T-t)]-
(r-r0)3
2m1r0rβσ21

[e-2β(T-t)-1]-

(r-r0)2
2m1rβσ21

[e-2rβ(T-t)-1],

C(t)=∫
T

t
(θ-η(s))μer0

(T-s)+η2(s)μ2
2m1σ2 +β(2β+1)σ21B(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(26)

  综合上述结果,可得模糊中立保险公司的候选最优投资-再保险策略和值函数为

q*(t,η(t),a2(t))=min μ
m1σ2(1+k)η

(t)e-r0(T-t)+ k
1+k

,{ }1 ,

a1*(t,η(t),a2(t))=
r2-rr0-(r-r0)2e-2r0β(T-t)

m1r0σ21s2β
e-r0(T-t)+ka2(t),

V1(t,s,x;q*(t,η(t),a2(t)),a*
1 (t,η(t),a2(t)))=xer0(T-t)+B(t)s-2β+C(t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ),

(27)
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其中B(t),C(t)由式(26)给出.为使再保险合同对保险公司具有吸引力,下面均假设再保险公司的再

保费策略上限η2≤
m1σ2

μ
er0(T-t)成立.

步骤2)下面求解鲁棒的拓展HJB方程组(15),得到模糊厌恶再保险公司的鲁棒最优投资-保险

策略(η*(t),a*
2 (t))和值函数V2(t,s,y).参考步骤1)的方法,假设:

V2(t,s,y)=yer0(T-t)+H(t)s-2β+E(t),

g2(t,s,y)=yer0(T-t)+h(t)s-2β+e(t{ ),
(28)

满足边界条件E(T)=H(T)=e(T)=h(T)=0.同理,对其求偏导并将偏导数代入式(16)第一式,
可得

Hts-2β+Et+sup
η∈Π
sup
a2∈Π

inf
ϕ∈Φ
{[(r-r0)a2+(1-̂q)ημ+(1-̂q)σϕ+2m2σ21βa2h]er0(T-t)-

2rβs-2βH +β(2β+1)σ21H-m2

2
[a22σ21s2β+(1-̂q)2σ2]e2r0(T-t)-

2m2σ21β2s-2βh2+ϕ2
2췍}=0. (29)

  根据一阶最小化条件,有

ϕ*(t)=-췍(1-̂q)σer0(T-t). (30)
将ϕ*(t)代入式(29),根据一阶最优性条件得

a*
2 (t)= 1

m2σ21s2β
(r-r0+2m2σ1βh(t))e-r0(T-t), (31)

η̂(t)=
m1σ2(m1(1+k)+m2+췍)
μ(2m1(1+k)+m2+췍)

er0(T-t). (32)

由于再保险保费率存在限制,因此鲁棒最优再保险保费策略为

η*(t)=η1·ⅡO1 +̂η(t)·ⅡO2 +η2·ⅡO3
, (33)

其中O1={t:̂η(t)≤η1},O2={t:η1<̂η(t)<η2},O3={t:̂η(t)≥η2}.
将η*(t)和a*

2 (t)代入式(16)中第二式得

hts-2β+et+r-r0
m2σ21

(r-r0+2m2σ1βh)s-2β+ η* 1- μ
m1σ2(1+k)η

*e-r0(T-t)- k
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

kμ
é

ë
êê -

췍1- μ
m1σ2(1+k)η

*e-r0(T-t)- k
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
2

σ ù

û
úú

2 er0(T-t)-

2rβhs-2β+β(2β+1)σ21h=0. (34)
对式(34)分离带s-2β和不带s-2β的项,求解常微分方程组得

h(t)=
(r-r0)2
2m2r0βσ21

[1-e-2r0β(T-t)],

e(t)=∫
T

t
η*(s)μ1- μ

m1σ2(1+k)η
*(s)e-r0(T-s)- k

1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

k er0(T-s)é

ë
êê -

췍1- μ
m1σ2(1+k)η

*(s)e-r0(T-s)- k
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
2

σ2e2r0(T-s)+β(2β+1)σ21h(s ù

û
úú)ds

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(35)

同理,将ϕ*(t),η*(t),a*
2 (t)和式(35)代入式(29),可得

H(t)=
(r-r0)2
2m2r0βσ21

[e-2rβ(T-t)-e-2r0β(T-t)]-
(r-r0)3
2m2r0rβσ21

[e-2β(T-t)-1]-

(r-r0)2
2m2rβσ21

[e-2rβ(T-t)-1],

E(t)=∫
T

t
η*(s)μ1- μ

m1σ2(1+k)η
*(s)e-r0(T-s)- k

1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

k er0(T-s)é

ë
êê -

m2+췍
2

1- μ
m1σ2(1+k)η

*(s)e-r0(T-s)- k
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
2

σ2e2r0(T-s)+β(2β+1)σ21H(s ù

û
úú)ds

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(36)
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  步骤3)在得到模糊厌恶再保险公司的鲁棒最优投资-再保险策略后,用η*(t),a*
2 (t)替换步骤1)

中的η(t),a2(t),得到B(t)和C(t)的最终表达式为

B(t)=
(r-r0)2
2m1r0βσ21

[e-2rβ(T-t)-e-2r0β(T-t)]-
(r-r0)3
2m1r0rβσ21

[e-2β(T-t)-1]-

(r-r0)2
2m1rβσ21

[e-2rβ(T-t)-1],

C(t)=∫
T

t
(θ-η*(s))μer0

(T-s)+η*2(s)μ2
2m1σ2 +β(2β+1)σ21B(sé

ë
êê

ù

û
úú)ds

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(37)

  综上,可得:
定理2 模糊厌恶再保险公司的鲁棒最优投资-再保险策略为

η*(t)=η1·ⅡO1 +̂η(t)·ⅡO2 +η2·ⅡO3
,

a*
2 (t)=r2-rr0-(r-r0)2e-2r0β(T-t)

m2r0σ21s2β
e-r0(T-t)

ì

î

í

ïï

ïï ,

最差密度算子ϕ*(t)为

ϕ*(t)=-췍1- μ
m1σ2(1+k)η

*(t)e-r0(T-t)- k
1+

æ

è
ç

ö

ø
÷

kσer0(T-t), (38)

模糊中立保险公司的最优投资-再保险策略为

q*(t,η*(t),a*
2 (t))= μ

m1σ2(1+k)η
*(t)e-r0(T-t)+ k

1+k
,

a1*(t,η*(t),a2*(t))=
(m2+km1)(r2-rr0-(r-r0)2e-2r0β(T-t)

m1m2r0σ21s2β
e-r0(T-t)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

令B(t),C(t),H(t),E(t)由式(37)和式(36)定义,则模糊中立保险公司和模糊厌恶再保险公司的鲁棒

Stackelberg均衡值函数为

V1(t,s,x)=xer0(T-t)+B(t)s-2β+C(t),

V2(t,s,y)=yer0(T-t)+H(t)s-2β+E(t){ .
  注1 当췍=0时,用q*

0 (t),η*
0 (t)表示保险公司和再保险公司在O2 区域的最优策略,有

η*
0 (t)=m1σ2(m1(1+k)+m2)

μ(2m1(1+k)+m2)
er0(T-t),

q*
0 (t)= μ

m1σ2(1+k)η
*
0 (t)e-r0(T-t)+ k

1+k= m1(1+k)+m2

(2m1(1+k)+m2)(1+k)+
k
1+k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(39)

  显然,q*(t)>q*
0 (t),η*(t)>η*

0 (t).模糊厌恶再保险公司为保护自身免受模型不确定性的损失,
收取更高的再保险价格,同时昂贵的再保险合同使保险公司减少再保险需求,不愿意为再保险公司的

模糊厌恶买单.由式(39)和式(32)可见,模糊厌恶再保险公司的最优鲁棒再保险保费策略与模糊中立

再保险公司选择风险厌恶参数 m2+췍的再保险保费策略相同,但均值-方差问题下的值函数却不相

等,即

sup
η∈Π
inf
QQ∈Q

EQQ
t,s,y[Yπ(t)]-m2

2Var
QQ
t,s,y[Yπ(t)]+12췍E

QQ
t,s,y∫

T

0
ϕ2(t)d[ ]{ }s ≠

   sup
η∈Π

EPP
t,s,y[Yπ(T)]-m2+췍

2 VarPPt,s,y[Yπ(T){ }]. (40)

  上述结果与文献[14]中的结果不一致,这是因为考虑再保险公司的投资策略后,췍并不会影响投

资策略风险厌恶参数,导致终端盈余和值函数的表达式发生变化.

3 数值分析

下面用一些数值实例分析主要参数对定理2中推导出的均衡投资-再保险策略的影响,并对结果

进行说明.除特别说明外,假设各参数μ=5,σ=5,r0=0.1,r=0.2,s=2,σ1=0.6,β=1.1,

θ=0.25,η1=0.2,η2=1.2,췍=0.5,m1=0.1,m2=0.2,k=0.4,T=8.由于η*(t)在O1 和O3 中为
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常数,所以本文只考虑最优策略在O2 中对主要参数的敏感性结果.
3.1 最优再保险策略的敏感性分析

设m1,m2 分别是保险公司和再保险公司的风险厌恶参数,表示各自的风险偏好,如图1和图2所

示,随着m1 的增加,保险公司愿意将更多的保险风险转移给再保险公司,自留率q减小,再保险公司

作为Stcakelberg微分博弈的领导者,拥有加价权,当预期再保险业务增加时提高再保险价格;当m2

增大时,再保险公司更倾向于增加再保险保费,保险公司不得不承担更多的保险风险.

图1 最优再保险策略q*(t)随m1 和m2 的变化曲线

Fig.1 Variationcurvesofoptimalreinsurancestrategyq*(t)withm1andm2

图2 最优再保险保费策略η*(t)随m1 和m2 的变化曲线

Fig.2 Variationcurvesofoptimalreinsurancepremiumstrategyη*(t)withm1andm2

最优再保险策略q*(t)和η*(t)随췍的变化曲线如图3所示.由图3可见,随着再保险公司的模糊

厌恶水平增加,对保险公司提供的保险索赔信息越不信任,越悲观,更倾向于提高再保险保费以防范

模型的不确定性,保险公司减少购买再保险比例,自留水平增加.

图3 最优再保险策略q*(t)和η*(t)随췍的变化曲线

Fig.3 Variationcurvesofoptimalreinsurancestrategiesq*(t)andη*(t)with췍

最优再保险策略q*(t)和η*(t)随k的变化曲线如图4所示.由图4可见,随着敏感性参数k的增
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加,保险公司更关注再保险公司的财富盈余,为缩小与再保险公司之间的盈余差距,愿意冒更多的风

险获取保险合同的价值,保险自留比例增加,再保险公司不得不降低再保险价格吸引保险公司购买再

保险.

图4 最优再保险策略q*(t)和η*(t)随k的变化曲线

Fig.4 Variationcurvesofoptimalreinsurancestrategiesq*(t)andη*(t)withk

3.2 最优投资策略的敏感性分析

下面主要研究保险公司和再保险公司的最优投资策略a*
1 (t)和a*

2 (t)与风险规避参数、风险资产

的弹性参数和保险公司的敏感性参数之间的关系.最优投资策略a*
1 (t)随m1 和k的变化曲线如图5

所示,最优投资策略a*
1 (t)和a*

2 (t)随m2 的变化曲线如图6所示.

图5 最优投资策略a*
1 (t)随m1 和k的变化曲线

Fig.5 Variationcurvesofoptimalinvestmentstrategya*
1 (t)withm1andk

图6 最优投资策略a*
1 (t)和a*

2 (t)随m2 的变化曲线

Fig.6 Variationcurvesofoptimalinvestmentstrategiesa*
1 (t)anda*

2 (t)withm2

由图5和图6可见,a*
1 (t)是关于m1 和m2 的递减函数,并与k成正向关系,a*

2 (t)随着m2 的

增大而减小,当保险公司和再保险公司各自的风险厌恶系数增大时,更倾向于选择无风险的银行存

款,从而减少风险资产的投资来规避风险.随着保险公司的敏感性参数k增大,竞争心理更强烈的
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保险公司愿意将更多资金投资于风险资产,为自身创造更多获取财富的机会.
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