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复形的Gorenstein(L,A)-内射维数

刘 妍 平
(西北师范大学 经济学院,兰州730070)

摘要:设(L,A)是一给定的完备对偶对.首先,引入复形的 Gorenstein(L,A)-内射维数,
给出其刻画,并证明复形的Gorenstein(L,A)-内射维数不超过内射维数;其次,讨论复形的

相对上同调和Tate上同调,得到联系绝对、相对、Tate上同调的长正合序列.
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Abstract:Let(L,A)beafixedcompletedualitypair.Firstly,theauthorintroducedtheGorenstein
(L,A)-injectivedimensionofcomplexes,gaveitscharacterization,andprovedthatGorenstein(L,A)-
injectivedimensionofcomplexeswasnotlargerthaninjectivedimension.Secondly,theauthoralso
discussedrelativecohomologyandTatecohomologyofcomplexes,andobtainedthelongexact
sequenceconnectingabsolute,relativeandTatecohomology.
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目前,关于Gorenstein投射模、内射模和平坦模的研究得到广泛关注[1-5].Asadollahi等[3]定义并

研究了复形的Gorenstein内射维数及其与内射维数之间的关系.对有单位元的交换环R,Holm等[4]

引入了R-模的对偶对.对偶对通常与纯性、完全余挠对等有密切关系,因此在Gorenstein同调代数的

研究中具有重要作用.Gillespie[5]证明了通过任意的完备对偶对可得到类似于Gorenstein同调代数的

相对同调代数.
Tate在研究有限群表示理论时,注意到ℤ[G]-模ℤ有完全投射分解,其中群G 在ℤ上的作用是

平凡的,从而对有限群G 和ℤ[G]-模M 定义了Tate上同调[6].Buchweitz[7]将Tate上同调推广到了

Gorenstein环,定义了关于两个变量的Tate上同调理论.文献[8-9]分别从不同的角度对上述理论进

行了研究.Avramov等[10]借助完全分解将该理论推广到任意交换Noether环上具有有限G-维数的有

限生成模.Sather-Wagstaff等[11]定义了Abel范畴中具有TateW-分解的对象与任意对象的Tate上同

调.文献[12-14]研究了广义 Tate上同调,得到了平衡性等相关性质.本文考虑给定的完备对偶对

(L,A),首先,研究复形的 Gorenstein(L,A)-内射维数,给出其刻画,并讨论复形内射维数和

Gorenstein(L,A)-内射维数之间的关系;其次,作为复形Gorenstein(L,A)-内射维数的应用,讨论

一类广义Tate上同调.



1 预备知识

本文所有的环R 均为有单位元的交换环.如果对任意的整数i,dX
idX

i+1=0,则称R-模的序列

X:… →Xi+1

dX
i+
→
1
Xi

dX

→
i

Xi-1

dX
i-
→
1 …

为复形.R-模M 视为第0层次为M、其余层次为0的复形.定义复形X 的第i个同调模为Hi(X)=
ZX

i/BX
i,其中ZX

i=KerdX
i 为复形X 的第i个循环,BX

i=ImdX
i+1为复形X 的第i个边缘.记supX=

sup{i Xi≠0},infX=inf{i Xi≠0}.
设X 是R-复形,u,v是整数.复形X 在u 层次的硬左切割

uX 和X 在v 层次的硬右切割Xv

分别为

uX =0→Xu →Xu-1 →Xu-2 → …,  Xv =… →Xv+2 →Xv+1 →Xv →0.
复形X 在u 层次的软左切割⊂uX 和X 在v 层次的软右切割Xv⊃

分别为

⊂uX =0→CX
u →Xu-1 →Xu-2 → …,  Xv⊃ =… →Xv+2 →Xv+1 →ZX

v →0,
其中CX

u=Coker(Xu+1→Xu),ZX
v=Ker(Xv→Xv-1).

R-复形同态α:X→Y 是指一族R-模同态αi:Xi→Yi,且满足对任意的i∈ℤ,dY
iαi-αi-1dX

i=0.
若一个复形同态导出同调的同构,则该复形同态称为拟同构,记复形的拟同构和同构分别为≃和≅.

设A是一个R-模的类,X 是R-复形.若对任意的A∈A,HomR(A,X)是正合的,则称复形X 是

HomR(A,-)正合的或A-零调的.
定义1[5] 设 M和C是R-模的类,若下列条件成立:

1)M∈M当且仅当M+∈C;

2)C关于直和因子与有限直和封闭.
则称(M,C)是对偶对.

若 M包含模R,且关于余积和扩张封闭,则称对偶对(M,C)是完全的.若(C,M)也是对偶对,则称

对偶对(M,C)是对称的.若(M,C)是对称且完全的,则称对偶对(M,C)是完备对偶对.
定义2[5] 设(L,A)是全备对偶对,M 是R-模.如果M=Z0I,则称 M 是Gorenstein(L,A)-内射

的,其中I是内射模的正合序列且对任意的A∈A,HomR(A,I)正合.记Gorenstein(L,A)-内射模类

为GJ.
定义3[14] 设(A,B)是R-模范畴中的一个余挠对,X 是R-模复形.
1)若X 是正合的且对任意的n∈ℤ,ZX

n∈A,则称X 是A-复形.
2)若X 是正合的且对任意的n∈ℤ,ZX

n∈B,则称X 是B-复形.
3)若对任意的n∈ℤ,Xn∈A,且对任意的B∈B,HomR(X,B)是正合的,则称X 是dgA-复形.
4)若对任意的n∈ℤ,Xn∈B,且对任意的A∈A,HomR(A,X)是正合的,则称X 是dgB-复形.
记A-复形的类为 췍A,B-复 形 的 类 为 췍B,dgA-复 形 的 类 为 dg췍A,dgB-复 形 的 类 为 dg췍B.

Gillespie[15]证明了(dg췍A,췍B)和(췍A,dg췍B)是复形的余挠对,称为诱导的余挠对.

2 复形的Gorenstein(L,A)-内射维数的刻画

设(L,A)是完备对偶对.

引理1 (W,GJ)是完备遗传的余挠对,其中W=⊥GJ,进而诱导的余挠对(췍W,dgG～J)和(dg췍W,G～J)

也是完备遗传的,且dg췍W∩췍=췍W,dgG～J∩췍=G～J,其中췍是正合复形的类.
证明:根据文献[5]中引理4.5和定理4.6知,(W,GJ)是完备遗传的余挠对,其余证明由文献[15]

中推论3.13和文献[16]中定理3.5可得.
定义4 设M 是R-模复形,复形的Gorenstein(L,A)-内射维数GJ-dimRM 定义为

GJ-dimRM =inf{sup{-iGi≠0}G≅M,其中G∈dgG～J}.

225   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



  定义5 设M 是R-模复形,复形的态射图M →
i

I →
v

T 是M 的完备 A-余分解.若复形的态射

图M →
i

I →
v

T 满足下列条件:
1)i:M→I是M 的dg-内射余分解;

2)T 是内射模的正合A-零调复形;
3)对所有的i≪0,vi 是双射.

则称复形的态射图M →
i

I →
v

T 是M 的完备A-余分解.
若对任意的i∈ℤ,vi 是可裂的,则称该完备A-余分解是可裂的.
引理2 1)GJ是内射可解的,且关于直积与直和因子封闭;

2)设0→X→Y→Z→0是R-模的短正合列,若Y 和Z 是 Gorenstein(L,A)-内射模,则 X 是

Gorenstein(L,A)-内射模当且仅当对任意的A∈A,Ext1R(A,X)=0.
证明:1)由(W,GJ)是完备遗传的余挠对,其中W=⊥GJ可得.
2)充分性.因为Z是Gorenstein(L,A)-内射模,所以存在短正合序列0→K→L→Z→0,其中L

是内射模,K 是Gorenstein(L,A)-内射模.考虑拉回图:

由1)和中间列的正合性可知 H 是Gorenstein(L,A)-内射模.根据假设Ext1R(L,X)=0知,中间行是

可裂正合的.因此由1)可得X 是Gorenstein(L,A)-内射模.
必要性.根据Gorenstein(L,A)-内射模的定义易得.
定理1 设M 是R-模复形,则对正整数n,下列各结论等价:
1)GJ-dimRM≤n;

2)-infH(M)≤n,且对任意的X≃M,Z-n(X)∈GJ,其中X∈dgG～J;
3)-infH(M)≤n,且存在M 的dg-内射分解M→I,Z-n(I)∈GJ;
4)-infH(M)≤n,且对M 的任意dg-内射分解M→I′,Z-n(I′)∈GJ;

5)对任意的dg-内射分解M→I,存在 M 的完备 A-余分解M→I →
v

T,使得对所有的i≤-n,
vi=idIi

;

6)存在M 的可裂完备A-余分解M→I →
v

T,使得对所有的i≤-n,vi=idIi.
进而,若GJ-dimRM<∞,则GJ-dimRM=sup{-infRHomR(X,M)X∈A}.
证明:1)⇔2)由文献[17]中定理3.4可得.2)⇒3)显然.
3)⇒4).设M→I′是dg-内射分解.由文献[18]中命题1.3.6的对偶结论可知,存在内射模E-n和

E′-n,使得Z-n(I)췍E′-n≅Z-n(I′)췍E-n.因此由引理2中1)得Z-n(I′)∈GJ.
4)⇒5).设 M→I是M 的dg-内射分解,则Z-n(I)∈GJ.因此存在 HomR(A,-)-正合的正合

序列…→E1→E0→Z-n(I)→0,其中每个Ei 是内射的.记复形…→E1→E0→0为X,则存在复形同态

η:I-n⊃→Σ
1-nX,使得下图可交换:
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设T 为复形…→(Σ1-nX)2-n→(Σ1-nX)1-n→I-n→I-1-n→…,则T 是正合A-零调复形.令

vi=
ηi, i>-n,

idIi
,i≤-n{ ,

则I →
v

T 是需证的复形同态.

5)⇒6).由5)知,存在M 的完备A-余分解M→I
v(1

→
)

T(1),使得对所有的i≤-n,v(1)
i =idIi.令

T(2)=Cone(idI
1-n

),则T(2)是可收缩复形,且对所有的i≤-n,T(2)
i =0.由文献[11]中事实1.5知

T(2)是层次内射的正合复形,且对所有的i∈ℤ,Zi(T(2))∈GJ.记自然同态I→I1-n →T(2)为

φ:I→T
(2).对任意的i>-n,φi 是可裂的且对任意的i≤-n,φi=0.令T=T(1)췍T(2),v:I→T,

其中vi=(v(1)
i φi),则vi 是可裂单同态且对任意的i≤-n,vi 是双射.因此M→I →

v
T 是可裂的完备

A-余分解.

6)⇒2).令M →
i

I →
v

T 是M 的可裂完备A-余分解,且对所有的i≤-n,vi=idIi
,则对所有的

i≤-n,Zi(I)≅Zi(T),Hi(I)≅Hi(T).因此Z-n(I)∈GJ,-infH(M)=-infH(I)≤-n.设X 是

dgG～J复形且M≃X,则X≃I,从而存在拟同构μ:X→I.由假设可知-infH(X)=-infH(I)≤-n.
令A 是一个A-模,则

Ext1R(A,Z-n(X))=H-1(RHomR(A,Z-n(X)))≅H-1(RHomR(A,Σn(
-nX)))≅

H-n-1(RHomR(A,
-n
X))≅H-n-1(HomR(A,

-n
X))≅

H-n-1(HomR(A,X))≅H-n-1(RHomR(A,X))≅
H-n-1(HomR(A,I))≅H-1(RHomR(A,Σn(

-nI)))≅

H-1(RHomR(A,Z-n(I)))=Ext1R(A,Z-n(I)),
其中第一个和最后一个同构根据文献[19]中 A.1.14.1可得,第二个和第四个同构根据文献[20]中
引理3.5可得.因为A∈W, -nX 是层次GJ的上有界复形,故根据文献[15]中引理3.4得A∈dg췍W,

-nX∈dgG～J,根据文献[20]中引理3.5得

H-n-1(RHomR(A, -nX))≅H-n-1(HomR(A, -nX)).

因为X∈dgG～J,故根据文献[20]中引理3.5得

H-n-1(HomR(A,X))≅H-n-1(RHomR(A,X)).
又因为Z-n(I)∈GJ,所以Ext1R(A,Z-n(I))=0.因此Ext1R(A,Z-n(X))=0,进而Z-n(X)∈A⊥1.

若μ是单的,则存在正合序列0→X →
μ I→L→0,其中L是正合复形.因为X,I∈dgG～J,所以由

引理1得L∈dgG～J,则L∈G～J,Z-n(L)∈GJ.因此存在正合序列0→Z-n(X)→Z-n(I)→Z-n(L)→0,
其中Z-n(L),Z-n(I)∈GJ.由引理2中2)得Z-n(X)∈GJ.若μ不是单的,则由引理1知,存在X 的

特殊G～J-预包络X→G.因此 X→G췍I是单的拟同构,且G췍I∈dgG～J,Z-n(G췍I)≅Z-n(G)췍
Z-n(I).由上述证明可知Z-n(G췍I)∈GJ,从而Z-n(I)∈GJ.所以2)得证.

设M 正合,且X∈A,并存在下有界dg-投射复形P,使得P≃X,则对任意的i∈ℤ,有

Hi(RHomR(X,M))=Hi(HomR(P,M))=0.
因此sup{-infRHomR(X,M)X∈A}=-∞,从而

GJ-dimRM =sup{-infRHomR(X,M)X∈A}=-∞.
  设GJ-dimRM=n,n为整数,下面证明sup{-infRHomR(X,M)X∈A}≤n.根据3)和引理2中

1),存在dg-内射复形I,使得M≃I,且对任意的i≤n,Zi(I)∈GJ.若对任意的i≥1和X∈A,有

H-n-i(RHomR(X,M))=H-n-i(HomR(X,I))=H-1(HomR(X,Σn+i-1(
-n-i+1I)))=

H-1(RHomR(X,Z-n-i+1(I))=Ext1R(X,Z-n-i+1(I))=0.
则对任意的X∈A,-infH(RHomR(X,M))≤n.

425   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



设sup{-infH(RHomR(X,M))X∈A}<n,因为GJ-dimRM=n,故由5)知存在完备的A-余分

解M →
i

I →
v

T,使得对任意的i≤-n,vi=idIi.记ε:Z-n(I)→I-n,则ε是单射.由于Z-n(I)=
Z-n(T),I-n=T-n,所以存在满射q:T1-n→Z-n(I)和t:I1-n→Z-n(I),使得δT

1-n=εq,δI
1-n=εt.

又由假设 H-n(RHomR(T1-n,I))=0知,H-n(HomR(T1-n,I))=0,因此存在正合序列

HomR(T1-n,I1-n)→HomR(T1-n,I-n)→HomR(T1-n,I-n-1).
于是t*:HomR(T1-n,I1-n)→HomR(T1-n,Z-n(I))是满射,从而存在α:T1-n→I1-n,使得q=tα.
因为q是满射,故t也是满射,因此-infH(M)≤n-1.可见q:T1-n→Z-n(I)是特殊的A-预覆盖,故

t也是特殊的A-预覆盖,于是可得Z1-n(I)∈A⊥1.由引理2得Z1-n(I)∈GJ,矛盾.因此

GJ-dimRM =sup{-infH(RHomR(X,M))X∈A}.
  注1 1)考虑交换Noether环上的完备对偶对(F,J),其中F为平坦模类,J为内射模类.此时

Gorenstein(F,J)-投射模为Ding投射模,Gorenstein(F,J)-内射模为Ding内射模.由定理1知这里的

Gorenstein(F,J)-内射维数恰是文献[21]中的Ding内射维数.
2)设环R 是Krull维数有限的交换Noether环,此时Gorenstein(F,J)-内射模为Gorenstein内射

模.由定理1知这里的Gorenstein(F,J)-内射维数恰是文献[3]中的Gorenstein内射维数.
推论1 设M 是R-模复形,则GJ-dimRM≤idRM,当idRM<∞时等号成立.
证明:设idRM=n,若n=∞,则显然 GJ-dimRM≤idRM.设n=-∞,则 M 是正合的.因此

GJ-dimRM≤idRM=-∞.设 H(M)≠0,idRM=n,则对任意的i<-n,Hi(M)=0,且存在dg-内射

分解M→I,使得 Z-n(I)是内射的.特别地,Z-n(I)是 Gorenstein(L,A)-内射的.由定理1得

GJ-dimRM≤n.
若idRM=n<∞,反设GJ-dimRM=m<n,则存在dg-内射分解M→I′,使得对任意的i<-n,

I′i=0.由定理1知,Z-m(I′)∈GJ,对任意的i<-m,Hi(M)=0.特别地,对任意的i<-m,

Hi(I′)=0.所以存在正合序列0→Z-m(I′)→I′-m→…→I′-n→0.因为内射模属于⊥GJ,所以对任意

的-n≤i≤-m,I′i∈⊥GJ,从而存在正合序列0→Z-m(I′)→I′-m→Z-m-1(I′)→0,其中Z-m-1(I′)∈
⊥GJ,故0→Z-m(I′)→I′-m→Z-m-1(I′)→0是可裂的.于是可知Z-m(I′)是内射的,进而有n≤m,
矛盾.表明m=n.

根据定理1易得:

推论2 设(Xi)i∈I是一族R-模复形,则GJ-dimR ∏
i∈I

X( )i ≤sup{GJ-dimR(Xi)i∈I}.

3 相对Tate上同调

作为复形Gorenstein(L,A)-内射维数的应用,下面讨论相对于完备A-余分解的Tate上同调.

引理3 设M →
i

I →
v

T 和～M
췍
→

i 췍I
췍
→

v 췍T 分别是M 和～M 的完备 A-余分解,则对任意的复形

同态μ:M→～M,存在同伦意义下的唯一的同态μ,使得下图左边的方块同伦交换,且对μ存在同伦

意义下的唯一同态μ̂,使得下图右边的方块同伦交换:

若μ=idM,则μ和μ̂ 是同伦等价.
证明:类似文献[11]中引理5.3的对偶可证.

定义6 设N 是Gorenstein(L,A)-内射维数有限的复形,且N→I →
v

T 是N 的完备A-余分解.
对任意的复形M 和任意的n∈ℤ,ÊxtnR(M,N)=H-n(HomR(M,T))称为n次相对Tate上同调.对

任意的n∈ℤ,同态HomR(M,v):HomR(M,I)→HomR(M,T)诱导出 Abel群同态ExtnR(M,N)→
ÊxtnR(M,N).
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注2 1)由引理3可知 ÊxtnR(-,N)是上同调函子,其与N 的完备A-余分解的选取无关;

2)若N 有完备A-余分解N→I →
v

T,则I
id
→
I
I →

v
T 是I的完备A-余分解,且对任意的复形

M 和任意的i∈ℤ,ÊxtiR(M,N)≅ÊxtiR(M,I);

3)若GJ-dimRN≤n,则对任意的上有界复形 M 和i>n+supM,ExtiR(M,N)→ÊxtiR(M,N)是
双射.

引理4 设N:0→N→N′→N″→0是具有有限Gorenstein(L,A)-内射维数的复形的正合序列,则

存在下列行正合的交换图:

其中各列是完备A-余分解.
证明:类似文献[11]中引理5.5的对偶可证.
命题1 设M 是R-模复形,N:0→N→N′→N″→0是R-模复形的正合列.
1)若M 具有有限Gorenstein(L,A)-内射维数,则存在自然同态Vn(N,M),使得下列序列是正合的:

… →ÊxtnR(N′,M)→ÊxtnR(N,M)
Vn(N,M

→
)
Êxtn+1R (N″,M)→ ….

  2)若N,N′和N″具有有限Gorenstein(L,A)-内射维数,则存在自然同态Vn(M,N),使得以下序

列是正合的:…→ÊxtnR(M,N′)→ÊxtnR(M,N″)
Vn(M,N

→
)
Êxtn+1R (M,N)→….

  证明:1)由N 的完备A-余分解N→I →
v

T 可诱导出如下交换图:

因为对任意的n∈ℤ,Tn 和In 都是内射的,所以该交换图是行正合的,其中下行导出的同调正合序列

即为所证的长正合序列.自然性显然.
2)用HomR(M,-)作用引理4中的交换图,因为对任意的n∈ℤ,Tn 和In 都是内射的,所以可

得如下行正合的交换图:

其中下行导出的同调正合序列即为所证的长正合序列.自然性显然.

引理5 设N →
i

I →
v

T 是R-模N 的可裂完备 A-余分解,则存在复形的可裂正合序列0→I→
췍T→ΣY→0,其中췍T=⊂1T,Y 是N 的真GJ-余分解.

证明:由假设存在非负整数n,使得对任意的i≤-n,vi 是双射.令췍T=⊂1T,췍β:I→췍T 是同态,则

对任意的i≤0,췍βi=vi,对任意的i>0,췍βi=0.令Y=Σ-1Coker(췍β),因为Coker(v)是层次内射复形,
所以Y0=C1(T)∈GJ,且对任意的-n≤i≤-1,Yi 是内射的,对任意的i≤-n-1,Yi=0.因此有复

形正合列0→I→췍T→ΣY→0,其中췍T=⊂1T,Y 是N 的真GJ-余分解.

引理6 设 N →
i

I →
v

T 和 N′ →
i′

I′ →
v′

T′分别是R-模 N 和 N′的可裂完备 A-余分解,

g:N→N′是R-模同态,则存在复形同态交换图:
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其中各行如引理5,g和g*由g提升得到,～g由g 的提升诱导得到.
证明:根据引理3可得复形同态的交换图:

则由췍T 和췍T 的定义可知,g诱导出同态 ～g:췍T→췍T′,使得下图可交换:

由Y 和Y′的定义可知 ～g 诱导出同态g*,使得引理6中的图可交换.
由定义知g是g 的提升,因为췍T 和췍T′是正合的,所以 ～g是拟同构.由诱导的长正合序列可知g*

是g的提升.
定义7 设R-模N 有真GJ-余分解N→E,对任意的R-模M,定义相对上同调群

ExtnGJ(M,N)=H-n(HomR(M,E)).
  定理2 设R-模N 具有有限Gorenstein(L,A)-内射维数n,则对任意的R-模M 存在长正合序列

0→Ext1GJ(M,N)→Ext1R(M,N)→Êxt1R(M,N)→ …ExtnGJ(M,N)→ExtnR(M,N)→ÊxtnR(M,N)→0.
  证明:设GJ-dimRN≤n<∞,则由定理1和引理5可知存在可裂的复形正合序列0→I→췍T→ΣY→
0,其中췍T=⊂1T,Y 是N 的真GJ-余分解.设M 是R-模,用HomR(M,-)作用上述正合列可得复形

的正合序列

0→HomR(M,I)→HomR(M,췍T)→HomR(M,ΣY)→0,
并诱导出正合序列

… →Hi(HomR(M,I))→Hi(HomR(M,췍T))→Hi(HomR(M,ΣY))→ ….
因此对任意的i≥0,H-i(HomR(M,ΣY))≅H-i-1(HomR(M,Y))=Exti+1GJ (M,N),对任意的i>n,

H-i(HomR (M,ΣY))=0. 同 时 对 任 意 的 i≥1,H-i (HomR (M,췍T))≅Ext
︿ i

R (M,N),

H0(HomR(M,췍T))=0.于是长正合序列得证.
该长正合序列关于M 是自然的.事实上,设g:M→M′是R-模同态,用HomR(M,-)作用正合列

0→I→췍T→ΣY→0得下列交换图:

诱导出所需长正合列的交换图.
该长正合序列关于N 是自然的.事实上,设f:N→N′是R-模同态,用HomR(M,-)作用引理6

中的交换图可得下列交换图:

诱导出所需长正合列的交换图.
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