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梯度Ricci-Yamabe孤立子的一些刚性结果

李云超,刘建成
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:应用散度定理及一些Riemann流形上的重要不等式,并结合几何分析的方法研究紧致

梯度Ricci-Yamabe孤立子的刚性问题,在适当的条件下得到非平凡紧致梯度Ricci-Yamabe
孤立子与欧氏球面等距的刚性结果.此外,在数量曲率为正的假设下,证明满足Ln/2-积分拼

挤条件的n(4≤n≤6)维紧致梯度收缩Ricci-Yamabe孤立子一定是Einstein流形.
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Abstract:ByusingthedivergencetheoremandsomeimportantinequalitiesonRiemannianmanifolds,

combinedwiththemethodofgeometricanalysis,westudiedrigidityproblemsofcompactgradient
Ricci-Yamabesolitons,andobtainedrigidityresultofthenontrivialcompactgradientRicci-Yamabe
solitonsbeingequidistantfromEuclideansphereunderappropriateconditions.Inaddition,underthe
assumptionofpositivescalarcurvature,weprovedthatn(4≤n≤6)dimensionalcompactgradient
shrinkingRicci-YamabesolitonsthatsatisfiedLn/2integralpinchedcondition mustbeEinstein
manifolds.
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1 引言及主要结果

Hamilton[1]创建了Ricci流理论,并提出了可用其作为破解庞加莱猜想的解析方法,而Ricci孤立

子即为Ricci流的自相似解.Pigola等[2]提出了近Ricci孤立子的概念,并研究了梯度近Ricci孤立子

的刚性,即得到了其与SSn 或ℝn 等距的结果.Catino[3]证明了满足Ln/2-积分拼挤条件的n(4≤n≤6)维
紧致梯度收缩Ricci孤立子等距于欧氏球面SSn 的商.Dwivedi[4]基于近Ricci孤立子,引入了近Ricci-
Bourguignon孤立子的概念,并给出了它与欧氏球面SSn 等距的条件,得到了一些刚性结果,这些结果

推广了之前近 Ricci孤立子的部分相应结果.特别地,梯度 Ricci-Bourguignon孤立子也称为梯度

ρ-Einstein孤立子[4].文献[5]证明了非平凡紧致梯度ρ-Einstein孤立子等距于欧氏球面SSn;Huang[6]

证明了紧致梯度收缩ρ-Einstein孤立子在积分拼挤条件下的一些刚性结果.Güler等[7]首次给出了



Ricci-Yamabe流的概念,从而引入了近Ricci-Yamabe孤立子.
设(Mn,g)为n维Riemann流形,若存在λ∈C∞(M)及V∈X(M),使得

LVg+2αRic=(2λ-βR)g,
则(Mn,g)称为近Ricci-Yamabe孤立子[8],记为(Mn,g,V,λ,α,β),其中α,β∈ℝ,Ric表示 Mn 的Ricci
曲率张量,R 表示数量曲率,LVg 表示度量g 沿V 方向的李导数.V 称为孤立子场,λ称为孤立子函

数.若孤立子场V 可表示为一个光滑函数f:Mn→ℝ的梯度,即V=∇f,则 Mn 称为梯度近Ricci-
Yamabe孤立子,简记为(Mn,g,∇f,λ,α,β).此时孤立子方程变为

∇2f+αRic= λ-12β
æ

è
ç

ö

ø
÷R g. (1)

特别地,若λ为常值函数,则(Mn,g,∇f,λ,α,β)即为梯度 Ricci-Yamabe孤立子.当λ>0(λ=0或

λ<0)时,(Mn,g,∇f,λ,α,β)称为收缩(稳定或扩张)的梯度Ricci-Yamabe孤立子.此外,当f 为常数

时,则称孤立子是平凡的.
近年来,对近Ricci-Yamabe孤立子的研究备受关注,其中文献[8]分别证明了具有非平凡共形向

量场的紧致近Ricci-Yamabe孤立子和具有非负数量曲率且势向量场为非平凡共形向量场的完备梯度

近Ricci-Yamabe孤立子等距于欧氏球面SSn.特别地,文献[8]还证明了具有常数量曲率的非平凡紧致

梯度近Ricci-Yamabe孤立子等距于欧氏球面SSn.显然,该结论对梯度Ricci-Yamabe孤立子也成立.
本文探讨梯度Ricci-Yamabe孤立子具有常数量曲率的充分条件,得到如下结果.

定理1 设(Mn,g,∇f,λ,α,β)是 n(n≥3)维 非 平 凡 紧 致 梯 度 Ricci-Yamabe孤 立 子,若

α∉{0,-nβ/2},则Mn 有常数量曲率,进而Mn 等距于欧氏球面SSn.
文献[3]证明了n(4≤n≤6)维紧致梯度收缩Ricci孤立子在积分拼挤条件

(n-4)2(n-1)
8(n-2)

λV(M)2/n +∫M
W + 2

n(n-2)
R·ic g

n/2

dv
æ

è
ç

ö

ø
÷g

2/n

< n-2
32(n-1)

Y(M,[g])

下等距于欧氏球面SSn 的商,其中 表示Kulkarni-Nomizu积.文献[6]在上述相同积分拼挤条件下得

到了n(4≤n≤6)维紧致梯度收缩ρ-Einstein孤立子等距于欧氏球面SSn 的商的结果.受此启发,本文在

Ricci-Yamabe孤立子上考虑类似的问题,得到如下结果.
定理2 设(Mn,g,∇f,λ,α,β)是具有正数量曲率的n(4≤n≤6)维紧致梯度收缩Ricci-Yamabe

孤立子,其中α>0,β≥0,若

(n-4)2(n-1)
8α2(n-2)

λV(M)2/n +∫M
W 2+ 8

n(n-2)
R·ic 2

n/4

dvæ

è
ç

ö

ø
÷g

2/n

<

n-2
32(n-1)

Y(M,[g]), (2)

则(Mn,g)是Einstein流形.

2 预备知识及引理

约定本文出现的重复指标均理解为对该指标从1到n 求和,并省略求和符号.设{ei}ni=1是

Riemann流形(Mn,g)的局部标准正交标架场,并记标架下Riemann曲率张量的分量为Rijkl.于是,

Ricci曲率张量Ric的分量表示为

Rik =Ric(ei,ek)=gjlRijkl,
数量曲率R 表示为

R=gikRik =gikgjlRijkl,
无迹Ricci曲率张量R·ic定义[9]为

R·ic=Ric-R
ng,

其分量表示为
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·Rij =Rij -R
ngij, (3)

从无迹Ricci曲率张量的定义可见,(Mn,g)是Einstein流形当且仅当R·ic恒为0.
先后缩并第二Bianchi恒等式(Rhilj,k+Rhijk,l+Rhikl,j=0)中的指标h,l和指标i,j,可得

Rik,i=12R,k, (4)

再结合无迹Ricci曲率张量的定义式(3)可得

Rjkil,l=·Rij,k-·Rik,j+R,k

ngij -R,j

ngik, (5)

·Rik,i=n-2
2n R,k. (6)

Weyl共形曲率张量W 定义[10]为

Wijkl =Rijkl - 1
n-2

(Rikgjl +Rjlgik -Rilgjk -Rjkgil)+ R
(n-1)(n-2)

(gikgjl -gilgjk), (7)

将式(7)与无迹Ricci张量的定义式(3)结合有

Rijkl =Wijkl + 1
n-2

(·Rikgjl +·Rjlgik -·Rilgjk -·Rjkgil)+ R
n(n-1)

(gikgjl -gilgjk). (8)

  设u是Riemann流形(Mn,g)(n≥3)上任意局部的Lipschitz函数,F 是其上的任意光滑函数,则

Mn 上加权Laplace算子ΔF 定义[9]为

ΔFu=Δu-<∇u,∇F>=eFdiv(e-F∇u).
(Mn,g)的Yamabe不变量Y(M,[g])定义[3]为

Y(M,[g])=4
(n-1)
n-2

inf
u∈W1,2(M)

∫M
∇u 2dvg + n-2

4(n-1)∫M
Ru2dvg

∫M
u

2n
n-2dv( )g

(n-2)/n .

由文献[6]可知在数量曲率为正的假设下,Ricci-Yamabe孤立子的 Yamabe不变量Y(M,[g])>0.
因此,在Ricci-Yamabe孤立子上,对任意u∈W1,2(M),成立如下Yamabe-Sobolev不等式:

n-2
4(n-1)

Y(M,[g])∫M
u

2n
n-2dv( )g

(n-2)/n

≤∫M
∇u 2dvg + n-2

4(n-1)∫M
Ru2dvg. (9)

  引理1[8] 设(Mn,g,∇f,λ,α,β)(n≥3)是非平凡紧致梯度Ricci-Yamabe孤立子,其中α≠0,若

Mn 有常数量曲率,则(Mn,g,∇f,λ,α,β)等距于欧氏球面SSn.
引理2 若(Mn,g,∇f,λ,α,β)是梯度Ricci-Yamabe孤立子,则下列各式成立:

2Δf+(2α+nβ)R=2nλ, (10)

·Rij = λ
α -βR

2α -Ræ

è
ç

ö

ø
÷

n gij -1αf,ij, (11)

α·Rij,k-α·Rik,j=Rjkilf,l- β
2R,k+α

nR,
æ

è
ç

ö

ø
÷k gij + β

2R,j+α
nR,

æ

è
ç

ö

ø
÷j gik, (12)

α
2R,ij =

(1-n)β
2 R,ij +·Ril,jf,l+·Rilf,jl +R,j

nf,i+R
nf,ji. (13)

  证明:对式(1)求迹即可得式(10).根据式(1)及无迹 Ricci张量的定义即证得式(11).为证

式(12),由式(1)易见f,ijk +αRij,k=-β
2R,kgij,应用Ricci恒等式得

f,ikj -f,ijk =Rjkilf,l=-β
2R,jgik -αRik,j+β

2R,kgij +αRij,k,

再结合无迹Ricci张量的定义即证得式(12).
根据式(1)和Ricci恒等式得

αRik,i=-β
2R,k-(Δf)k-Rklf,l. (14)
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将式(10)代入式(14)所得结果再结合式(4)进行简单计算,得

α
2R,k=

(1-n)β
2 R,k+Rklf,l. (15)

对式(15)两边再次求协变微分,得

α
2R,kj =

(1-n)β
2 R,kj +Rkl,jf,l+Rklf,lj.

由无迹Ricci张量的定义即证得式(13).证毕.
引理3 若(Mn,g,∇f,λ,α,β)是n(n≥4)维梯度Ricci-Yamabe孤立子,则

1
2Δf R·ic 2= ∇R·ic 2+

(2-n)β
2α

·RijR,ij + 1
α -æ

è
ç

ö

ø
÷1·Rij

·Rij,lf,l-2·Rij
·RklWjkil +

4
n-2

·Rij
·Ril·Rjl +2λ

α -βR
2α -R

n + R
n(n-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

) R·ic 2. (16)

  证明:根据加权Laplace算子的定义直接计算,得

1
2Δf R·ic 2=12Δ R·ic 2-12

<∇ R·ic 2,∇f>= ∇R·ic 2+·Rij
·Rij,kk -·Rij

·Rij,kf,k. (17)

对式(17)右端第二项应用式(12)有

·Rij
·Rij,kk =·Rij

·Rik,j+1αRjkilf,l-1α
β
2R,k+α

nR,
æ

è
ç

ö

ø
÷k gij +1α

β
2R,j+α

nR,
æ

è
ç

ö

ø
÷j gæ

è
ç

ö

ø
÷ik
k
=

·Rij
·Rik,jk +1α

·RijRjkil,kf,l+1α
·RijRjkilf,lk +β

2α
·RjkR,jk +1n

·RjkR,jk. (18)

进一步,对式(18)右端第一项应用Ricci恒等式,得

·Rij
·Rik,jk =·Rij

·Rik,kj +·Rij
·RklRkjil +·Rij

·RilRkjkl. (19)
结合式(5),式(18)右端第二项即为

1
α
·RijRjkil,kf,l=1α

·Rij
·Rji,l+R,l

ngji-·Rjl,i-
R,i

ngj
æ

è
ç

ö

ø
÷l f,

æ

è
ç

ö

ø
÷l =

1
α

·Rij
·Rji,lf,l-·Rij

·Rjl,if,l-1n
·RilR,if,

æ

è
ç

ö

ø
÷l . (20)

将式(19),(20)代入式(18),并结合式(6)和式(11)得

·Rij
·Rij,kk =12

·RijR,ij +·Rij
·Ril·Rjl +·Rij

·Rij
R
n -2·Rij

·RlkRjkil +

1
α

·Rij
·Rji,lf,l-·Rij

·Rjl,if,l-1nR,i·Rilf,
æ

è
ç

ö

ø
÷l +

λ
α -βR

2α -Ræ

è
ç

ö

ø
÷

n R·ic 2+β
2α
·RjkR,jk. (21)

将式(13)代入式(21)右端第一项,再将所得结果代入式(17),可得

1
2Δf R·ic 2= ∇R·ic 2+

(2-n)β
2α

·RijR,ij +2λ
α -βR

2α -Ræ

è
ç

ö

ø
÷

n R·ic 2-

2·Rij
·RlkRjkil + 1

α -æ

è
ç

ö

ø
÷1·Rij

·Rij,lf,l. (22)

最后,将式(8)和式(22)结合即完成证明.
引理4[3] 设(Mn,g)是n(≥4)维Riemann流形,则

-Wijkl
·Rik·Rjl + 2

n-2
·Rij

·Rik·Rjk ≤ n-2
2(n-1)

W 2+ 8
n(n-2)

R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1
2

R·ic 2.

3 主要结果的证明

3.1 定理1的证明

由梯度Ricci-Yamabe孤立子方程可知
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f,ij +αRij = λ-12β
æ

è
ç

ö

ø
÷R gij, (23)

由Ricci恒等式有

Δ(f,i)=(Δf)i+Rijf,j. (24)
对式(24)左边结合式(23)可得

Δ(f,i)=(f,ij)j= -αRij + λ-12β
æ

è
ç

ö

ø
÷R gi

æ

è
ç

ö

ø
÷j
j
=-12αR,i-12βR,i, (25)

对式(24)右边第一项结合式(10)可得

(Δf)i= -12
(2α+nβ)R+næ

è
ç

ö

ø
÷λ
i
= -α-12n

æ

è
ç

ö

ø
÷β R,i, (26)

将式(25),(26)代入式(24)得

-12α-12
æ

è
ç

ö

ø
÷βR,i= -α-12n

æ

è
ç

ö

ø
÷β R,i+Rijf,j. (27)

对式(27)两边求协变导数即有

-12α-12
æ

è
ç

ö

ø
÷β R,il = -α-12n

æ

è
ç

ö

ø
÷β R,il +Rij,lf,j+Rijf,jl,

再求迹得

1
2α+(n-1)( )β ΔR=12

<∇R,∇f>+R
nΔf,

即

n
2
(α+(n-1)β)ΔR=n

2
<∇R,∇f>+RΔf. (28)

对式(28)在Mn 上积分并使用散度定理,有

∫M
RΔfdvg =∫M

n
2
(α+(n-1)β)ΔRdvg -n

2∫M
<∇R,∇f>dvg =n

2∫M
RΔfdvg. (29)

由于n≥3,故式(29)成立当且仅当

∫M
RΔfdvg =0. (30)

结合式(10),式(30)即为

∫M
RΔfdvg =∫M

R -12
(2α+nβ)R+næ

è
ç

ö

ø
÷λ dvg =0,

改写成

-2α+nβ
2∫M

R R- 2
2α+nβ

næ

è
ç

ö

ø
÷λ dvg =0. (31)

  另一方面,将式(10)在Mn 上积分并使用散度定理,得

-2α+nβ
2∫M

R- 2
2α+nβ

næ

è
ç

ö

ø
÷λ dvg =0. (32)

由于假设α≠-nβ2
,故由式(31),(32)有

∫M
R- 2nλ

2α+n
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

2

dvg =0,

因此R= 2nλ
2α+nβ

.即数量曲率为常数,再由引理1可知Mn 等距于SSn.定理1证毕.

3.2 定理2的证明

将式(10)在Mn 上积分并结合式(9),可得

λV(M)2/n =2α+nβ
2n V(M)(2-n)/n∫M

Rdvg ≥2α+nβ
2n Y(M,[g])≥α

nY(M,[g]),

其中V(M)=∫M
dvg.因此当n≥7时,积分拼挤条件式(2)不成立.
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由式(16)及Kato不等式 ∇R·ic 2≥ ∇ R·ic 2 知,

0≥ -12Δf R·ic 2+ ∇ R·ic 2+
(2-n)β
2α

·RijR,ij + 1
α -æ

è
ç

ö

ø
÷1·Rij

·Rij,lf,l-

2·Rij
·RklWjkil + 4

n-2
·Rij

·Ril·Rjl +2λ
α -βR

2α -R
n + R

n(n-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

) R·ic 2. (33)

对式(33)应用引理4并在Mn 上积分,再注意到

-12∫M
Δf R·ic 2dvg =-12∫M

(Δ R·ic 2-<∇ R·ic 2,∇f>)dvg =

-12∫M
(Δ R·ic 2-(div(R·ic 2∇f)- R·ic 2Δf))dvg =

-12∫M
R·ic 2Δfdvg,

1
α -æ

è
ç

ö

ø
÷1∫M

·Rij
·Rij,lf,ldvg = 1

2α-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2∫M

<∇ R·ic 2,∇f>dvg =

1
2α-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2∫M

(div(R·ic 2∇f)- R·ic 2Δf)dvg =

1
2-12

æ

è
ç

ö

ø
÷

α∫M
R·ic 2Δfdvg,

有

0≥ -12α∫M
R·ic 2Δfdvg +∫M

∇ R·ic 2dvg +
(2-n)β
2α∫M

·RijR,ijdvg -

2(n-2)
n-1∫M

W 2+ 8
n(n-2)

R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1/2

R·ic 2dvg +

2λ
α∫M

R·ic 2dvg + -β
α -2n + 2

n(n-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)∫M
R R·ic 2dvg. (34)

将式(34)右端第三项与式(6)相结合,得

(2-n)β
2α∫M

·RijR,ijdvg =
(n-2)2β
4αn ∫M

∇R 2dvg, (35)

再将式(10)代入式(34),并结合式(35),式(34)变为

0≥ -n-4
2αλ∫M

R·ic 2dvg +∫M
∇ R·ic 2dvg +

(n-2)2β
4αn ∫M

∇R 2dvg -

2(n-2)
n-1∫M

W 2+ 8
n(n-2)

R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1/2

R·ic 2dvg +

2α+nβ
4α -β

α -2n + 2
n(n-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)∫M
R R·ic 2dvg. (36)

  对式(36)右端第一、第二、第四项分别有如下估计.首先根据式(9)得

∫M
∇ R·ic 2dvg ≥ n-2

4(n-1)
Y(M,[g])∫M

R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

-

n-2
4(n-1)∫M

R R·ic 2dvg. (37)

应用Hölder不等式有

∫M
R·ic 2dvg ≤V(M)2/n∫M

R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

. (38)

∫M
W 2+ 8

n(n-2)
R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
1/2

R·ic 2dvg ≤

     ∫M
W 2+ 8

n(n-2)
R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
n/4

dvæ

è
ç

ö

ø
÷g

2/n

∫M
R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

. (39)

将式(37)~(39)代入式(36),得

195 第3期       李云超,等:梯度Ricci-Yamabe孤立子的一些刚性结果    



0≥ -n-4
2α V(M)2/n∫M

R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

+ n-2
4(n-1)

Y(M,[g])∫M
R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

-

2(n-2)
n-1∫M

W 2+ 8
n(n-2)

R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
n/4

dvæ

è
ç

ö

ø
÷g

2/n

∫M
R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

+

- n-2
4(n-1)+

2α+nβ
4α -β

α -2n + 2
n(n-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)×

∫M
R R·ic 2dv( )g +

(n-2)2β
4αn ∫M

∇R 2dvg. (40)

显然

- n-2
4(n-1)-

2
n + 2

n(n-1)+
1
2=

(n-4)2
4n(n-1)≥

0,

nβ
4α-β

α ≥0.

由定理2假设条件及式(40)可得

0≥ -n-4
2α V(M)2/n + n-2

4(n-1)
Y(M,[gé

ë
êê ])-

2(n-2)
n-1∫M

W 2+ 8
n(n-2)

R·icæ

è
ç

ö

ø
÷

2
n/4

dvæ

è
ç

ö

ø
÷g

2/ ù

û
ú
ú

n

∫M
R·ic 2n/(n-2)dv( )g

(n-2)/n

. (41)

最后由式(41)再结合条件式(2)知 R·ic =0,即(Mn,g)是Einstein流形.定理2得证.
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